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Vorrede  zur  zweiten  Auflage. 

Bei  der  ersten  Bearbeitung  des  jetzt  in  zweiter  Auflage 
erscheinenden  Lehrbuches  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene 
waren  es  hauptsächlich  zwei  Gesichtspunkte,  welche  ich  fort- 
während im  Auge  behielt.    Was  zuvörderst  in  materieller  Hin- 
sicht die  Auswahl  des  Stoffes  betrifft^  so  war  mein  Augenmerk 
darauf  gerichtet,  wenigstens  innerhalb  bestimmter  Grenzen  eine 
gewisse  Vollständigkeit  zu  erzielen.   Die  mehr  praktische  Richt- 
ung meiner  Zuhörer  an  der  hiesigen  polytechnischen  Schule, 
für  welche  das  Lehrbuch  zunächst  bestimmt  ist^  wieer  mich  dar- 
auf hiu;   aus  dem  reichen  Materiale,  welches  namentlich  die 
Theorie  der  Linien  zweiten  Grades  darbietet,  besonders  solche 
Sätze  auszuwählen,  welche  eine  konstruktive  Anwendung  ge- 
währen.   Ich  habe  mich  bemüht,  diese  Sätze  zu  einem  organi- 
schen Ganzen  zu  vereinigen^  welches  die  Bestimmung  hat,  die 
Verschiedenartigkeit  der  Methoden  der  analytischen  Geometrie 
klar  hervortreten  zu  lassen.  —  Li  formeller  Hinsicht  war  in 
betreff   der  Darstellung  mein  Streben  besonders  auf  Verein- 
fachung des  Kalküls  mittelst  geometrischer  Deutung  der  Gleich- 
ungen und  auf  eine  möglichst  natürliche  Verknüpfung  der  ein- 
zahlen Untersuchungen  gerichtet.    Die  letztere  Rücksicht  ist 
namentlich  für  mich  bei  der  Anordnung  des  Inhaltes  der  Ka- 
pitel IV  bis  VIII  entscheidend  gewesen.     Da  bei  den  in  den 
ersten  Kapiteln  enthaltenen  geometrischen  Lehrsätzen  grossen- 
teils  an  Resultate  angeknüpft  werden  konnte,  welche  ich  als 
aus  der  Elementargeometrie  bekannt  voraussetzen  durfte,   so 
schien  es  mir  zweckmässig,  auch  bei  Untersuchung  der  Kegel- 
schnitte Ton  einer  allgemeinen  Eigenschaft  dieser  Linien  auszu- 
gehen, welche  sich  leicht  rein   geometrisch  begründen  lässt. 
Sind  aus  dieser  allgemeinen  Eigenschaft  die  Kegelschnittformen 
nebst  den  zugehörigen  Gleichungen  gewonnen,  so  können  die- 
selben nachher   mittels  der  Methoden  der  analytischen  Geo- 
metrie weiter  verfolgt  werden;  aus  diesen  speciellen  Diskussionen^ 
welche  sieh  auf  bekanntes  stützen,  lässt  sich  dann  leichter  eine 
mit  um  so  grösserer  Strenge  zu  fahrende  allgemeine  Unter- 
suchung ableiten.    Die  scheinbare  Identität  der  Überschriften 
„die  Kegelschnitte^'  im  vierten  und  „die  Linien  zweiten 
Grades"  im  achten  Kapitel  findet  in  diesem  Gedankengange 


IV  Vorrede. 

ihre  Beclitfertigung.  Am  ersteren  Orte  tritt  der  stereome- 
triscbe  Ausgangspunkt  in  den  Vordergrund^  an  der  letzteren 
Stelle  soll  seine  Beziehung  zu  den  Gleichungen  zweiten  Grades 
erläutert  werden. 

Diesen  der  Hauptsache  nach  bereits  in  der  Vorrede  zur 
ersten  Auflage  niedergelegten  Bemerkungen  habe  ich  wenig 
hinzuzufügen;  da  der  Inhalt  der  neuen  Auflage  nicht  wesent- 
lich von  der  ersten  abweicht.  Neu  hinzugekommen  ist  nur 
der  von  der  Quadratur  der  Hyperbel  handelnde  Abschnitt^  so- 
wie einzelnes  bei  der  Diskussion  der  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades.  Der  erstere  Zusatz  hat  die  Bestimmung,  die 
auf  die  Quadratur  der  Kegelschnitte  bezüglichen  Untersuchui^en 
zu  vollkommener  Abrundung  zu  bringen;  bei  der  neuen  Be- 
arbeitung eines  Teiles  des  achten  Kapitels  strebte  ich  danach, 
Betrachtungen,  welche  fClr  den  Anfanger  in  der  Begel  nicht  ohne 
Schwierigkeit  sind^  eine  grössere  Schärfe  und  Klarheit  zu  ver- 
leihen. Aus  demselben  Streben  sind  eine  Menge  kleinerer  Änder- 
ungen, welche  fast  jeder  Paragraph  enthält,  hervorgegangen. 

Dresden,  Ostern  1863.  ^    ^     ^ 

O.  Port. 


Vorrede  zur  dritten  Auflage. 

Die  gegenwärtige  dritte  Auflage  meiner  analytischen  Geo- 
metrie der  Ebene  unterscheidet  sich  von  der  zweiten  nur  durch 
eine  Menge  kleinerer,  auf  Strenge  der  Begründung  und  Klar- 
heit des  Ausdruckes  bezüglicher  Änderungen.  Die  Einführung 
einiger  abgeänderter  Bezeichnungen  wurde  durch  den  Wunsch, 
mit  anderwärts  üblichem  in  besseren  Einklang  zu  kommen^ 
bedingt.  Wenn  im  übrigen  der  Inhalt  des  Buches  derselbe 
geblieben  ist  und  die  neueren  Theorien^  namentlich  der  Ge- 
brauch der  Linienkoordinaten;  sowie  der  homogenen  Koordi- 
naten, nicht  Berücksichtigung  gefunden  haben,  so  ist  daran  zu 
erinnern,  dass  die  Auswahl  des  StoiFes  hauptsächlich  mit  Bück- 
sicht auf  das  praktische  Bedür&is  künftiger  Techniker  ge- 
troffen wurde.  Dafür,  dass  ein  Lehrbuch  innerhalb  der  be- 
schränkten Grenzen  des  vorliegenden  auch  für  grossere  Kreise 
Befriedigung  gewährt,  dürfte  der  rasche  Absatz  zweier  starker 
Auflagen  ein  Zeugnis  ablegen. 

Dresden,  im  September  1871.  _    _ 

^  O.  Port. 


Vorrede. 


Yorrede  zur  vierten  Auflage. 

Bei  dem  raschen  Absätze,  welchen  auch  die  dritte  Auf- 
lage des  vorliegenden  Werkes  gefunden  hat^  und  zwar  in  einem 
Zeiträume,  in  welchem  von  mir  selbst  am  hiesigen  Polytech- 
oiknm  Vorlesungen  über  die  analytische  Geometrie  der  Ebene 
nicht  gehalten  worden  sind;  ergab  sich  für  mich  keine  Ver- 
anlassung, rücksichtlich  des  Inhaltes  des  von  mir  bearbeiteten 
Teiles  aus  den  in  den  früheren  Vorreden  festgestellten  Grenzen 
in  der  notig  gewordenen  neuen  Auflage  herauszutreten.  Die 
von  mir  vorgenommenen  Änderungen  beziehen  sich  daher 
grossenteils  nur  auf  die  Form  und  verfolgen  hauptsächlich  den 
Zweck  einer  möglichst  klaren  Fassung  des  Ausdruckes.  Kleine 
Znsatze  sind  zu  demselben  Zwecke  nur  an  wenigen  Stellen  er- 
forderlich gewesen. 

Dresden,  im  April  1877. 

O,  Port. 


Vorrede  zur  fUnften  Auflage. 

Der  als  Lehrer  und  Schriftsteller  in  gleicher  VTeise  aus- 
gezeichnete und  verdiente  Verfasser  dieses  Baches  sah  sich 
infolge  andauernder  Kränklichkeit  Ostern  1879  veranlasst, 
sein  Lehramt  am  Königl.  Sachs.  Polytechnikum  niederzulegen; 
zwei  Jahre  darauf,  am  6.  Mai  1881,  erlag  er  seinen  schweren 
Leiden. 

Nachdem  dieses  Werk  gegen  drei  Jahrzehnte  lang  seine 
Brauchbarkeit  und  Zweckmässigkeit  in  Bezug  auf  Auswahl  und 
Darstellung  erwiesen  hat,  galt  es  bei  der  Bearbeitung  der 
neuen  Auflage  zunächst,  ihm  die  von  der  Hand  des  Verfassers 
verliehenen  Vorzüge  zu  erhalten.  Der  Plan  des.  Buches  ist 
daher  nicht  erweitert  worden;  und  da,  wo  einzelne  Abschnitte 
umgearbeitet  oder  hinzugefügt  wordeo  sind,  wird  hoffentlich 
das  Bestreben  bemerkbar  sein,  die  Klarheit  und  Deutlich- 
keit der  Vortragsweise  des  Verfassers  möglichst  zu  erreichen. 
Andrerseits  lag  aber  auch  die  Verpflichtung  vor,  durch  geeig- 
nete, in  den  Rahmen  des  Buches  sich  fügende  Zusätze  und 


VI  Vorrede. 

Überarbeitungen  die  Brauchbarkeit  desselben  zu  erhohen  und 
fiir  die  Zukunft  zu  sichern. 

Am  Schluss  des  §  6  ist  die  Normalform  der  Gleichung 
der  Geraden  hervorgehoben  worden.  —  Die  schon  bisher  beim 
Kreise  verwendete  Methode  der  symbolischen  Bezeichnung  von 
Funktionen  ist  auch  bei  der  Geraden  in  §  7  angewendet  worden; 
damit  hängen  zwei  neue  hinzugekommene  Beispiele  in  §  8  zu- 
sammen. —  In  §  10  wurde  der  Schluss  erneuert  —  In  §  13  er- 
gab sich  eine  einfachere  Darstellung  dadurch,  dass  der  zwischen 
Brennpunkt  und  Direktrix  liegende  Scheitel  zum  Anfangspunkt 
genommen  wurde.  Die  Umgestaltung  dieses  Abschnitts  be- 
dingte einige  Änderungen  des  folgenden.  —  Die  Ableitung  der 
Beziehungen  zwischen  konjugierten  Ellipsendurchmessern  am 
Ende  des  §  22  ist  durch  Einführung  der  excentrischen  Ano- 
malie vereinfacht  worden.  —  Die  Diskussion  der  allgemeinen 
Gleichung  zweiten  Grades,  §  30,  wurde  vollständig  neu  be- 
arbeitet. In  der  gegenwärtigen  Gestalt  ist  die  Untersuchung 
auf  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  begründet;  sie  er- 
reicht auf  möglichst  kurzem  Wege  das  Ziel,  in  fertigen  For- 
meln unzweideutige  Auskunft  über  die  Natur  des  dargestellten 
Gebildes,  die  Lage  der  Symmetrieachsen  und  die  Hauptdimen- 
sionen zu  geben.  Zum  Schluss  wird  die  Invarianz  der  charakte- 
ristischen Zahlen  nachgewiesen  und  dabei  Bezug  auf  das  schief- 
winklige System  genommen.  —  §  33  ist  um  zwei  Beispiele 
vermehrt  und  die  Einleitung  zu  §  37  umgeändert  worden« 

Mochten  die  Änderungen  sich  zweckmässig  erweisen  und 
das  Buch  in  dieser  neuen  Ausgabe  seine  alten  Freunde  wieder- 
finden und  neue  sich  erwerben! 

Dresden;  im  April  1883. 

R.  Heger. 
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Einleitnng. 


£)a8  Gebiet  der  niederen  Geometrie  beschränkt  sich  auf  die 
Untersuchung  der  Eigenschaften  derjenigen  räumlichen  Gestalten, 
welche  mit  Benutzung  des  Lineals  und  Zirkels  darstellbar  sind, 
d.  i.  der  geradlinigen  Gebilde  und  des  Kreises,  sowie  deijenigen 
Flächen  und  Körper,  deren  Entstehung  in  einfacher  Weise  auf 
diese  beiden  Grundformen  zurückgeführt  werden  kann.  Ihre  Me- 
thode geht  dabei  im  wesentlichen  yon  der  Anschauung  aus,  und 
wenn  sie  sich  zu  ihren  Untersuchungen  auch  der  reichen  Hilfs- 
mittel der  Algebra  bedient,  so  geschieht  dies  doch  nur  zu  dem 
Zwecke,  um  die  Formen  von  Grössenbeziehungen,  welche  ur- 
sprfinglich  der  geometrischen  ItonsFruktion  entnommen  wurden, 
umzubilden  und  dadurch  zu  Lehrsätzen  oder  zur  Lösung  von  Auf- 
gaben zu  gelangen.  Dieser  Art  von  Anwendung  der  Arithmetik 
auf  die  Baumlehre  gehört  die  sogenannte  rechnende  Geometrie 
und  die  gewöhnlich  als  besonderer  Teil  davon  getrennte  Trigo- 
nometrie an. 

Bei  jeder  solchen  Benutzung  der  Zahlenlehre  zu  geometrischen 
Untersuchungen  ist  die  Möglichkeit  vorausgesetzt,  dass  man  die 
Zahlen  ebenso,  wie  der  Raum  an  keiner  Stelle  unterbrochen  er- 
scheint, als  stetig  veränderlich  auffassen  kann.  -  Die  Erweiter- 
ungen, welche  die  Zahlenreihe  durch  die  Operationen  der  allge- 
meinen Zahlenlehre  erlangt,  geben  hierzu  die  Mittel  an  die  Hand. 
Während  nämlich  die  Weite  der  Sprünge,  welche  beim  Über- 
gange von  einer  Zahl  zu  ihrer  nächstfolgenden  oder  nächstvorher- 
gehenden  stattfinden  müssen,  durch  die  Einschiebung  der  gebro- 
chenen Zahlen  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  gewährt  die 
Einführung  der  Irrationalzahlen  die  Möglichkeit,  die  auch  hierbei 
noch  bleibenden  Lücken  auszufüllen;  mittels  der  negativen  Zahlen 
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wird  aber  die  anfänglich  vorhandene  einseitige  Begrenzung  auf- 
gehoben. Durch  diese  Erweiterungen  wird  die  Reihe  der  auf 
einander  folgenden  Zahlen  mit  einer  nach  beiden  Seiten  unbe- 
grenzten geraden  Linie  vergleichbar;  der  Übergang  von  einem 
Punkte  dieser  Geraden  zu  einem  andern  mit  Durchlaufung  aller 
möglichen  Zwischenpunkte  lässt  sich  durch  den  Übergang  von 
einer  Zahl  zu  einer  andern  darstellen. 

Diese  durch  die  stetige  Veränderlichkeit  der  Zahlen  erlangte 
'  Analogie  zwischen  den  Zahl-  und  Baumgrössen  ist  für  die  £nt- 
wickelung  der  geometrischen  Wissenschaft  von  der  grössten  Wich- 
tigkeit geworden.  Descartes  (1596 — 1650)  fand  hierin  die 
Mittel,  auch  Beziehungen  der  Lage  in  einer  arithmetischen  Form 
darzustellen  und  dadurch  der  Geometrie  eine  üntersuchungs- 
methode  zu  eröffnen,  welche  unabhängig  von  der  unmittelbaren 
Anschauung  der  zu  untersuchenden  Baumgebilde  bleibt. 

Dieser  Methode  liegt  die  Bemerkung  zu  Grunde,  dass^  wenn 
man  einer  von  zwei  Zahlen,  welche  durch  eine  Gleichung  an  ein- 
ander gebunden  sind,  der  Reihe  nach  alle  möglichen  Werte  an- 
nehmen lässt,  die  andere  Zahl  eine  von  der  jedesmaligen  Grösse 
der  ersten  abhängige  Folge  von  Werten  erlangt  Solchen  am 
Faden  einer  Gleichung  fortlaufenden  veränderlichen  Zahlen  legte 
Descartes  geometrische  Deutungen  unter  und  gewann  durch  dieses 
Hilfsmittel  aus  jeder  Gleichung  eine  stetige  Folge  von  Punkten 
der  Ebene,  deren  geometrischer  Ort  durch  ein  bestimmtes,  von  der 
besonderen  Natur  der  benutzten  Gleichung  abhängiges  Bewegungs- 
gesetz festgestellt  ist.  Die  Gleichung  ward  so  f&r  ihn  der  arith- 
metische  Ausdruck  der  Form  einer  Linie.  Hiermit  war  einer  heuen 
Wissenschaft,  der  analytischen  Geometrie,  die  Entstehung 
gegeben*,  durch  welche  die  Raumlehre  eine  völlige  Umgestaltung 
erlangt  hat.  Die  Lehre  von  den  Gleichungen  zwischen  veränder- 
lichen Zahlen  wird  in  ihr  zu  einer  unerschöpflichen  Bildungsquelle 
räumlicher  Gestalten;  zugleich  gewährt  sie  aber  auch  die  Mittel, 
durch  neue,  rein  algebraische  Untersuchungsmethoden  die  Eigen- 
schaften dieser  Gebilde  zu  entdecken. 


*  Die  Grundlagen  der  neuen  Wissenschaft  sind  in  einem  kleinen 
Werke  von  Descartes  enthalten,  welches  1637  unter  dem  einfachen 
Titel:  „Geometrie"  in  französischer  Sprache  erschien. 
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W&hrend  dieser  Zweig  der  Geometrie  durch  Descartes  auf 
Betrachtung  der  Linien  in  der  Ebene  beschränkt  blieb,  so  erlangte 
er  durch  die  Nachfolger  desselben  bald  eine  wesentliche  Erwei- 
terung, indem  er  sich  auch  des  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnten 
Baumes  bem&chtigte.  Parent  (1666 — 1716)  wendete  zuerst  drei 
verfinderliche  Zahlen  an,  um  eine  kmmme  Oberfläche  durch  eine 
Gleichung  auszudrücken;  namentlich  aber  erhielt  diese  erweiterte 
Anwendung  der  analytischen  Geometrie  ihre  vollständige  Entwickel- 
ung  durch  Clairaut  (1713 — 1766)  in  einem  Werke  über  die 
Linien  doppelter  Krümmung  und  die  krummen  Oberflächen.  Seit- 
dem hat  eine  grosse  Zahl  der  vorzüglichsten  Mathematiker  sich 
die  Fortbildung  der  neuen  Disciplin  zur  Aufgabe  gemacht. 

Ihrem  historischen  Entwickelungsgange  getreu  zerfällt  die  ana- 
lytische Geometrie,  in  Übereinstimmung  mit  der  Einteilung  der 
niederen  Geometrie  in  Planimetrie  und  Stereometrie,  in  zwei  Haupt- 
teile: die  analytische  Geometrie  der  Ebene  und  die  ana- 
lytische Geometrie  des  Baumes.  Die  erstere  benutzt  die 
Lehre  von  den  veränderlichen  Zahlen  zur  Untersuchung  der  Linien 
in  der  Ebene,  die  letztere  beschäftigt  sich  mit  den  Linien  im 
Räume  und  den  Flächen. 

Die  analytische  Geometrie  der  Ebene,  die  hier  zunächst  unsere 
Au%a]»e  bilden  soll,  hat  ihren  Ajisgang  zu  nehmen  von  den  Me- 
thoden, mittels  deren  die  Lage  eines  Punktes  der  Ebene  in  der 
Bezeichnungsweise  dieser  Wissenschaft  ausgedrückt  wird. 


Erstes  Kapitel. 
Die  Punkte  in  der  Ebene, 


§  1. 

Ponkfee  in  einer  Geraden.     Bechtwinkligea 

Koordinatensystem. 

In  einer  im  Punkte  Ä  einseitig  begrenzten  geraden  Linie  (einem 
Strahl)  ÄX  (Fig.  1)  wird  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  P  durch 
die  Strecke  AP,  d.  i.   durch  seinen  Abstand  vom  Anfangspunkte 

vollständig  bestimmt     Die  Beschrän- 
kung, hierbei  die  Linie  in  Ä  begrenzt 
C ,      ,  i    ,        jy       anzunehmen,  scheint  deshalb  notwen- 
dig,  weil  ausserdem  derselbe  Abstand 
zweien   zu    beiden   Seiten    von   Ä  gelegenen   Punkten  zukommen 
würde.     Wir  gelangen  jedoch  dahin,  diese  vorläufige  Einschrän- 
kung zu  beseitigen,   wenn   wir  einen  neuen  Punkt  Ä^  zum  Aus- 
gangspunkt für  die  Messung  der  Abstände  wählen  und  den  Be- 
Ziehungen,   durch   welche  die  frühere  und  jetzige  Entfernung  des 
Punktes  P  vom  Anfange  der  Messung  an  einander  geknüpft  sind, 
allgemeine    Geltung   zuschreiben.      Setzen    wir    nämlich    ÄP^  Xy 
Aj^P'^  Xi  und  ÄÄ^  >-*  a,  so  folgt: 

1)  x^  Xi  +  a 
und 

2)  a^i  »=-  X  —  a. 

Die  letztere  und  somit  auch  die  erste  Qleiohung  findet  aber 
für  jede  beliebige  Lage  des  Punktes  P  Anwendung,  wenn  man  für 
solche  Punkte;  bei  denen  x  <Ca  ist,  den  Wert  von  x^  negativ  in 
Bechnung  bringt.  Haben  daher  z.  B.  P  und  P'  gleiche  Abstände 
von  Ä^^  so  kommen  den  von  Ä^  aus  nach  entgegengesetzter  Rich- 
tung verlaufenden  Strecken  Ä^P  und  Ä^P'  gleiche,  aber  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  versehene  Zahlwerte  zu. 
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Sowie  wir  in  der  obigen  Figur  von  einem  links  gelegenen 
Pnnirte  A  der  Linie  ÄX  ausgingen,  konnten  wir  uns  auch  dieselbe 
Gerade  anf&nglich  nach  rechts  begrenzt  vorstellen  und  ganz  wie 
yorher  von  ihrem  Endpunkte  nach  Ä^  übergehen.  Wir  gelangen 
hierdurch  ohne  Schwierigkeit  zu  ganz  entsprechenden  Beziehungen, 
gewinnen  aber  zugleich  die  Überzeugung,  dass  es  lediglich  Sache 
eines  vorläufigen  Übereinkommens  ist,  auf  welcher  Seite  vom  be- 
liebig gewählten  Anfangspunkte  aus  die  Entfernungen  aller  übrigen 
Pimkte  derselben  Geraden  als  positiv  oder  negativ  in  Rechnung 
zu  ziehen  sind. 

Werden  die  in  1)  und  2)  gewonnenen  Gleichungen  in  der  Form 

a;  —  rCj  -f  (+  a)    und    iCj  =■  a;  +  (—  «) 

geschrieben,  so  erhalten  beide  eine  gemeinschaftliche  Schreibweise 
und  zeigen,  wie  man  von  den  Entfernungen,  welche  einem  anfäng- 
lich gewählten  Anfangspunkte  zugehören,  zu  den  auf  einen  neuen 
Anfang  bezogenen  übergeht.  Beachtet  man  hierbei,  dass  in  Über- 
einstimmung mit  dem  Vorigen  zu  entgegengesetzten  Verschiebun- 
gen des  Anfangspunktes  entgegengesetzte  Vorzeichen  gehören,  so 
kann  die  Formel  1)  als  Inbegriff  beider  Gleichungen  angesehen 
werden. 

Wir  gelangen  nach  diesen  Vorbetrachtungen  zu  der  Bestimmung 
der  Lage  eines  an  beliebiger  Stelle  in  einer  gegebenen  Ebene  ge- 
legenen Punktes,  wenn  wir  zunächst  eine  gerade  Linie  als  seinen 
geometrischen  Ort  fixieren  und  in  dieser  seinen  Abstand  von  einem 
festen  Anfangspunkte  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  seien  X'X 
und  Y'r  (Fig.  2)  zwei  dter  Lage 
nach  gegebene,  auf  einander  senk- 
rechte und  im  Punkte  0  sich  schnei- 
dende Gerade  derjenigen  Ebene, 
in  welcher  die  Lage  eines  Punk- 
tes P|  bestimmt  werden  soll.  Zieht 
man  von  P^  die  Gerade  P^  N  senk- , 
recht  auf  Y'Y,  also  parallel  mit 
X'Xj  80  wird  durch  die  Strecke 
NP^  —>  OM  der  Abstand  der  zu 

TY  parallelen  Geraden,  in  welcher  P^  gelegen  ist,  von  der 
Linie  Y^Y  gemessen.    Wählt  man  hierauf  in  P^P^^  den  Punkt  M 
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'  als  Ausgang  für  die  Messung  der  Entfernung  aller  übrigen  Punkte, 
so  ist  in  dieser  Greraden  durch  die  Strecke  MP^  —  ON  die  Lage 
von  Pj  YoUst&ndig  bestimmt.  Dasselbe  Resultat,  nSmlich  die  Ab- 
hftngigkeit  der  Lage  des  Punktes  P^  von  den  Entfernungen  NF^ 
und  üfPi,  wird  gewonnen,  wenn  wir  anfänglich  durch  MF^  die 
Lage  der  Geraden  P3P1  fixieren  und  in  ihr  N  als  Anfangspunkt  der 
Strecke  NF^  wählen. 

Fassen  wir  das  Vorhergehende  zusammen,  so  kommt  es  im 
wesentlichen  darauf  hinaus,  die  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene 
durch  seine  senkrechten  Abst&nde  von  zwei  in  dieser  Ebene  ge- 
legenen, auf  einander  senkrechten  G^eraden  zu  bestimmen.  Durch 
diese  beiden  festen  Linien,  auf  welche  die  Lage  aller  anderen 
Punkte  der  Ebene  bezogen  werden  soll ,  wird  dieselbe  in  vier  Felder, 
die  Winkelrftume  XOY,  YOX\  X'OY^  und  Y'OX  zerlegt  Imo- 
fern  nun  jedesmal  ein  Punkt  in  jedem  dieser  Felder  dieselben  Ent- 
fernungen von  X'X  und  Y'Y  besitzt,  geht  die  bei  Punkten  in 
einer  Geraden  bereits  vorhandene  Unbestimmtheit  in  eine  Vier- 
deutigkeit  ttber,  der  wir  uns  jedoch,  wie  dort,  entziehen,  wenn  wir 
die  entgegengesetzte  Richtung  der  Abstände  durch  einen  Wechsel 
des  Vorzeichens  ausdrücken.  Da  es  hierbei  nur  Sache  eines  vor- 
gängigen  Übereinkommens  ist,  wohin  man  die  positiven  und  wohin 
die  negativen  Strecken  zu  verlegen  hat,  so  soll  ein  ftir  allemal 
die  Bestimmung  getroffen  werden,  dass,  wo  nichts  anderes  beson- 
ders festgesetzt  wird,  die  Abstände  nach  der  rechten  Seite  von 
Y'Y  aus  und  nach  oben  von  X'X  als  positive,  die  entgegengesetzt 
gelegenen  dag^en  negativ  in  Rechnung  gebracht  werden.  Haben 
daher  z.  B.  in  Fig.  2  die  Punkte  Pj,  P^,  P^,  P4  die  der  Gr^se 
nach  gleichen  Abstände  NF^  -  NF^  «  JV^'P,  «  N'F^  -  a  und  Jtf P, 
»  Jlf'Pj  »IfPg  — itfP^-»  6,  so  ist  nach  unserem  Übereinkommen 
die  Entfernung  des  Punktes 

Pj  von  der  Geraden  r'r=  +  a,  von  der  Geraden  X'X-=»  -f  fe, 

■*S       V         )i  »»  »»""""  ^1       1»         »1  tj  »1      ^  t>, 

-^4       "         >»  »?  n      ■"     I    ^»       11         >i  y)  »      ^  ^f 

Die  beiden  Linien  X'X  und  Y'Y,  von  denen  die  Lage  aller 
Punkte  der  Ebene  abhängig  gemacht  ist,  haben  die  Namen  Koor- 
dinatenachsen erhalten  und  bilden  zusammengenommen  ein  recht- 
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winkliges  Koordinatensystem.  Ihr  Durchschnittspunkt  0  ftlhrt 
die  Benennung  Anfangspunkt  oder  Ursprung  der  Koordinaten, 
oder  auch  Nullpunkt  des  Koordinatensystems;  die  Strecken  MF 
and  NF  werden  die  Koordinaten  des  Punktes  F  genannt.  Um 
die  beiden  Koordinaten,  sowie  die  zugehörigen  Achsen  auseinander, 
zu  halten,  werden  wir  die  mit  der  Achse  X^X  parallele  Koor- 
dinate mit  X,  die  zu  F'F  parallele  mit  y  bezeichnen  und  sie  ent- 
sprechend ihrer  Bezeichnung  die  x-  und  die  ^-Koordinate  nennen; 
Yon  den  Achsen  selbst  soll  X^X  mit  dem  Namen  o;- Achse  oder 
Achse  der  x^  Y'Y  mit  dem  Namen  ^- Achse  oder  Achse  der  y 
belegt  werden.  Nach  dem  obigen  ist  daher  fUr  den  Punkt  F^  die 
X- Koordinate  x  ^  +  a  und  die  j^- Koordinate  y  «  +  ^i  für  P^  aber 
a:  —  —  a,  y  —  +  6  u.  s.  f. 

Insofern  in  Fig.  2  NF^ »  OM  ist,  muss  es  auch  ausreichen, 
zur  Bestimmung  der  Lage  von  F^  nur  die  ^-Koordinate  MF^  zu 
konstruieren  und  die  auf  der  o;- Achse  abgeschnittene  Strecke  OM 
als  die  zugehörige  x- Koordinate  zu  betrachten.  Bei  dieser  zur  Ab- 
kürzung des  Verfahrens  gebräuchlichen  Konstruktion  führt  die  auf 
der  X-Achse  abgeschnittene  Koordinate  den  Namen  Abscisse,  das 
entsprechende  y  den  Namen  Ordinate  des  Punktes  P^.  Beide  Be- 
nennungen lassen  sich  dann  auch  auf  die  Achsen  übertragen,  so 
dass  die  x-Achse  den  Namen  Abscissen-  und  die  ^-Achse  den 
Namen  Ordinatenachse  erhalt  Mit  demselben  Rechte  kann  aller- 
dings auch  die  o:- Koordinate  NF^  direkt  als  Ordinate  konstruiert 
Tind  das  zugehörige  y  als  Abscisse  ON  auf  der  ^- Achse  abge- 
schnitten werden;  man  entgeht  jedoch  dieser  Unbestimmtheit,  wenn 
man  im  letzteren  Falle  auch  die  Bezeichnung  der  Achsen  yer- 
wechselt  i 

Die  zuletzt  mitgeteilten  abgekürzten  Konstruktionen  gewinnen 
hesonders  dann  eine  nutzbare  Anwendung,  wenn  in  einer  gegebenen 
Bildebene  ein  bestimmter  Punkt  mittels  seiner  Koordinaten  aufge- 
tragen werden  soll  Aus  dem  Früheren  erhellt,  dass  diese  Auf- 
gabe nur  eine  Lösung  haben  kann,  wenn  das  Koordinatensystem 
imd  die  zur  Abmessung  der  geradlinigen  Strecken  dienende  Längen- 
einheit fixiert  ist. 

Wird  zur  Darstellung  eines  Punktes  nur  eine  seiner  beiden 
Koordinaten  gegeben,  so  genügt  der  gestellten  Aufgabe  jeder  Punkt 
derjenigen  Geraden,   welche  in   einem  der  gegebenen   Koordinate 
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gleichen  Abstände  parallel  zur  anderen  Achse  gelegt  werden  kann.* 
Die  Oleichung 

3)  ic  —  a 

omfasst  also  die  Lagen  aller  Punkte  einer  in  der  Entfernung  a  zur 
3^ -Achse  gezogenen  Parallelen,  während  die  Gleichung 

4)  y-^h 

einer  Parallelen  zur  x- Achse  angehört.  In  gleicher  Weise  be- 
ziehen sich  die  Formeln 

5)  X  =  0    und    ^  —  0 

auf  alle  in  den  beiden  Koordinatenachsen  gelegenen  Punkte,  und 
zwar  die  erstere  auf  die  y-y  die  letztere  auf  die  o;- Achse.  Durch 
das  Zusammentreffen  der  beiden  letzten  Gleichungen  wird  der  Eo- 
ordinatenanfang  bestimmt. 

Die  Gleichungen  3)  bis  5)  stellen  einen  ersten  Fall  dar,  in 
welchem  durch  eine  Gleichung  der  Lauf  einer  Linie  bestimmt  ist. 
Eine  Gleichung,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt,  führt  den  Namen: 
Gleichung  der  Linie.  In  Nr.  3)  ist  daher  die  Gleichung  einer 
Parallelen  zur  y- Achse,  in  4)  die  einer  Parallelen  zur  o;- Achse 
enthalten;  Nr.  5)  umfasst  die  Gleichungen  der  beiden  Koordinaten- 
achsen. —  Da  zur  Bestinunung  eines  Punktes  zwei  Gleichungen  der 
unter  Nr.  3)  und  4)  enthaltenen  Formeii  notwendig  sind,  so  zeigt 
sich,  dass  die  angewendete  Bestimmungsmethode  im  wesentlichen 
darin  besteht,  jeden  Punkt  in  der  Ebene  des  Koordinatensystems 
als  Durchschnittspunkt  zweier  geraden  Linien  zu  fixieren. 

§2. 
Sohiefwinkliges  Koordinatensystem.     Polarkoordinaten. 

Dieselben  Beziehungen,  welche  im  vorigen  Paragraphen  ftlr 
die  Lage  eines  Punktes  gegen  ein  rechtwinkliges  KoordinaiensTstem 
aufgestellt  wurden,  finden  auch  für  zwei  einen  beliebigen  schiefen 
Winkel  einschliessende  Koordinatenachsen  Anwendung,  wenn  man 
nur  die  Koordinaten  des  Punktes  nicht  mehr  in  senkrechter  Rich- 
tung, sondern  in  einer  zu  den  Achsen  parallelen  Lage  misst.  Fig.  2 


*  Durch  die  nötige  Bücksicht  auf  die  Vorzeichen  der  Koordinaten 
werden  hierbei  die  beiden  in  gleichem  Abstände  von  einer  Geraden  ge- 
legenen Parallelen  unterschieden. 


Flg.  8. 

y 
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geht  hierbei  in  Fig.  3  über,  an  welcher  alle  aaf  die  erstere  Figur 
bezüglichen  Betrachtungen  wiederholt  werden  kOnnen.  —  Der  von 
den  positiven  Achsenseiten  ein- 
geschlossene zwischen  Ound  180® 
gelegene  Winkel  XO  Fführt  hier 
den  Namen  Eoordinatenwin- 
kel)  das  System  selbst  heisst 
ein   schiefwinkliges   Koordi- 
natensystem.   Alle  übrigen  Be- 
nennungen werden  vom  recht- 
winkligen   System    übertragen. 
Die  rechtwinkligen  und  schiefwinkligen  Koordinaten  lassen  sich  in  1  <— -^<lijl!      \ 
dem  Namen  Parallelkoordinaten  zusammenfassen.  1  ^^^^.^ 

Die  Anwendung  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  ftlhrt 
grossenteils  zu  einfacheren  Bechnungen,  als  die  Wahl  eines  schief- 
winkligen, doch  giebt  es  auch  Fälle,  bei  denen  durch  letztere» 
eine  Vereinfachung  erlangt  wird.  Vorlftufig  beschränken  wir  uns 
anf  eine  Untersuchung,  welche  unabhängig  vom  Koordinatenwinkel 
fOr  beide  Arten  von  Parallelkoordinaten  Qeltung  hat. 

Wird  die  k- Achse  eines  Parallelkoordinatensystems  parallel  zu 
sich  selbst  um  eine  auf  der  x- Achse  gemessene  Strecke  a  ver- 
schoben, so  verkleinern  sich  hierdurch  die  Abscissen  um  diese 
Grösse  a,  wenn  die  Verschiebung  nach  der  Seite  der  positiven  x 
vor  sich  geht;  sie  nehmen  dagegen  um  dieselbe  Strecke  zu,  sobald 
die  Verschiebung  im  entgegengesetzten  Sinne  stattfindet.  Bezeich- 
nen wir  mit  x  die  auf  die  anflüigliche  t^-Achse  bezogene  Abscisse 
eines  beliebigen  Punktes,  dagegen  mit  x^  die  entsprechende  Ent- 
fernung desselben  Punktes  von  der  neuen  Achse,  so  lassen  sich 
beide  Fälle  in  der  Formel 

1)  a;  =«  aTj  -f  a 

zusammenfassen,  wenn  nur  ein  nach  der  Seite  der  negativen  x  lie- 
gendes a  auch  als  negative  Abscisse  in  Rechnung  gezogen  wird 
Die  Analogie  mit  der  im  §  1  besprochenen  Verschiebung  des  An* 
£uigspunkte8  für-  Messung  der  Abstände  von  Punkten  in  einer  Ge- 
raden enthält  hierfür  den  Beweis.  —  Wird  ferner  die  jc- Achse  um 
eine  auf  der  y- Achse  gemessene  Strecke  (  parallel  zu  sich  selbst 
verschoben  und  bezeichnet  man  dabei  mit  y  nnd  y^  die  Ursprung- 
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liehen  und  neuen  Ordinaten  eines  Punktes  der  Koordinatenebene, 
so  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise,  wie  vorhin,  das  Resultat: 

2)  y-y^  +  h. 

Insofern  a  und  b  die  nach  der  Richtung  der  x  und  y  ge- 
messenen Verschiebungen  beider  Achsen  bezeichnen,  stellen  sie  zu- 
gleich die  Verschiebungen  des  den  Achsen  gemeinschaftlichen  Punktes 
dar,  oder  bilden  mit  anderen  Worten  die  Koordinaten  des  neuen 
Anfangspunktes.  Bestätigt  wird  dieses  Resultat,  wenn  man  in  l) 
und  2)  nach  Anleitung  von  5)  in  §  1  für  den  neuen  Koordinaten- 
anfiEUig  Xi'^0  und  s/^  —  0  setzt.  Der  Inhalt  der  Formeln  l)  und 
2)  Iftsst  sich  hiemach  zu  der  Regel  zusammenfassen,  dass  bei  pa- 
ralleler Achsenverschiebung  jede  der  beiden  ursprünglichen  Koor- 
dinaten eines  Punktes  ausgedrückt  wird  durch  die  algebraische 
Summe  aus  der  entsprechenden  neuen  Koordinate  desselben  Punktes  f 
und  der  des  neuen  Anfanges. 

Zu  einer  von  dem  Vorigen  wesentlich  verschiedenen  Methode, 
die  Lage  eines  Punktes  in  einer  Ebene  zu  bestimmen,  gelangt  man 
durch  Vertauschung  der  parallel  mit  sich  selbst  verschiebbaren 
Linie,  welche  bei  Anwendung  der  Parallelkoordinaten  alle  Punkte 
der  Ebene  in  sich  aufnehmen  muss,  mit  einer  um  einen  festen 
Punkt  drehbaren  Geraden.  Dies  geschieht  in  den  sogenannten 
Polarko ordinaten,  welche  die  Lage  eines  jeden  Punktes  der 
Koordinatenebene  durch  seinen  Abstand  von  einem  festen  Punkte 
—  dem  Pol  —  und  den  Winkel  ausdrücken,  den  seine  gerad- 
linige Entfernung  vom  Pole  mit  einer  festen  durch  den  Pol  ge- 
legen Achse  (einem  vom  Pol  ausgehenden  Strahl)  einschliesst. 
Stellt  nftmlioh  OX  in  Fig.  4  die  Achse  des  Polarkoordinatensjstems 

dar,  die  wir  uns  im  Pole  0   be- 
^'  ^  grenzt,  nach  X  zu  aber  unbegrenzt 

vorzustellen  haben,  so  wird  die  Lage 
des  Punktes  P  durch  den  Abstand 
OP  —  seinen  sogenannten  Radius- 
vektor oder  Leitstrahl  —  be- 
'^^  stimmt^  wenn  ausserdem  der  Winkel 

XOP  gegeben  ist^  den  dieser  Radiusvektor  mit  der  Achse  bildet, 
nebst  der  Drehrichtung,  in  welcher  dieser  Winkel  gemessen  werden 
soll.     Wir  wollen  den  Leitstrahl  OP  mit  r  und  den  Winkel  XOP, 
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welcher  die  Anomalie,  die  Amplitude  oder  auch  der  Polar- 
winkel genannt  wird,  mit  tp  bezeichnen;  r  und  g>  bilden  dann 
die  Polarkoordinaten  des  Punktes  P. 

L&sst  man  den  Winkel  g>  immer  in  derselben  Drehrichtung 
Ton  OX  aus  von  0  bis  360^  wachsen,  so  geht  der  bewegliche 
Radiusvektor,  der  hierbei  von  0  nach  P  hin  unbegrenzt  angenommen 
werden  muss,  durch  alle  Punkte  der  Ebene  hindurch,  ohne  dass 
er  rückwärts  über  0  hinaus  verlängert  zu  werden  braucht.  Haben 
also  z.  B.  die  in  eine  Gerade  zusammenfallenden  Strecken  OP  und 
OP^  dieselbe  Grösse,  so  kommen  den  Punkten  P  und  P'  gleiche 
Werte  von  r  zu,  während  die  Anomalie  des  letzteren  Punktes  um 
180^  grösser  ist,  als  die  des  Punktes  P.  Solange  es  daher  nur 
gilt,  die  Lage  aller  Punkte  der  Ebene  durch  Polarkoordinaten  zu 
fixieren,  können  negative  Leitstrahlen  ebensowohl  ausgeschlossen 
werden,  als  Polarwinkel  ausserhalb  der  Grenzen  0  bis  360^.  Sollen 
dagegen  alle  möglichen  Werte  von  r  und  ip,  wie  sie  sich  z.  B.  als 
Wurzeln  einer  Gleichung  ergeben  können,  geometrisch  gedeutet 
werden,  so  ist  es  auch  nötig,  negative  Werte  von  r  und  q>^  so- 
wie Winkel  zuzulassen,  welche  eine  volle  Umdrehung  überschreiten. 
Negative  Leitstrahlen  sind  hierbei  in  Übereinstimmung  mit  den 
bei  den  Parallelkoordinaten  getroffenen  Bestimmungen  als  entgegen- 
gesetzt gerichtete  Strecken  zu  deuten;  negative  Polar winkel  ent- 
sprechen in  analoger  Weise  einer  entgegengesetzten  Drehrichtung; 
Winkelwerte  endlich,  welche  über  eine  Umdrehung  hinausgehen, 
werden  durch  die  Bemerkung  erledigt,  dass,  wenn  man  einen 
Winkelschenkel  festhält  und  dem  andern  eine  volle  Umdrehung, 
sei  es  nach  der  einen  oder  andern  Seite,  giebt,  dadurch  immer  die 
ursprfingliche  Schenkellage  wieder  hergestellt  wird. 

Zwischen  den  Polar-  und  den  rechtwinkligen  Koordinaten  eines 
Punktes  finden  sehr  einfache  Beziehungen  statt,  wenn  man  den  Pol 
mit  dem  Eoordinatenanfange  des  rechtwinkligen  Systems  und  die 
Achse  der  Polarkoordinaten  mit  der  positiven  Seite  der  o;- Achse 
zusammenfallen  lässt,  wobei  die  Grösse  des  Winkels  g>  in  der  Dreh- 
richtung von  OX  aus  nach  der  Seite  der  positiven  y  hin  wachsen 
soll.  Aus  Fig.  4,  worin  unter  den  gegebenen  Bedingungen  OM 
md  MP  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Punktes  P  darstellen, 
drgiebt  sich  dann  unmittelbar: 
3)  X  ^^  r  costp,         y  ^  r  simp. 
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Die  allgemeine  Oiltigkeit  dieser  beiden  Belationen  zeigt  sich, 
sobald  man  in  Fig.  2  die  Leitstrahlen  der  yier  Punkte  P|,  P,,  P,, 
P4  konstruiert,  wobei,  wenn  der  Polarwinkel  von  P^  mit  a  bezeichnet 
wird,  die  Polarwinkel  der  drei  übrigen  Punkte  die  Werte  180^  — o, 
180^  +  a  und  360®  — -  a  erhalten.  Beschränkt  man  sich  zunftchst 
auf  positive  r  und  Werte  von  ip  zwischen  den  Grenzen  0  und  360^, 
so  bleiben  hierbei  r  und  die  absoluten  Werte  von  x  und  y  unge- 
ttndert,  während  die  früher  angegebenen  verschiedenen  Vorzeichen 
der  rechtwinkligen  Koordinaten  der  vier  mit  P  bezeichneten  Punkte 
aus  den  Vorzeichen  der  Sinus  und  Cosinus  ebenfalls  richtig  hervor- 
gehen; es  bleibt  also  auch  die  Richtigkeit  der  obigen  Formeln 
bestehen.  Werden  nun  negative  Werte  von  r  aufgenommen,  so 
führen  die  Koordinatenbezeichnungen  —  r  und  ip ,  sowie  +  *"  und 
180®  +  9>  zu  derselben  Lage  eines  Punktes;  die  Vertauschung 
dieser  beiderseitigen  Werte  ist  aber  ohne  Einfluss  auf  die  Richtig- 
keit der  Gleichungen  3),  weil  dabei  beide  Faktoren  der  rechten 
Teile  derselben  gleichzeitig  ihre  Vorzeichen  ändern.  Was  endlich 
negative  Werte  des  Winkels  tp  betrifft,  sowie  solche  Werte,  welche 
360®  überschreiten,  so  lassen  sich  dieselben  durch  Hinzu-  und  Hin- 
wegnehmen  einer  ganzen  Anzahl  von  Umdrehungen  immer  auf 
Winkel  zurückfahren,  welche  zwischen  den  Grenzen  0  und  360® 
enthalten  sind.  Dabei  bleibt  aber  die  Schenkellage  und  hiermit 
auch  die  Grösse  der  trigonometrischen  Funktionen  ungeändert;  die 
Formeln  3)  bleiben  also  zu  Recht  bestehen. 

So  wie  diese  Gleichungen  dazu  dienen,  um  von  den  gegebenen 
Polarkoordinaten  eines  Punktes  zu  seinen  rechtwinkligen  überzu- 
gehen, so  erhält  man  Formeln  zur  Lösung  der  entgegengesetzten 
Aufgabe,  wenn  man  die  ersteren  auf  r  und  q>  reduciert.  Werden 
nämlich  beide  Gleichungen  quadriert  und  addiert,  so  entsteht: 

4)  r««x»  +  y«,    also    r  -}/««  +  y*, 
während  man  durch  Division  zu  der  Gleichung 

5)  ta/nw  *=  — 
^  X 

gelangt.  Die  Unbestimmtheit,  welche  die  Formeln  4)  und  6)  so* 
wohl  durch  das  doppelte  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  als  durch 
die  Vieldeutigkeit  eines  durch  seine  Tangente  gegebenen  Winkels 
herbeiführen,  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  wird  aber  dadurch  be- 
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seitigt,  dass  durch  die  besonderen  Vorzeichen  von  x  und  y  im  voraus 
der  Quadrant  gegeben  ist,  in  welchem  der  durch  r  und  <p  zu  be- 
stimmende Punkt  gelegen  sein  muss.  ^ 

Etwas   komplicierter  gestalten  sich  die  y 

Beziehungen  zwischen  den  schiefwinkligen 
und  Polarkoordinaten  eines  Punktes,  wobei 
wieder  beide  Systeme  den  oben  aufgestellten 
Bedingungen  unterworfen  werden  sollen.  Wir 
halten  uns  hierbei  an  Fig.  5,  wo  OM  —  x 
und  MP^y  die  schiefwinkligen  Koordinaten  des  Punktes  P,  OP'^  r 
rmiLMOP'^tp  seine  Polarkoordinaten  darstellen«  Der  Koordi- 
natenwinkel  XOY  soll  mit  m  bezeichnet  werden.  Nimmt  man 
ein  rechtwinkliges  System  mit  demselben  Anfimgspunkte  und  der- 
selben a;-Ach8e  zu  Hilfe,  in  welchem  OQ  und  QP  die  Koordi- 
naten des  Punktes  P  darstellen,  so  haben  nach  den  Gleichungen  3) 
diese  Koordinaten  für  jede  Lage  des  Punktes  P  die  Werte  r  cos  «p 
und  rsmq>.  Wird  femer  der  Koordinatenanfang  in  diesem  Hilfs- 
system nach  M  verschoben,  so  erlangen  die  neuen  rechtwinkligen 
Koordinaten  des  Punktes  P,  nämlich  MQ  und  QP,  in  gleicher 
Weise  die  Werte  ycosm  und  ysina.  Da  nun  bei  dieser  Ver- 
schiebung der  neue  Koordinatenanfangspunkt  im  ursprünglichen 
System  die  Koordinaten  x  und  0  besitzt,  so  folgt  aus  den  Gleich- 
ungen 1)  nud  2)  dieses  Paragraphen: 

6)  rcos(p^yco8m  +  x,     r  sinq>  ^  y  sina.* 
Wird  hierin  auf  x  und  y  reduciert,  so  folgt: 

-V  r8in(m  —  w)  rsinw 

7)  x^ > --\       y-^ . 

Werden  ferner  die    beiden  Gleichungen  6)  quadriert  und  addiert, 
so  erhält  man: 


*  Da  die  linken  Seiten  beider  Gleichungen  die  Projektionen  von 
^  auf  die  JC -Achse  und  eine  rechtwinklig  hierzu  durch  0  gelegte  y -Achse 
darstellen,  so  müssen  sie  auch  die  Projektionen  der  aus  x  und  y  zusammen- 
gesetzten gebrochenen  Linie  OMP  ausdrücken,  welche  mit  r  im  An&ngs- 
und  Endpunkte  übereinstimmt.  Beide  Gleichungen  enthalten  hiemach 
den  bekannten  Satz,  dass  die  Projektion  einer  gebrochenen  Linie  der 
slgebraiflchen  Summe  der  Projektionen  der  diese  Linie  zusammen- 
setzenden Strecken  gleich  ist. 
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8)  r^  ^  x^  +  y^  +  2xy  cos  w , 

während  man  durch  Division  derselben  beiden  Gleichungen  zu  dem 
Resultate 


9)  tan  (p  = 


^^fto> 


gelangt.  —  Die  allgemeine  Giltigkeit  dieser  Gleichungen  folgt 
daraus  y  dass  die  dabei  zu  Grunde  gelegten  Formeln  für  jede  Lage 
des  Punktes  P  Geltung  haben. 

§3. 

Aufgaben. 

Durch  die  bis  jetzt  gewonnenen  Koordinatenbegriffe  nebst  ihren 
gegenseitigen  Beziehungen  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  mehr- 
fache Aufgaben  zu  lösen.     Folgende  mögen  hier  Platz  finden. 

I.  Durch  die  gegebenen  Koordinaten  zweier  Punkte 
P  und  Pj  ihre  Entfernung  P^P  auszudrücken. 

A,  Bei  Anwendung  rechtwinkliger  Koordinaten  (Fig.  6). 

Es  seien  x  und  y  die  rechtwinkligen 
««•  «■  Koordinaten  OM  und  MP  des  Punktes  P 

^^<1  ^if  Vi  ^^^  entsprechenden  Grössen  fttr 

P  Pj;  femer  werde  die  Entfernung  P^P  mit 

e  bezeichnet. 


/ 

/ 


W 

1  /j  ^  Wir  verschieben  die  gegebenen  Koordi 

natenachsen  OX  und  OY  parallel  zu  sich 


^  }f^    M  ^      selbst  in  die  Lage  von  P^S,  und  Pj-ff,  so 

dass  P|  zum  neuen  Koordinatenanfange  mrd, 
und  bezeichnen  mit  £  und  t;  die  auf  dieses  neue  System  bezogenen 
Koordinaten  des  Punktes  P.     Dann  ist  nach  Formel  4)  im  §  2 

Zugleich  entsteht  aus  1)  und  2)  desselben  Paragraphen 

jr  «  I  +  a^i     und    y  —  i?  +  J^i , 
also  auch: 

i^x  —  x^    und    n^y  —  Vi' 

Die  Verbindung  dieser  Formeln  giebt: 

1)  e«  =  (a;  _  o;,)»  +  (y  _  yj» 

oder 

e-y(a!-x,)»  +  (y-yO*. 
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Die  allgemeine  Geltuug  der  zu  Grunde  gelegten  Formeln 
Iftsst  dieses  Resultat  als  unabhängig  von  der  besonderen  Lage  der 
Punkte  P  and  P^  erscheinen. 

B.  Ist  das  Koordinatensystem  ein  schiefwinkliges  mit  dem 
Koordinaten  Winkel  co,  so  führt  das  im  Vorigen  angewendete  Ver- 
fahren bei  Benutzung  der  Gleichung  8)  in  §  2  zu  dem  Besultate: 

2)  c«  =  Co:  —  x^y  +  (y  —  yiY  +  2(x  —  Xi)  (y  —  yj  cos  m . 

C,  Sind  endlich  P  und  P^  durch  ihre  Polarkoordinaten  r,  fp 
und  fj,  q>i  bestimmt,  so  dass  z.  B.  OP^^  r  und  LMOP^»  9,  so 
Iftsst  sich  die  in  dieseu  Werten  ausgedrückte  Entfernung  leicht 
aus  der  Gleichung  l)  ableiten.  Werden  nftmlich  die  hierin  ent- 
haltenen Klammem  aufgelöst,  so  ergiebt  sich  durch  Substitution 
der  in  den  Formeln  3)  und  4)  des  vorigen  Paragraphen  enthal- 
tenen Werte  mit  Hilfe  der  goniometrischen  Relation 

cos  (jp  —  g>i)  =  cos  ff  .  cos  q>i  +  sin  q> .  sin  tp^ 
das  Resultat: 

3)  6?^  =  r*  +  fj-  —  2rrj^cos(g>  —  q>i). 

Da  dasselbe  unmittelbar  dem  Dreiecke  POP^  entnommen 
werden  kann,  so  lässt  sich  der  im  Vorigen  enthaltene  Gedanken- 
gang auch  umkehren.  Setzt  man  nämlich  den  der  Figur  entnom- 
menen Wert  von  e^  in  Nr.  3)  dem  unter  1)  aufgestellten  gleich, 
80  erhält  man  nach  Auflösung  der  Klammern  und  Streichung  der 
nach  der  Formel  4)  in  §  2  gleichen  Werte  zunächst: 

2rri  cos{tp  —  <p^  «  2xx^  -f  2yy^, 

Mit  Benutzung  der  Gleichungen  3)  des  vorigen  Paragraphen 
gelangt  man  hieraus  zu  der  goniometrischen  Formel  für  den  Co- 
sinus  der  Winkeldifferenz  zurück. 

II.  Aus  den  Koordinaten  der  Punkte  P  und  P^  den 
Flächeninhalt  des  zwischen  diesen  beiden  Punkten  und 
dem  Koordinatenanfange  enthaltenen  Dreiecks  zu  be- 
rechnen (Fig.  6). 

Behalten  wir  alle  früheren  Bezeichnungen  bei  und  setzen  ausser- 
dem die  Fläche  des  zu  berechnenden  Dreiecks  «>  ^,  so  giebt  bei 
Anwendung  von  Polarkoordinaten  die  Figur  für  die  doppelte  Fläche 
den  Ausdruck 

4)  2  J  —  rr^  sm  {q>  —  g>j) , 
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unter  der  VorauBsetznng,  dass  q>>  (Pi  und  dabei  die  Differenz  der 
beiden  Anomalien  kleiner  als  180^  ist.  Überschreitet  die  Differenz 
den  letzteren  Wert,  so  ist  die  kleinere  Anomalie  in  den  Minuenden 
zu  setzen,  wenn  man  ein  negatives  Resultat  vermeiden  will,  welches 
tlbrigens  seinem  absoluten  Werte  nach  den  gesuchten  Flftchen- 
inhalt  ebenfalls  richtig  darstellen  würde.  Die  Vergleichung  der  beiden 
im  Vorigen  erwähnten  Falle  führt  zu  dem  Resultate,  dass  die 
Gleichung  4)  allgemein  die  Dreiecksfl&che  darstellt,  sobald  man  mit 
P  demjenigen  der  beiden  Punkte  bezeichnet,  welcher  bei  Umgehung 
des  Dreiecksumfanges  in  der  für  die  Messung  des  Winkels  tp  fest- 
gestellten Drehrichtung  dem  Koordinatenanfang  0  vorhergeht. 

Wollen  wir  jetzt  zu  rechtwinkligen  Koordinaten  übergehen, 
so  ist  8in((p  —  q>i)  zu  entwickeln,  worauf  die  Formeln  3)  des 
vorigen  Paragraphen  benutzt  werden  können.     Wir  erhalten: 

2  J  ^  r  sin  g> .  r^  cos  (pj^  —  r  cos  (p ,  r^  stfKp^ 
und  hieraus: 

5)  2^  =  yxi  — aj^j. 

Fig.  6  führt  unmittelbar  zu  demselben  Resultate,  wenn  man 
das  Dreieck  POP^  als  Differenz  des  rechtwinkligen  Dreiecks  OMP 
und  des  Vierecks  OMPP^  auffasst  und  letzteres  wieder  in  das  recht- 
winklige Dreieck  OM^P^  und  das  Trapez  M^MPP^  zerlegt.    Dann  ist 

.2J  —  xy  —  Xj^Pi  —  (y  +  y^)  {x  —  x^) 

und  die  Ausführung  der  in  den  Klammem  angedeuteten  Multipli- 
kation leitet  zu  der  Gleichung  5)  zurück. 

Der  letztere  Weg  ist  noch  insofern  von  Interesse,  als,  wenn 
man  auf  ihm  zu  der  genannten  Formel  gelangt  und  dieselbe  dann 
mit  der  obpn  gewonnenen  Gleichung  4)  zusammenstellt,  sich  hier- 
durch der  Ausdruck  für  den  Sinus  einer  Winkeldifferenz  finden 
lässt.     Man  erhält  nämlich  bei  Division  durch  rr^: 

und  dies  giebt  mit  Benutzung  der  schon  mehrfach  gebrauchten 
Relationen  zwischen  Polar-  und  rechtwinkligen  Koordinaten: 

sin  (<p  —  9p,)  -■  sin  q> .  cos  q>i  —  cos  q> .  sin  q>i . 

Bei  Anwendung  schiefwinkliger  Koordinaten  mit  dem  Koordi- 
natenwinkel a>  sind  in  der  obigen  Gleichung 

2  J  ^  r  simp  .  r^  cos  q>i  —  r  cos  q> .  r^  sin  q}^ 
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die  in  Nr.  6  des  vorigen  Paragraphen  enthaltenen  Werte  zu  sub- 
fititiiieren.  Nach  Streichung  der  sich  aufhebenden  Olieder  bleibt 
dann  das  Resultat: 

6)  2J^  {yx^  —  xy^)  sin  a> . 

ni.  Wir  sind  jetzt  in  den  Stand  gesetzt,  den  Flttcheninhalt 
eines  beliebigen  Dreiecks  zu  berechnen,  wenn  die  Parallel- 
Icoordinaten  seiner  drei  Eckpunkte  gegeben  sind. 

Die  Eckpunkte  mögen  P,  P^ ,  Pg ,  ihre  Koordinaten  der  Reihe 
nach  X,  x^^,  x^  und  y^  y^^  y^  heissen;  die  DreiecksflSche  werde 
wieder  mit  /1  bezeichnet.  Verschieben  wir  beide  Achsen  parallel 
zu  sich  selbst,  bis  der  Punkt  P^  Koordinatenanfang  wird^  so  sollen 
I,  t]  und  ^1,  i7|  die  auf  das  neue  System  bezogenen  Koordinaten 
der   Punkte  P  und  P,  sein. 

Wird  zunächst  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  angewen- 
det,  so  ergiebt  sich  aus  Formel  5): 

Nach  Analogie  der  bei  Aufgabe  I.  unter  A.  angestellten  Be- 
trachtungen ist  aber 

folglich  erhält  man: 

2  ^  =  (y  -  y,)  {x^  -  j-J  -  {x  -  x^)  (y^  -  y,) 

und  nach  Ausführung  der  Rechnung  und  geänderter  Ordnung  der 
einzelnen  Glieder: 

7)  2  ^  -  (yx^  -  xy^)  +  (y^  j-,  -  ar^y,)  +  {y^x  —  x^y) 
oder  auch: 

8)  2  ^  -  y  (ar,  —  x^)  +  y^  ix^  -'X)+y^{x'-  x^). 

Beide  Formeln  sind  so  gesetzmässig  gebildet,  dass  sie  ohne 
weiteres  hingeschrieben  werden  können,  wenn  man  den  Kreislauf 
beachtet,  welcher  im  Wechsel  der  Stellenzeiger  der  einzelnen  Ko- 
ordinaten stattfindet.  Je.  nachdem  man  bei  der  Numerierung  der 
einzelnen  Eckpunkte  dieselben  nach  der  einen  oder  nach  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  durchläuft,  erhält  man  für  den  Flächen- 
inhalt einen  positiven  oder  einen  negativen  Ausdruck;  aus  der  oben 
bei  Gleichung  4)  gemachten  Bemerkung  kann  leicht  abgeleitet 
werden,  dass  jedesmal  ein  positives  Resultat  entsteht,  wenn  man 

Fort  u.  SehlOmiloh,  anal.  Geovi.  T.  5.  Aufl.  2 
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die  drei  Eckpunkte  des  Dreiecks  mit  P,  P^  und  Pg  in  der  Reihen- 
folge bezeichnet,  nach  welcher  sie  zu  durchlaufen  sind,  wenn  die 
Drehrichtung  mit  derjenigen  übereinstimmen  soll,  welche  die  positive 
Seite  der  y- Achse  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die  Lage  der  po- 
sitiven o;- Achse  überführt. 

Wiederholen  wir  die  vorhergehende  Untersuchung  filr  ein 
schiefwinkliges  Koordinatensystem,  so  geht  die  Gleichung  6)  in 
den  der  Formel  8)  entsprechenden  Ausdruck: 

9)  2  ^  «{y  (x^  —  x^)  +  y,  (ajg  —  x)+y^(x-  x^)]sin  » 

über,  worin  co  den  Koordinaten winkel  bezeichnet. 

Wird  in  Nr.  7)  und  9)  die  Fläche  //  »=  0  gesetzt,  so  ergiebt 
sich  als  Bedingungsgleichung  dafür,  dass  die  drei  Punkte  P,  P, 
und  P,  in  einer  geraden  Linie  liegen,  die  Formel: 

10)  y  (x^  -  x^)  +  y^  {x^  -x)  +  y^  {x  -  x^)  -  0. 

Soll  endlich  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  in  Polarkoordinaten 
ausgedrückt  werden,  so  gelangt  man  zu  der  hierfür  geltenden  For- 
mel am  einfachsten,  wenn  m^an  in  der  Gleichung  7)  die  recht- 
winkligen Koordinaten  in  polare  umwandelt.  Die  Auffindung  des 
Resultates,  von  welchem  im  ferneren  Verlauf  des  Lehrbuches  nicht 
weiter  Gebrauch  gemacht  wird,  kann  der  Selbstübung  des  Lesers 
überlassen  bleiben. 

IV.  Eine  im  folgenden  mehrfach  zur  Anwendung  kommende 
Aufgabe  verlangt:  den  Mittelpunkt  P  der  Strecke  zweier 
durch  Parallelkoordinaten  bestimmten  Punkte  Pj  und  P^ 
in  Koordinaten  desselben  Systems  auszudrücken. 

Um  sogleich  zu  möglichst  allgemeinen  Resultaten  zu  gelangen, 
geben  wir  dem  Koordinaten  winkel  XOF  in  Fig.  7    eine  beliebige 

Grösse.  Die  Koordinaten  der  Punkte  JP, 
P,  und  Pg  werden  wie  in  der  vorigen  Auf- 
gabe bezeichnet  und  beide  Achsen  wieder 
parallel  zu  sich  selbst  verlegt,  so  dass  2^ 
Koordinatenanfang  wird.  Im  neuen  Systeme 
erhalten  die  Koordinaten  der  Punkte  P  und 
P^  ebenfalls  die  obigen  Bezeichnungen. 

Betrachtet  man  zunächst  Pj  S  als  Achse  eines  polaren  Koor- 
dinatensystems mit  dem  Anfangspunkte  P^,  wobei  die  Anomalien 
in   der  Drehrichtung  von  P^S  nach  P^H  gezählt  werden   sollen  ^ 


Fig.  7. 

r    K 

/     / 

/^ 

— X 

7?*^ 
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und  bezeichnet  in  diesem  Systeme  die  Koordinaten  der  Punkte  P 
und  P|  mit  r,  <p  und  r^,  9)^,  so  lauten  die  Bedingungen  der  ge- 
stellten Aufgabe: 

In  Verbindung  mit  den  Gleichungen  7)  im  §  2  folgt  hieraus 
das  in  der  Figur  bestätigte  Resultat: 

also   auch : 

und  nach  Reduktion  auf  x  und  y: 

11)  x^-\  (iCj  +  rc,),         y^^  (yi  +  y,). 

V.  Verallgemeinem  wir  die  vorhergehende  Aufgabe  dahin,  die 
Lage  des  Punktes  P  in  der  Verbindungslinie  zwischen  P,  und 
Pi   80  zu  bestimmen,  dass  das  Verhältnis 

P^P  :  P^Pi  «  1  :  ti 

stattfindet,  so  erhalten  wir  mit  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeich- 
nungen : 


1- 

i^. 

*?  = 

1 

also  auch: 

X—  X, 

n  ^  * 

-«.) 

und 

y- 

1 

0/1- 

-»*)> 

und  hieraus: 

12)         X- 

^1 

n 

-1)0^ 

1 

y^ 

_9i  +  {n- 
n 

-1) 

Diese  Resultate  finden  eine  weitere  Anwendung  in  der  folgenden 
Aufgabe,  welche  als  eine  neue  Verallgemeinerung  von  Nr.  FV  be- 
trachtet werden  kann: 

Wenn  die  n  Punkte  P^,  P^,  ...  P^^i,  Pn  nach  ihrer  Lage 
gegen  ein  Parallelkoordinatensjstem  gegeben  sind,  so 
wird  nach  der  geometrischen  Bedeutung  des  Punktes  P 
gefragt,  dessen  Koordinaten  die  arithmetischen  Mittel  für 
die  entsprechenden  Koordinaten  der  gegebenen  Punkte 
darstellen. 

Sind  Xm  und  y^  die  Koordinaten  eines  Punktes  P^,  so  gelten 
naeh  der  gestellten  Aufgabe  für  den  zu  untersuchenden  Punkt  die 
Oleichnngen : 
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^1  +  ^«  +  •  •  •  +  ^«-1  +^n  ^1  +  ^2  +  •  •  •  +  yn-l  +  yn 

y  =  _     _         ... 

n 


it^  — 

n 

Setzen 

wir 

zur 

Abkürzung 

J^ 

-^> 

+  x. 

.  +  •• 

. +^«-1 

,/      2^1  +  y«  +  •  ■  •  +  yn-i 


«—1  ^  W—  1 

SO  hat  der  Punkt  P\  dem  diese  Koordinaten  zakommen,  dieselbe 
Bedeutung  für  die  w  — 1  Punkte  Pj,  Pg,  ...P»— i,  welche  P  fftr 
alle  n  Punkte  besitzt.     Aus  der  Gleichung 

(n  —  1)  a;'  =  a^i  +  ar^  +  . . .  +  Xn~.i 
folgt  dann  in  Verbindung  mit  dem  Werte  von  x: 

.ox  a,'„  +  (n  — l)a/ 

13)  a;  = 

^  n 

In  ganz   gleicher  Weise   führen  die  Werte   von   y  und  j/  zu 
dem  Resultate: 

14)  y  =  i,„  +  {n-l)^_ 

n 
Die  Vergleichung  der  Ausdrücke  13)  und  14)  mit  Nr.  12) 
zeigt  eine  vollkommene  Übereinstimmung  in  der  Form.  Gehen  wir 
daher  auf  die  den  Gleichungen  12)  zu  Grunde  liegende  Bedin- 
gung zurück,  so  zeigt  sich,  dass  der  Punkt  P  in  der  Verbindungs- 
linie zwischen  P'  und  P»  gelegen  ist  und  dabei  die  Proportion 

stattfindet.  —  Wird  jetzt  der  Reihe  nach  t»  =  2 ,  3 ,  4  u.  s.  f.  ge- 
setzt, so  gelangt  man  zu  folgender  Konstruktion  des  Punkte  P. 
Man  verbinde  P^  und  P^  geradlinig  und  teile  die  Verbin- 
dungslinie PiP^  in  zwei  gleiche  Teile.  Der  gefundene  Teilpunkt, 
den  wir  P'  nennen  wollen,  wird  mit  P3  verbunden  und  hierauf 
die  Linie  P^P^  in  drei  gleiche  Teile   geteilt;   der  zunftcht  an  P' 

liegende  Teilpunkt  heisse  P".    Teilt  man 

„  jetzt  P^'P^  in  vier  gleiche  Teile,  so  er- 

H\  /  hält   man   in    dem   zunfichst    an  P''    ge- 

\     ,  /  legenen  Teilpunkte  einen  Punkt,    dessen 

\y'  Verbindungslinie  mit  Pg  in  fünf  gleiche 

p^ jv  Teüe  zu  teilen  ist  u.  s.  f.    Der  Fortgang 

^  '     dieses  Verfahrens  ist  leicht  zu  übersehen 

und    giebt    schliesslich    bei  Teilung    der   letzten    Verbindungslinie 
in    n    gleiche   Teüe    den    gesuchten    Punkt   P      Fig.  8   zeigt    die 
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AagfÜhrong  der  Konstruktion  für  vier  gegebene  Punkte  P^,  P,, 
Pj  und  P4. 

Es  ist  zu  beachten,  dass  die  im  vorigen  gefundene  konstruk- 
tive Darstellung  des  gesuchten  Punktes  sich  völlig  unabhängig  von 
der  besonderen  Lage  des  der  Aufgabe  zu  Grunde  gelegten  Koor- 
dinatensystems zeigt.  Für  welche  zwei  Achsen  wir  daher  auch 
die  Bedingungen  der  Aufgabe  als  gegeben  betrachten  mögen,  so 
wird  doch  der  zu  konstruierende  Punkt  derselbe  bleiben,  wenn  nur 
die  n  bestimmenden  Punkte  ihre  Lage  in  der  Ebene  nicht  ändern. 
Wir  gelangen  hierdurch  zu  dem  Resultate,  dass  der  in  beliebiger 
Richtung  gemessene  Abstand  des  unserer  Aufgabe  entsprechenden 
Punktes  von  irgend  einer  Geraden  in  der  Ebene  seiner  Besüm- 
mangspunkte  das  arithmetische  Mittel  der  in  paralleler  Richtung 
gemessenen  Abstände  dieser  Punkte  von  derselben  Linie  bildet. 
Wir  nennen  ihn  mit  Rücksicht  auf  diese  Eigenschaft  den  Punkt 
der  mittleren  Entfernung*  für  das  gegebene  Punktsystem.* 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  bei  Ausführung  der  besprochenen 
Konstruktion  die  Reihenfolge,  in  welcher  die  gegebenen  Punkte  be- 
nutzt werden,  keinen  Einfluss  auf  das  gesuchte  Resultat  ausüben 
kann.  Der  umstand,  dass  durch  Änderung  dieser  Reihenfolge  an 
der  Grundbedingung  der  Aufgabe  nichts  geändert  wird,  liefert  den 
Beweis  für  die  aufgestellte  Behauptung. 

§4. 

TraxiBformfttion  der  Parallelkoordinaten. 

Häufig  wird  es  bei  analytischen  Untersuchungen  notwendig, 
die  Koordinaten  zu  transformieren,  d.  h.  die  auf  ein  gegebenes 
System  bezogenen  Koordinaten  eines  Punktes  in  Koordinaten  eines 
neuen  Systems  auszudrücken.  Die  einfachsten  hierher  gehörigen 
Fälle  sind  im  §  2  besprochen  und  in  den  vorigen  Aufgaben  zur 
Anwendung  gebracht  worden.  Es  erübrigt  uns  noch  eine  Ergän- 
zung, wobei  wir  uns  jedoch  lediglich  auf  Parallelkoordinaten  be- 
schränken, was  deshalb  völlig  ausreichend  ist,  weil  die  wenig  vor- 
kommende Aufgabe  der  Transformation  von  Polarkoordinaten  leicht 


*  Derselbe  ist  identisch  mit  dem  Schwerpunkte  gleich  grosser  in 
den  n  Punkten  befindlicher  Massen. 
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durch  Vermittelung  von  HilfsBjstemen  rechtwinkliger  Parallelkoor- 
dinaten bewSltigt  werden  kann. 

Man  gelangt  von  einem  gegebenen  Parallelkoordinatensysteme 
zu  jedem  andern  in  derselben  Ebene  gelegenen  durch  parallele 
Verschiebung  und  dnrch  Drehung  der  Achsen,  von  welchen  zwei 
FttUen  der  erstere  bereits  im  §  2  erledigt  wurde.  Was  die  Achsen- 
drehung betri£Pk,  so  betrachten  wir  zunächst  den  Übergang  von 
einem  rechtwinkligenSysteme  zu  einem  beliebigen  andern 
mit  demselben  Anfangspunkte. 

Die  o;- Achse  des  rechtwinkligen  Systems  der  beiden  Koordi- 
natenachsen OX  und  Or  in  Fig.  9  ist  um  den  Winkel  XOX'  =»  a 

gedreht  worden,  wobei  dieser  Winkel  nach 
Art  der  Polarwinkel  von  0  bis  360®  ge- 
zählt werden  soll.  Für  einen  in  der  neuen 
a;- Achse  gelegenen  Punkt  P  bilden  dann 
OV  =^  J  und  der  Winkel  a  die  Polarkoor- 
dinaten, während  OM  ^  x  und  MP  «-=  y  die 
zugehörigen  rechtwinkligen  Koordinaten  dar- 
stellen.    Nach  Nr.  3)  in  §  2  ist  daher  ^ 

X  ^^  J cos  a^         y  =-  X-  sin  a. 
Wird    femer    der  Winkel  XOY*    oder    die   Anomalie    der    neuen 
y- Achse  mit  ß  bezeichnet,    so    folgt   in  ganz   gleicher    Weise   ftlr 
einen  in  dieser  Achse  gelegen  Punkt  P^: 

x^l/cosß,         y^y'sinß, 
wobei  wir  OP^  —  y\  OM^  ^  x  und  M^P^  =-  y  setzen. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  P  in 
Fig.  10  seien  OM  «=  x  und  MP  =  y 
die  ursprünglichen  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten,  dagegen  OM^  ^x*  und  M^P'^^ 
die  Koordinaten  in  dem  durch  Achsen - 
^  drehung  entstandenen  neuen  Systeme. 
.^  Denken  wir  uns  XOY  parallel  zu  sich 
selbst  in  die  Lage  SM^H  verschoben, 
so  sind  nach  dem  Vorigen  x!  cos  a  und  x*  sin  u  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  des  neuen  Anfangspunktes,  '^  cos  ß  und  i/  sin  ß  aber 
die  Koordinaten  des  Punktes  P  im  Systeme  der  beiden  Achsen 
M^S  und  M^H^  wobei  a  und  ß  die  früheren  Bedeutungen  be- 
halten.    Nach  Nr.  l)  und  2)  im  §  2  ist  demnach: 


1) 
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X  =  xf  cos  a  +  ff'  cos  ß 
y  ^  x'  sin  a  +  ij  sin  ß . 

Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  enthalten  die  Projek- 
tionen der  aus  o/  und  t/  zusammengesetzten  gebrochenen  Linie 
OM^P  auf  die  x-  und  y- Achse;  beide  Gleichungen  liefern  daher 
wieder  den  in  der  Anmerkung  zu  Seite  13  angeführten  Satz  über 
die  Projektion  einer  gebrochenen  Linie. 

Betrachten  wir  jetzt  einige  specielle  Fälle. 

Ä.  Wird  nur  eine  der  beiden  Achsen  geändert,  so  ist,  wenn 
man  «»0  setzt,  also  die  x- Achse  beibehält, 

2)  X  ^  J  +  i/ cosß^         y^i/sinß. 

Ebenso  ergiebt  sich  unter  Beibehaltung  der  «/-Achse  aus  der  Sub- 
stitution jS  «  90®: 

3)  jc  -=  y  cos  a ,  //  ■=  x'  sin  a  +  y'. 

B.  Soll  das  neue  System  gleichfalls  ein  rechtwinkliges  sein, 
so  ist,  wenn  hierbei  beide  Achsen  nach  derselben  Seite  hin  um 
<len  Winkel  a  gedreht  werden,  ß  ■«  90®  +  a  zu  setzen.  Man  er- 
hält dann: 

4)  X  =  x  cos  a  —  y'  sina,         y  '=^  x  sin  a  -^  y^  cos  a , 

Der  Fall,  wo  die  Drehung  der  ^- Achse  in  einem  der  Drehung 
der  X-Achse  entgegengesetzten  Sinne  bis  dahin  geschieht,  wo  der 
Koordinatenwinkel  wieder  ein  rechter  geworden  ist,  ergiebt  sich 
hieraus  einfach  durch  Änderung  des  Vorzeichens  von  t/. 

C.  Der  neue  Koordinatenwinkel  sei  2y  und  werde  von  der 
früheren  a;- Achse  halbiert,  so  dass  ß  in  y  und  a  in  360®  — y  (der 
Schenkellage  nach  identisch  mit  —  y)  übergeht.  Diese  Substitu- 
tionen geben  mit  Aushebung  gemeinschaftlicher  Faktoren: 

5)  ir  «  (y  4-  ^)  cosy,  y  -=  (^  —  .r')  siny. 

Übergang  von  einem  schiefwinkligen  Koordinaten- 
s^ysteme  zu  einem  beliebigen  andern  mit  demselben  An- 
fangspunkte. 

Das  System  der  Achsen  OX  und  OY  (Fig.  11)  habe  den 
Koordinatenwinkel  co  und  wir  behalten  im  übrigen  die  früheren  Be- 
zeichnungen bei,  so  dass  z.  B.  in  der  vorliegenden  Figur  ß  —  a 
den  neuen  Koordinaten wiukel  X'OY'  darstellt.     Nehmen  wir  ein 
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M   N 


drittes  Koordinatensystem  zu  Hilfe,  welches  neben  der  Achse  OX. 
die  darauf  rechtwinklige  OH  besitzt,  und  setzen  J^P-sjflf^P^»^, 

80  folgt  in  gleicher  Weise  wie  bei  Fig.  9 : 

Zu  gleicher  Zeit  erhalten   wir  aus 
der  zweiten  Gleichung  unter  Nr.  1): 

ri  '^  J  sina  -{•  \j  sin  ß , 

und  aus  Verbindung  der  beiden  letzten 
Formeln  die  Gleichung: 

y  sinto  '^  üd  sin  a  +  i/  sin  ß , 

welcher  in  gleicher  Weise  wie  den  unter  Nr.  1)  aufgeführten  For- 
meln eine  auf  Projektion  bezügliche  Deutung  untergelegt  werden 
kann. 

Insofern  die  Achsen  OX  und  OF  in  ihrer  Bezeichnung  ver- 
tauscht werden  können,  gilt  ebenso  die  Belation: 

xslnto  ^  a!  sin  a^  +  i/  sin  ß\ 

wenn  wir  uns  unter  o'  und  j3'  die  von  den  neuen  Achsen  und  OY 
eingeschlossenen,  in  entgegengesetzter  Richtung  mit  a  und  ß  zu 
messenden  Winkel  vorstellen.  Dann  ist  aber  a  +  a^  ^  ß  -^  ß^  ^^  a», 
also  a'  -*  0»  —  a  und  jS'  »  «  ~  /3,  und  man  erhält  hierdurch: 

X  sin  (0  '^  od  sin  (m  —  a)  +  y'  sin  {<o  —  ß)  * 

Die  hier  entwickelten  Resultate  führen  zu  den  Transformations- 
formein: 

,  5*n  (w  —  a)    .     f  sin  (a>  —  ß) 


6) 


t/ 


Sina» 

fSma,     .  sin  ß 
sima  s%nvi 


Sirna 


von  denen  man  zu  den   unter  Nr.  1)   gewonnenen   wieder   zurück- 
gehen kann,  wenn  man  co  <-b90^  setzt. 


♦  Die  Formel  «  +  a'  =  09  gilt,  streng  genommen ,  nur  solange ,  als 
01!  ^  wie  in  Fig.  11,  innerhalb  des  Winkels  co  liegt,  so  dass  a<ö)  ist. 
Für  «  >  ö)  ergiebt  sich ,  wenn  man  a'  immer  in  der  obigen  Drehrichton^ 
misst:  a  —  (360®  —  «')  =  CD  oder  a4-a'  =  360®  +  a).  Dadurch  wird  aber 
die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resultats  nicht  beeinträchtigt,  weil 
Winkeln,  die  um  eine  ganze  Umdrehung  rerschieden  sind,  dieselben 
goniometrischen  Funktionen  zukommen.     Gleiches  gilt  für  j3  und  P'. 
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Wird  in  den  Formeln  unter  6)  j8  -»  90®  +  «  gesetzt,  so  wird 
das  neue  Koordinatensystem  ein  rechtwinkliges,  und  man  erhält 
fOr  diesen  Fall: 

j  sin(m  —  a)  _    ,  cos  (co  -  c> 


7) 


X 


y 


5m  o 


,  5m  a    .     ,  cos  u 

^ Vv - — ' 


5m  (D 


sin  OD  sin  CO 

woraus  für  oo  -*  90®  wieder  die  Gleichungen  4)  hervorgehen. 

Wir  gelangen  jetzt  zu  den  allgemeinsten  Relationen  für  Um- 
wandlung von  Parallelkoordinaten,  wenn  wir  mit  der  Änderung 
der  Achsenrichtung  noch  die  Verlegung  des  Koordinaten- 
anfangspunktes verknüpfen.  Bezeichnen  a  und  b  die  im  ur- 
sprünglichen Systeme  gemessene  Abscisse  und  Ordinate  des  neuen 
Anfanges,  so  giebt  die  Verbindung  der  Formeln  6)  mit  den  be- 
reits mehrfach  benutzten  fQr  parallele  Achsenyerschiebung: 

f  5»n  (o 


8) 


X 


a  +  x' 


5m  CO 


«)  ^  y  «*^  («  -  ß) 


smm 


f  sina         f  sinß 
h  +  x'    — h  2^ 


9) 


stn  CO  ^m  CO 

Ist  hierbei  das  ursprüngliche  Koordinatensystem  ein  recht- 
winkliges, so  entstehen,  indem  man  entweder  sogleich  von  den 
Gleichungen  l)  ausgeht  oder  auch  in  den  jetzt  gefundenen  co »  90® 
setzt,  die  einfacheren  Beziehungen: 

jr  —  a  4-  ^  C05  a  -f  y  C05  /? 
b  +  af  sina  -^  y^  sin  ß. 

Bemerkenswert  ist  für  die  Anwendung  der  in  diesem  Para- 
graphen gefundenen  Transformationsformeln,  dass  sie  in  Beziehung 
auf  die  in  ihnen  enthaltenen  Koordinaten  sttmtlich  Gleichungen 
ersten  Grades  darstellen.  Es  genügt  zur  Bestätigung  dieser 
Bemerkung,  die  Form  der  Gleichungen  unter  Nr.  8)  zu  betrachten, 
welche  als  die  allgemeinsten  alle  übrigen  in  sich  schliessen. 
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§5. 

GleiohungBformen  der  geraden  Linie. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  der  geraden  Linie,  dass  sie 
in  allen  ihren  Punkten  nach  einer  und  derselben  Richtung  ver- 
läuft, ISsst  sich  am  einfachsten  in  der  Sprache  der  analytischen 
Geometrie  ausdrücken,  wenn  man  irgend  einen  ihrer  Punkte  zum 
Pole  eines  Polarkoordinatensystems  wählt.  Bezeichnet  unter  dieser 
Voraussetzung  or  den  zwischen  0  und  180^  gelegenen  und  in  der 
Drehrichtung  der  Polarwinkel  gemessenen  Winkel,  welchen  die 
Oerade  mit  der  Achse  des  benutzten  Systems  bildet,  so  wird  die 
Lage  aller  ihrer  Punkte  durch  die  Gleichung 

ausgedrückt,  sobald  man  ebensowohl  negative  als  positive  Leit- 
strahlen zulässt. 

Gehen  wir  jetzt  zu  einem  Parallelkoordinatensystem  Über, 
dessen  positive  Seite  der  o;- Achse  unter  Beibehaltung  des  Poles 
als  Koordinatenanfang  mit  der  Achse  des  Polarsystems  zusammen- 
filllt,  so  folgt  bei  Anwendung  rechtwinkliger  Koordinaten  aus 
Nr.  5)  im  §  2 

y 

—  ^tanct 

als  diejenige  Gleichung,  durch  weiche  die  beiden  Koordinaten  jedes 
einzelnen  Punktes  der  in  Rede  stehenden  Linie  von  einander  ab- 
hängen. Der  Winkel  or  ist  hierbei  spitz  oder  stumpf,  je  nachdem 
die  durch  den  Koordinatenanfang  gehende  Gerade  innerhalb  der 
beiden  von  den  Achsen  gebildeten  Felder  liegt,  welchen  gleiche 
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Vorzeichen  der  Koordinaten  zukommen,  oder  im  andern  Falle  die 
beiden  übrigen  Felder  durchschneidet.  Bezeichnen  wir  zur  Ab- 
kürzung tan  u  mit  dem  Buchstaben  A^  so  geht  die  obige  Gleichung  in 

1)  y^Ax 

über.  —  Genau  dieselbe  Gleichungsform  kann  auch  benutzt  werden, 
um  bei  Anwendung  schiefwinkliger  Koordinaten  Abscisse  und 
Ordinate  jedes  Punktes  von  einander  abhängig  za  machen,  der  sich 
in  einer  durch  den  Anfangspunkt  des  Systems  gezogenen  Geraden 
befindet.  Lassen  wir  n&mlich  der  o;- Achse  die  oben  angegebene 
Lage  und  bezeichnen  wie  früher  den  Koordinatenwinkel  mit  od,  so 
ergiebt  sich  für  diesen  Fall  aus  den  Formeln  7)  im  §  2: 

y  sin  a 

X       sm(p  —  a) 

m 

WO  wieder     - — ^ .  einen  für  den  ganzen  Verlauf  der  geraden 

SMl  ySO  —  «} 

Linie  unveränderlichen  Wert  besitzt,  den  wir  nur  mit  A  zu  be- 
zeichnen brauchen,  um  die  Gleichung  1)  zu  erhalten.  Setzen  wir 
fo  — ttsjj,  80  ist  ß  der  von  der  ^ -Achse  und  der  Geraden  ein- 
geschlossene Winkel,  der  aber  negativ  in  Bechnimg  gezogen  werden 
muss,  wenn  a  >  oo ,  d.  h.  wenn  die  Gerade  diejenigen  von  den 
Achsen  gebildeten  Felder  durchschneidet,  in  welchen  den  Koordi- 
naten der  darin  enthaltenen  Punkte  verschiedene  Vorzeichen  zu- 
gehören. Der  Zahlwert  A  hat  mit  Einführung  der  gewählten 
Bezeichnung  die  allgemeine  Bedeutung: 

2)  4  =  ^. 

^  sinß 

und  es  ist  hierin  immer  a  +  /^  **  «> ,  femer  a  zwischen  den  Grenzen 
0  xmd  180^  und  /)  zwischen  oo  und  oo  —  180®  enthalten.  Für  ein 
rechtwinkliges  Koordinatensystem  sind  «  und  ß  Komplementwinkel, 
wodurch  man  zu  der  Gleichung  A  »  tan  a  zurückkommt.  —  Wir 
wollen  der  beständigen  oder  konstanten  Grösse  A,  da  sie  einzig 
von  der  Richtung  der  geraden  Linie  gegen  das  Koordinatensystem 
abbSngt,  den  Namen  Bichtungskonstante  geben. 

In  Übereinstimmung  mit  der  am  Schlüsse  von  §  1  gemachten 

Bemerkung  nennen  wir  die  Formel  y  «  Ax,  welche  auch  in  x  —    . 

A 

^nigeformt  werden  kann,  die  Gleichung  einer  durch  den  Koor- 
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dinatenanfang  gehenden  Geraden,  insofern  sie  dazu  dient, 
um  bei  gegebener  Bichtung  der  Linie  die  veränderlichen  oder 
variabelen  (laufenden)  Koordinaten  jedes  ihrer  Punkte  von  ein- 
ander abhängig  zu  machen.  Setzen  wir  nach  einander  a  -»  0  und 
a  =  Ol,  wobei  ß  die  Werte  to  und  0  annimmt,  so  geht  das  erste 
mal  ^  in  0  und  das  andere  mal  in  oo  über  und  man  erhält,  wenn 

man  im  zweiten  Falle  die  Form  x  =  \  zur  Anwendung  bringt, 

A 

//  *=  0     und    u'  =  0 

als  Gleichungen  der  .r-  und  y- Achse,  wie  schon  im  §  1  unter  Nr.  5) 
aus  dem  Begriffe  der  Koordinaten  hergeleitet  wurde.  —  Als  ein 
zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Gleichungen  der  beiden  (auf  einander 
senkrechten)  Geraden,  welche  den  Koordinatenwinkel  und  seinen 
Nebenwinkel  halbieren.  Für  die  erste  derselben  ist  /3  =  a,  also 
^  =  1 ,  für  die  zweite  /3  =  —  (180*^  —  a)  und  -4  =  —  1 ,  wonach  sich 

y  ^=  X    und    y  »  —  x 

als  Gleichungen  dieser  beiden  Linien  ergeben. 

Wir  gelangen  jetzt  dazu,  die  allgemeine  Gleichung  einer 
in  beliebigen  Punkten  die  Koordinatenachse  schneidenden  Geraden 
festzustellen,  wenn  wir  eine  der  beiden  Achsen  parallel  zu  sich 
selbst  in  den  Durchschnittspunkt  der  zu  untersuchenden  Geraden 
und  der  anderen  Achse  verschieben. 

GP  in  Fig.  12  sei  die  gegebene  Linie,  welche  die  Koordinaten- 
achsen in  den  Punkten  C  und  B  schneidet.     Verschieben  wir  die 

X-Achse  in  die  Lage  BS^  so  ist,  wenn 
r\  die  auf  das  neue  System  bezogene 
Ordinate  des  beliebigen  Punktes  P, 
und  OM=^x  seine  Abscisse,  ferner  A 
die  Richtungskonstante  der  Geraden 
CP  bezeichnet, 

1]  ==  Ax. 
Da  durch  die  parallele  Achsen- 
verschiebung die  zur  Bestimmung 
von  A  dienenden  Winkel  nicht  geändert  werden,  so  behält  die 
Bichtungskonstante  auch  für  die  ursprüngliche  Lage  der  x- Achse 
ihren  Wert  bei  und  wir  gelangen  nach  den  bereits  oft  angewendeten 
Sätzen   für   parallele  Achsenverschiebung   zu    dem    ursprünglichen 
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Systeme  zurück,  wenn  wir  y  =  i^  +  ^  setzen,  wo  b  '^  OB  die  Or- 
dinate des  Durchschnittspnnktes  der  Geraden  und  der  j^- Achse  aus- 
drückt. Als  allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie  erhalten  wir 
hiemach: 

3)  y-^Äx  +  h. 

Die  von  uns  eingeführte  Bedeutung  der  konstanten  Grösse  b 
findet  hierin  ihre  Bestätigung,  wenn  wir  o;  «  0  setzen,  indem  sich 
dann  y -»  Z>  als  Ordinate  des  in  der  y- Achse  gelegenen  Punktes 
der  Geraden  ergiebt.  In  gleicher  Weise  findet  sich,  wenn  a  die 
Abscisse  des  in  der  x* Achse  gelegenen  Punktes  C  bezeichnet,*  aus 
der  Substitution  y  «=  0 : 

4)  Äa  +  h^O    oder   Ä^ 

a 

Schaffen  wir  mittels  der  ersten  dieser  beiden  Formeln  aus 
der  Gleichung  3)  die  Grösse  b  hinweg,  so  Iftsst  sie  sich  in 

5)  x^^^  +  a 

umwandeln.  Dieselbe  Gleichung  entsteht  unmittelbar,  wenn  man 
anfänglich  die  a?-Achse  ungeändert  lässt,  dagegen  die  ^-Achse 
parallel  zu  sich  selbst  nach  C  verschiebt. 

Die  vorhergehenden  Entwickelungen  der  allgemeinen  Gleichung 
der  geraden  Linie  in  der  Form  unter  Nr.  3)  oder  der  daraus  her- 
geleiteten unter  5)  scheinen  insofern  noch  eine  Lücke  zu  enthalten, 
als  die  dabei  angewendete  Verlegung  einer  der  beiden  Koordinaten- 
achsen ihre  Anwendbarkeit  versagt,  wenn  die  Gerade  zur  anderen 
Achse  parallel  liegt.  Dass  aber  auch  hier  die  allgemeinen  Formeln 
ihre  Giltigkeit  behalten,  zeigt  sich,  wenn  wir  in  5)  J.  »  oo  und 
in  3)  .d  »  0  einsetzen.    Die  durch  diese  Substitutionen  gewonnenen 

Gleichungen 

05  -«  a    und    y  ■=  6 

kommen  nämlich  auf  die  bereits  in  den  §§  1  und  2  für  Parallelen 
za  den  Koordinatenachsen  gefundenen  Formeln  zurück. 

In  Nr.  3)  und  5)  wurde  die  Gleichung  der  Geraden  von  der 
Richtung  der  Linie  (mittels  der  Konstanten  Ä)  und  der  Lage  eines 

*  Nach  der  Anlage  von  Fig.  12  muss  darin  a  als  AbscisBe  eines 
auf  der  Seite  der  negativen  x  gelegenen  Punktes  einen  negativen  Wert 
erhalten. 
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ihrer  Punkte  (mittels  der  Konstanten  b  oder  a)  abhttngig  gemacht; 

zu  einer  mehr  symmetrisch  gestalteten   Gleichungsform   gelangen 

wir  jedoch,  wenn  wir  die  Gerade  durch  ihre  beiden  in  den  Achsen 

gelegenen  Punkte  fixieren  oder,  mit  anderen  Worten,  die  Gleichung 

einzig  von  den  Konstanten  a  und  b  abhängig  machen.     Wird  zu 

diesem  Endzwecke  in  der  Formel  y  '^^  Äx  +  b  aus  Nr.  4  der  Wert 

b 
^  =,  _  .-    substituiert,    so    Ittsst   sich   die   hierdurch    entstandene 
a 

Gleichung  leicht  in 

6)  -+!=! 

ab 

umgestalten  — ^eine_  Gleich ungsfonn  der  geraden  Linie,  die  sich 
unter  anderem  noch  dadurch  empfiehlt,  dass  die  Bedeutung  der 
in  ihr  enthaltenen  beständigen  Grössen  a  und  b  (Koordinaten  der 
Durchschnittspunkte  mit  den  Achsen)  von  dem  angewendeten  Koor- 
dinatenwinkel  völlig  unabhängig  bleibt.  Der  Fall  des  Parallelis- 
mns  der  Geraden  zu  einer  der  beiden  Achsen  ist  in  dieser  Gleich- 
ung eingeschlossen,  wenn  man  für  ihn  den  Durchschnittspunkt  mit 
der  parallelen  Achse  in  eine  unendliche  Entfernung  versetzt,  wie 
sich  ans  den  Substitutionen  b  =  co  oder  a  »  oo  herleiten  lässi 

Der  allgemeinen  Anwendbarkeit  der  letzten  Gleichung  steht 
einzig  der  Umstand  entgegen,  dass  sie  sich  nicht  unmittelbar  fQr 
den  Fall  einer  durch  den  Koordinatenanfang  gehenden  Geraden  an- 
wenden lässt,  was  ohne  alle  Rechnung  schon  daraus  folgt,  dass  dann 
die  beiden  zur  Bestimmung  dienenden  Punkte  in  einen  übergehen. 

Eine  weitere  Verallgemeinerung  der  in  Nr.  3)  und  6)  gewon- 
nenen Gleichungsformen  der  geraden  Linie  gewähren  die  beiden 
folgenden  Fundamentalaufgaben. 

L  Es  soll  die  Gleichung  einer  Geraden  gefunden 
werden,  deren  Richtung  gegen  die  Achsen  bestimmt  ist 
und  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  x^yi*  geht 

Aus  den  mit  den  Koordinatenachsen  gebildeten  Winkeln  a  tmd 

ß   ergiebt   sich   ohne  weiteres   die   Bichtungskonstante  A  «=»  — : — ^t 

sinp 

oder  bei  Anwendung   von   rechtwinkligen  Koordinaten   Ä  »-  tan  a. 


*  Wir  nennen  zur  Abkürzung  einen  Punkt  xy,  wenn  x  und  y  seine 
Parallelkoordinaten  bezeichnen.  Bei  Anwendung  von  Polarkoordinaten 
kann  in  gleicher  Weise  von  einem  Punkte  tfp  gesprochen  werden. 
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Die  gesuchte  GleicbuDg  der  Geraden  hat  nun  nach  3)  die  Form: 

1/  «^  Äx  +  b, 

in  welcher  der  Wert  von  b  unbestimmt  bleibt.  Die  Bedingung, 
da88  oTj  und  y^  die  Koordinaten  eines  Punktes  dieser  Geraden  sein 
sojlen,  fQhrt  zu  der  zweiten  Gleichung: 

2/i  — ^a:i+  b, 
in  welcher  Ä  und  b  dieselben  Werte  wie  vorher  besitzen  müssen 
und  woraus  in  Verbindung  mit   der  vorigen  Gleichung  das  unbe- 
stimmte b  durch  Subtraktion  eliminiert  werden  kann.     Man  erhält 
dann: 

7)  y-i/^-^Aix-  x^) 

als  Resultat  der  gestellten  Aufgabe.  Setzt  man  hierin  nach  ein- 
ander 1/  »  0  und  2;  »  0 ,  80  findet  man  leicht  als  Koordinaten  für 
die  aaf  den  Achsen  gelegenen  Punkte  der. in  Bede  stehenden  Geraden: 

8)  ^  rt  7=  ^1  —  j,     b^y^  —  Äx^ , 

welche  beiden  Werte  übrigens  nur  Umformungen  der  Gleichungen 
5)  und  3)  darstellen. 

II.  Es  soll  die  Gleichung  derjenigen  Geraden  ge- 
sucht werden,  welche  die  Punkte  x^y^  und  x^y^  in  sich 
enthält. 

Zu  der  die  gerade  Linie  charakterisierenden  Formel 

y  ==  Äjr  +  b 

treten  hier  die  beiden  Bedingungsgleichungen: 

y^'^Ax^  +  b, 
?/2=-  Äx^  +  b, 

ans  denen  in  gleicher  Weise,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe, 

hergeleitet  wird.  Hieraus  findet  sich  zunächst  fUr  die  Bichtungs- 
lEonstante  der  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  gehenden  Geraden: 


9) 


Vi  -  y» 


femer  durch  Einsetzung  dieses  Wertes  in  die  Formel  7),  welche 
die  Gleichungen  aller  den  Punkt  x^yi  enthaltenden  Geraden  um- 
f&Bst,  als  Gleichung  der  gesuchten  Linie: 
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10)  ./  -  y.  -  ^' -  ^»  (X  -  X,). 

Die  Sabstitutionen  ?/  =  0  und  a*  =  0  geben  für  die  Koordi- 
naten der  beiden  auf  den  Achsen  gelegenen  Punkte: 

yi-2/2    '       ""    Ä^i-a'g 

Insofern  die  Gleichung  10)  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der 
Koordinaten  x  und  y  jedes  mit  x^y^  und  2*2^2  ^^  derselben  Geraden 
gelegenen  Punktes  enthält,  ist  sie  zugleich  der  analytische  Aus- 
druck dafür,  dass  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen. 
Wenn  wir  sie  zu  diesem  Zwecke  in  die  Form: 

12)  {x  —  x^)',  {x^  -  jg)  =  (3^  —  .Vi)  :  (y,  -  y^) 

bhngen,  giebt  sie  die  für  drei  in  einer  geraden  Linie  gelegenen 
Punkte  charakteristische  Eigenschaft,  dass  ihre  Abscissendiffe- 
renzen  den  entsprechenden  Ordinatendifferenzen  propor- 
tional sein  müssen.  —  Wandelt  man  endlich  die  letzte  Propor- 
tion in  eine  Produktgleichung  um,  so  findet  sich  nach  einigen 
leichten  Umformungen  die  bereite  in  Nr.  10)  des  §  3  gewonnene 
Formel  wieder,  deren  geometrische  Deutung  das  Resultat  aus- 
spricht, dass  die  zwischen  den  drei  Punkten  enthaltene  Dreiecks- 
fläche  gleich  Null  ist.  ^ 

§6. 
^       Zwei  Gerade. 

Sind  zwei  gerade  Linien  durch  ihre  Gleichungen  für  Parallel- 


koordinaten gegeben,  so  entsteht  die  Frage  nach  der  gegenseitigen 
j  '        Richtung   dieser  Linien   und,   wenn   sie   sich   schneiden,   nach   der 
Lage   ihres  Durchschnittspunktes.     Wir   beginnen   mit   der  letzten 
dieser  beiden  Untersuchungen. 

I.  Es  seien 

y-=  A^x  +  h^ 

die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden,  so  müssen  fdr  die 
Koordinaten  eines  gemeinschaftlichen  Punktes  beide  Formeln  gleich- 
zeitig ihre  Giltigkeit  behalten.  Die  Berechnung  dieser  Koordinat-en 
kommt  daher  einzig  darauf  hinaus,  ein  x  und  y  zu  finden,  welches 
beiden   Gleichungen  Genüge  leistet.     Da  wir  es   hierbei  nur  mit 
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Gleichungen  ersten  Grades  zu  thun  haben,  so  kann  die 
Rechnung  für  jede  der  beiden  Unbekannten  nur  einen  Wert  geben  ^ 
sie  führt  daher  zu  dem  Resultate  zurück,  dass  zwei  nicht  zusammen- 
fallende Gerade  nicht  mehr  als  einen  gemeinschaftlichen  Punkt 
besitzen  können.  Für  seine  Koordinaten  findet  sich  nach  den  ge- 
wöhnlichen Eliminationsmethoden  aus  den  obigen  Gleichungen: 

1)  x^  h-h  ,  _  Ä^h^-^Ä^\ 

Hierbei  yerdienen  folgende  Fälle  besondere  Erwähnung: 
a.  Ist  b^  '^  h^f  so  ist  X  ^  0 j  d.  h.  der  Durchschnittspunkt  liegt 
in  der  Ordinatenachse.  In  der  That  bezeichneten  aber  auch  die 
beständigen  Grössen  h^  und  b^  die  Lage  der  in  der  j^- Achse  ge- 
legenen Punkte  beider  Geraden,  so  dass  bei  Übereinstimmung  dieser 
Werte  die  beiden  Linien  durch  denselben  Punkt  der  genannten 
Achse  gehen  müssen. 

ß.  Wenn  Ä^b^^  -^a^n  so  ist  y  =  0,  d.  h.  der  gemeinschaft- 
liche Punkt  liegt  in  der  Abscissenachse.  Wir  übersehen  sofort  die 
Richtigkeit  dieses  Resultates^  wenn  wir  die  gewonnene  Bedingungs- 
gleichung in  die   Form  —  "T"  "^  -"  -/"  bringen,  worin  nach  Nr.  4) 

des  Yorigen  Paragraphen  die  gleichen  Grössen  die  Abscissen  der  in 
der  o;- Achse  gelegenen  Punkte  bezeichnen. 

y.  Für  Äj^  ^  Ä^  erhalten  beide  Koordinaten  unendliche  Werte, 
d.  h.  der  Durchschnittspunkt  liegt  in  unendlicher  Entfernung.  We- 
gen Übereinstimmung  der  Bichtungskonstanten  ist  dies  der  Fall 
des  Parallelismus  beider  Geraden. 

d.  Wenn  irgend  zwei  von  den  drei  vorhin  genannten  Bezieh- 
ungen gleichzeitig   stattfinden,   so   ist  A^ »  A^  und  auch  b^  -»  b^^ 

ond  man  erhält  für  beide  Koordinaten  die  unbestimmte  Form  — • 

Dann  sind  aber  auch   die  Gleichungen   beider  Geraden  identisch, 
weshalb  letztere  in  allen  Punkten  zusammenfallen  müssen. 
Sind  die  Gleichungen  der  beiden  Linien  in  der  Form 

;r  +  f  "^ 

Fort  «.  Behlöiaileh,  »nal.  0«om.  I.  5.  Aofl.  3 


1 
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gegeben,  so  findet  man  ebenfalls  durch  Elimination  als  Koordinaten 
des  Durchschnittspunktes: 

Dasselbe  Resultat  kann  aach  aus  den  Gleichungen  11)  des 
vorigen  Paragraphen  abgeleitet  werden,  sobald  man  die  Gleichung 
einer  Geraden  auf  die  Form 

ax  +  ßy  =  1 

bringt,  worin  et  und  ß  die  reciproken  Werte  von  a  und  h  dar- 
stellen. Die  in  §  5  Nr.  ll)  gelöste  Aufgabe  kommt  dann  darauf 
hinaus,   Werte   von  a  und   ß  zu  finden,   welche  den  Gleichungen 

genügen,   während  jetzt  der  Wert  von  x  und  y  aus  dem  Gleich* 

ungssysteme 

«i^  +  ft2^—  1, 

«2^  +  fty  -=  1 
abgeleitet  werden  soll.  Da  die  letzteren  beiden  Gleichungen  aus 
den  beiden  vorhergehenden  durch  einfache  Vertauschung  der  Bach- 
staben  a  und  x,  sowie  ß  und  y  hervorgehen,  so  kann  durch  eine 
gleiche  Vertauschung  das  Resultat  der  einen  Aufgabe  aus  dem  der 
anderen  abgeleitet  werden.  Giebt  man  zu  diesem  Zwecke  den 
Gleichungen  ll)  des  vorhergehenden  Paragraphen  die  Form 


so  erhalt  man  hieraus  in  der  angegebenen  Weise  als  Resultat  der 
jetzigen  Aufgabe: 

ßl  ""1^2  «1  ""  ^^2 

X  =  — ~ -1       y  = - ' 

Durch  Substitution   von   a,  =  — ,   ft  ==  —  u.  s.  f .  gelanoft  man  hier- 

von  zu  den  Gleichungen  2).  —  Bemerkenswert  ist  die  letztere 
Ableitung  insofern,  als  sie  ein  einfaches  Mittel  an  die  Hand  giebt, 
die  auf  den  Durchschnitt  von  geraden  Linien  bezüglichen  Aufgaben 
auf  die  Lage  von  Punkten  in  einer  geraden  Linie  zurückzuführen. 
Aus  der  in  Nr.  10)  des  §  3  enthaltenen  Bedingung  für  die  Lage 
dreier  Punkte  in  einer  geraden  Linie  erhält  man  z.  B.  durch  die 
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im  Vorigen  enthaltene  Methode  als  Bedingrongsgleichong  dafQr,  dass 
drei  Gerade  durch  denselben  Punkt  hindurchgehen: 

ß  («1  -  «2)  +  ßi  («2  -  «)  +  ft  («  -  ^i)  ^  0, 
oder  nach  Einführung  der  Werte  von  a,  ß  u.  s.  f. 


3)      '(i_i)+'('._l) 


11.  Soll  der  Winkel  S  gefunden  werden,  den  2W61  gegebene 
Gerade  einschliessen,  so  verschiebe  man  beide  Linien  parallel  zu 
sich  selbst  in  einen  und  denselben  Punkt  der  o;- Achse,  wodurch 
ihre  gegenseitige  Lage  nicht  geändert  mrd.  Sind  dann  a^  und  a^ 
die  im  früher  festgestellten  Sinne  gemessenen  Winkel,  welche  beide 
Gerade  mit  der  x- Achse  einschliessen,  so  erhält  man  in  jedem  Falle: 

tan  6  =  ±  tan  (a^  —  «g). 

Um  in  dieser  Gleichung  die  Bichtungskonstanten  Ä^  und  A^ 
der  beiden  Geraden  einzuführen,  beschränken  wir  uns  zunächst  auf 
rechtwinklige  Koordinaten,  weil  bei  deren  Anwendung  die 
einfachsten  Beziehungen  zwischen  den  Konstanten  A^  und  Ä^  und 
den  Winkeln  a^  und  a^  stattfinden.  Dann  ist  tan  a^  -»  Ä^^  und 
tana^^  Ä^,  und  es  folgt  hieraus: 

Der  Doppel  wert  von  tan  ö  kann  hier  als  einem  spitzen  und  einem 
stumpfen  Winkisl  zugehörig  betrachtet  werden,  und  giebt  somit  die 
von  den  beiden  Geraden  gebildeten  Nebenwinkel.  Wird  einzig  der 
spitze  Winkel  verlangt,  so  ist  dasjenige  Vorzeichen  zu  wählen, 
durch  welches  tanö  einen  positiven  Wert  erhält.  —  Folgende  zwei 
Fälle  verdienen  besondere  Beachtung: 

a.  Ist  iii  —  ^2,  so  wird  tan  d  -*  0,  also  rf  —  0  oder  d  -=  180®, 
wodurch  wir  auf  die  schon  oben  besprochene  Bedingung  des  Pa- 
rallelismus zweier  Geraden  zurückgeführt  werden. 

ß.  Wenn  1  +  ^i^g  ^  0,  wobei  nicht  gleichzeitig  Ä^ »  A^  sein 
kann,  so  wird  tanS^co^  also  d^90^;  die  beiden  Linien 
darchschneiden  sich  daher  rechtwinklig.    Man  findet  dann: 

-^2  -^1 

d.  h.  zwei  Gerade  stehen  bei  Anwendung   von  rechtwinkligen  Pa- 

rallelkoordinaten  senkrecht  aufeinander,  wenn  ihren  Richtungskon- 

3* 
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stanten  reciproke  Werte  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  zukom- 
men oder  das  Produkt  der  beiden  Bichtungskonstanten  der  nega- 
tiven Einheit  gleich  ist.    —   Setzen  wir,  sobald  die  Gleichungen 

X        y                   X        y 
der  beiden  Geraden  in   der  Form f-  t-  **  1  und 1-  —  =  1 

gegeben  sind,  nach  §  6  Nr.  4)  A^^ und  A^^ ^>  so  geht 

die  Bedingnngsgleichung  für  den  rechtwinkligen  Durchschnitt  in 
^^+^1^2^^^  üben  —  An  die  letzten  Betrachtungen  schliessen 
sich  folgende  zwei  Aufgaben: 

A,  Es  soll  die  Gleichung  einer  Geraden  gefunden 
werden,  die  durch  einen  Punkt  x^y^  geht  und  eine  ge- 
gebene Gerade  y'^Ax-\-h*  rechtwinklig  durchschneidet 

Da  die  Gerade  durch  den  Punkt  x^y^  gehen  soU,  so  muss  ihre 
Gleichung  die  Form  von  Nr.  7)  des  vorigen  Paragraphen  besitzen. 
Nach  der  zweiten  gegebenen  Bedingung  erhält  die  Bichtungskon- 

staute  den  Wert  —  -r-;  die  gesuchte  Gleichung  ist  daher: 

6)  y-vi^—^ip-^)' 

Als  specielles  Beispiel  hierzu  wfthlen  wir  den  Fall,  wenn  die 
gegebene  Gerade  durch  den  Koordinatenanfang  geht  und  den  Win- 
kel a  mit  der  o;- Achse  bildet,  der  gegebene  Punkt  aber  in  einem 
Abstände  d  vom  Koordinatenanfange  auf  der  Geraden  selbst  liegt. 
Unter  diesen  Bedingungen  ist  J.  —  ta/nu^  und  da  d  und  a  die  Po- 
larkoordinaten des  gegebenen  Punktes  darstellen ,  x^^^  doasuy 
y^^dma;  man  erhält  also: 

y  —  dsina  «  — (x  —  dcosu), 

tana  ^  ^ 

oder  nach  Multiplikation  mit  sina  und  einigen  Umformungen: 

7)  cosa.x  +  sma.y  —  d'^O.** 


*  Wir  bedienen  uns  von  hier  an  der  Abkürzung,  eine  Linie  mit 
ihrer  Gleichung  zu  benennen. 

**  Wird  der  mit  der  ^- Achse  gebildete  Winkel  90^—  a  mit  ß  be- 
__      \  seichnet,  so  geht  die  Gleichung  in 
^*       *T  cosa.x-^casß  .y^d 

">  I  über.    Die  Richtigkeit  hiervon  ist  leicht  auch  fiSr  schiefwinklige  Koor- 

l  dinaten  zu  beseitigen.  "*-   ^ 


^«r 


r 


^  #     ..    s 
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Wir  haben  hiermit  eine  neue  Form   der  Gleichung  der  Ge-\ 
raden  gefunden;  die  Gerade  ist  dabei  duroh  ihren  Abstand  vom 
Ursprange,  der  immer  positiv  zu  rechnen  ist,  und  durch  den  Win- 
kel charakterisiert,  den  die  vom  Ursprünge  auf  die  Gerade  gef&Ute 
Normale  mit  der  positiven  Hälfte  der  Abscissdnachse  einschliesst. 

Ist  die  Gerade  insbesondere  parallel  zu  OY  und  schneidet  sie 
die  negative  Hftlfte  der  Abscissenachse,  so  ist  a  »  180^,  und  die 
Gerade  hat  die  Gleichung 

—  x  —  d"—  0,   d.  i.   a;  =  —  d; 

ist  die  Gerade  parallel   zur  Abscissenachse  und  schneidet  sie   die 
negative  H&lfte  der  Ordinatenachse,  so  ist  a  —  270^,  und  daher 

die  Gleichung 

—  y  —  d  =-  0,    d.  i.    y  ■=  —  d. 

Wegen  ihrer  grossen  Verwendbarkeit  bezeichnet  man  die  Gleich- 
nng  7)  als  die  Normalform  der  Gleichung  der  Geraden.  Ihr  Zu- 
sammenhang mit  der  Gleichungsform 


8) 


a       0 


ergiebt  sich  leicht  aus  der  Figur.     Ist  ON  ^  d  (Fig.  13)  normal 
auf  T,  so  ist 

cosa  sma 

Substituiert  man  dies  in  8)  und  multiplioiert  dann  mit  d,  so 
geht  8)  in  7)  über. 

Aus 

d  d 

cosa  '^  —1      sina  ^  -r- 

a  0 

erhftlt  man,  indem  man  quadriert  und  addieü. 


-  ö  +  V.) 


1, 


also  ist 


9) 


COStl  — 


yä»+^' 


svna 


Liegt  der  Winkel  a  im  1.,  2.,  3.,  4.  Quadranten,  so  ist  die 
zwischen  den  Koordinatenachsen  enthaltene  Strecke  der  Geraden 


•^ 


(i) 

f 


38 


Zweites  Kapitel.  Die  gerade  Linie. 


Fig.  18. 


in  XOr,  YOX\  X'OY\  r^OXi>nthalteii;  hieraua  geht  hervor^ 
daes  €08  ä  mit  b,  sina  mit  a  in  Bezug  auf  das  Vorzeichen  ttber- 
einstimmt.  In  den  Formeln  9)  sind  daher  die  Quadratvnirzeln 
positiven  nehmen. 

/^ B,  Die  Entfernung  eines  Punktes  x^y^  von  der  Ge- 
raden cosa  .x-^-sina.y  —  d  »0  soll  berechnet  werden. 

Legt  man  durch  den  Punkt  x^  y^   eine  Parallele  T^  zu  der 
gegebenen  Geraden  T,  so  ist  der  Winkel,  den  die  Normale  dieser 

Parallelen  mit  OX  einschliesst,  ent- 
weder a  oder  a  ±  180^,  je  nach- 
dem  0  ausserhalb  oder  innerhalb  I 
les  zwischen  den  beiden  parallelen 
Geraden  enthaltenen  Teiles  der  Ebene 
liegt.  Ist  d|  der  Abstand  des  Ur- 
sprungs von  I\  y  und  j>j  der  gesuchte 
Abstand  des  Punktes  P^  von  der 
Geraden  T,  so  ist  im  ersten  jPalle  I 
^1  =»  d  —  (ij ,  im  andern  i>i  -*  d  +  clj ; 
nach  diesen  Formeln  ergiebt  sich  j?^  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem Pj  mit  dem  Ursprünge  auf  derselben  Seite  von  T  liegt  oder  nicht. 

Im  ersten  Falle  bildet  ä^  mit  der  o;- Achse   den  Winkel  a; 
daher  ist  die  Gleichung  der  Geraden  T^ 

cos  a  .  ir  +  sin  a  .  y  ■—  eij  «  0, 

im  andern  Falle  ist  der  bezeichnete  Winkel  von  a  um  180^  ver- 
schieden und  daher  die  Gleichung  von  T^ 

—  casa.x  —  sina.y  —  d^^O. 

Da  Pj  auf  Tj  enthalten  ist,  so  wird  der  Gleichung  von  x^  y^  genttgt; 
folglich  ist 

dl  —  cosa  .  aq  -f-  sina  ,  y^,     bez.«  —  cosa  .  x^  —  sina  .  y^. 

Hieraus  ergiebt  sich  gleichmässig  für  beide  Fälle 

10)  JPi  "^  —  {cos a  .  Xi-\-  sina  ,  y^  —  d). 

Der  Wert,   den  die  linke  Seite  der  Normalgleichung 
einer  Geraden  für  ^ie  Koordinaten  irgend  eines  Punktes 
der  Ebene  annimmt,  ist  dem  Abstände  des  Punktes  von/ 
der  Geraden  entgegengesetzt  gleich. 


JKe 
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Ist  die  Gleichung  von  T  in  der  Form  gegeben 

y^Ax  +  h, 

so  bemerken  wir,  dass  der  Winkel,  den  die  Gerade  mit  der  Abscissen- 
acbse  einscbliesst,  und  dessen  Tangente  die  Bichtungskonstante  Ä 
ist,  sich  um  90^  von  a  unterscheidet.     Daher  ist 

tan(a±90^)^A, 
woraus  folgt 

A  '  1  ^ 

y\  +  A^  VT+T* 

d  '^o  s\na  ' 


Vl  +  Ä* 

Setzt  man  diese  Werte  in  jp^  ein,  so  erhält  man 

Hieran  schliessen  sich  noch  folgende  Betrachtungen. 

Die  lineare  Funktion  cos  a  ,  x  -\-  sin  a  ,  y  —  d^  die  wir  zur  Ab- 
kürzung mit  dem  Buchstaben  T  bezeichnen  wollen,  hat  für  jeden 
Punkt  der  Ebene  einen  eindeutig  bestimmten  Wert.  Sie  verschwin- 
det für  alle  Punkte  einer  durch  die  Grössen  d  und  a  bestimmten 
Geraden,  die  durch  die  Gleichung  7  «-^  0  analytisch  definiert  ist. 
Für  jeden  nicht  auf  dieser  Geraden  enthaltenen  Punkt  P  nimmt 
sie  einen  von  Null  verschiedenen  positiven  oder  negativen  Wert  an. 

Ändert  P  seine  Lage  auf  der  Ebene  stetig,  indem  F  von  einer 
Ausgangslage  Q  bis  zu  einer  Endlage  JR  sich  z.  B.  entlang  einer 
geraden  Linie  bewegt,  so  ändert  sich  auch  die  Funktion  T  stetig. 
Soll  daher  T  für  die  Koordinaten  von  Q  und  B  Werte  7on  ver- 
schiedenen Vorzeichen  haben,  so  muss  für  einen  Punkt  der  Strecke 
QjR  die  Funktion  T  verschwinden,  d.  h.  die  Strecke  QB  muss  die 
'  Gerade  T  *=  0  durchschneiden. 

Alle  Punkte,  die  mit  Q  (oder  mit  jß)  auf  derselben  Seite  von 
T  ^  0  liegen  y  kOnnen  mit  Q  (bez.  mit  i2)  durch  Linien  verbunden 
werden,  die  T»  0  nicht  schneiden;  daher  folgt,  dass  die  Funk- 
tion T  für  alle  Punkte,  die  auf  derselben  Seite  von  7»0 
liegen,  dasselbe  Vorzeichen  hat,  für  Punkte  auf  verschie- 
*denen  Seiten  dagegen  ungleiche  Vorzeichen,  und  um- 
gekehrt. 
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Hiermit  stimmen  die  geometrische  Bedeatang  der  Funktion  T 
und  die  oben  für  p^  gegebene  Yorzeichenbestimmung  überein. 

Soll  die  Untersuchung  über  den  Yon  zwei  Geraden  eingeschlos- 
senen Winkel  auf  schiefwinklige  Koordinaten  ausgedehnt 
werden,  so  sind  zunächst  unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeich- 
nungen die  Winkel  a^  und  a^  durch  die  Bichtungskonstanten  Ä^ 
und  Ä^  auszudrücken.  Nach  der  in  Nr.  2)  des  §  5  gefundenen 
Formel  ist,  sobald  der  Koordinatenwinkel  mit  a  bezeichnet  wird, 
mit  Bücksicht  auf  die  Bedeutung  des  dort  angewendeten  Winkels  ß 

die  Konstante  Ä  ~  - — > :  zu  setzen.    Wird  hierin  der  Nenner 

sm  {m  —  a) 

entwickelt  und  Zähler  und  Nenner  durch  cos  a  dividiert,  so  entsteht: 

.  tana 

sirno  ^  tana  cos  co 

woraus  man  leicht  zu  dem  Besultat  gelangt: 

1  o\  4  Asinm 

12)  tana^--— — 

^  1  +  Äcosm 

Unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  to«  d  =*  ±  tan  («i  —  a^) ,  so- 
wie von  Nr.  12)  folgt  nun: 

^  tan  a^  —  tan  a« ' 

tan  d  ^  ± -=~  I 

1  -t'  tan  a^  .  tan  a^ 

Äi  sin  CO  ^  ÄqSinoi 

tancii'^  ^   ,     . »       tana^'^  ^     '  . 

1  +  -dl  cos  CO  l-^A^cosm 

Durch  Substitution  der  beiden   letzten  Werte  in  die   erste  dieser 

Gleichungen  entsteht  nach  den  nötigen  Beduktionen: 

-  Q\  ^      • I jA^  —  Jg)  sin  CO 

^  1  +  {Äi  +  -äg)  ^<^*  CO  +  Jj^g 

Wird  hierin  der  Zähler  >-  0  gesetzt,  so  erhält  man  für  den 
Fall  des  Parallelismus  wieder  die  schon  früher  als  allgemein  giltig  * 
erkannte  Formel:  Aj^^=  Ä^.  .Sollen  dagegen  die  Geraden  senkrecht 
auf  einander  stehen,  so  erwächst  für  diesen  Fall  die  Bedingungs- 
gleichung: 

14)  1  +  (^1  +  ^g)  cos (0  +  Ä^A^^O. 

Mit  Einführung  dieses  Besultates  können  die  im  Vorhergehen- 
den unter  A,  und  B.  gestellten  Aufgaben  für  schiefwinklige  Koor- 
dinaten   gelöst   werden.     Wir  unterlassen  diese    etwas   umstand- 
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licheren  Bechnimgen,  da  das  Vorhergehende  hinreichen  wird,  die 
Überzeugung  zu  gewähren,  dass  fOr  derartige  Aufgaben  die  An- 
wendung rechtwinkliger  Koordinaten  zu  grösserer  Einfachheit  führt. 

§  7. 
Die  allgemeine  Gleiohnng  des  ersten  G-rades. 

Die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  angewendeten  Gleich- 
imgsfonnen  der  geraden  Linie  besitzen  sämtlich  das  gemeinschaft- 
liche Merkmal,  dass  sie  in  Beziehung  auf  die  veränderlichen  Parallel-  i 
koordinaten  dem  ersten  Grade  angehören.  Es  würde  zur  Bestäti-  ( 
gang  dieser  Bemerkung  vollkommen  ausreichen,  wenn  sie  sich  für 
irgend  eine  Lage  der  Geraden  gegen  das  Koordinatensystem  als 
richtig  erwiese.  Von  den  für  einen  solchen  besonderen  Fall  ge- 
fimdenen  Relationen,  z.  B.  den  für  die  Achsen  selbst  geltenden 
jr »  0  und  y  ^^  0,  gelangen  wir  nämlich  zu  den  auf  jede  andere 
Lage  bezüglichen  Gleichungen  mittels  der  in  §  4  aufgestellten 
Transformationsformeln.  Da  nun  letztere  selbst  ersten  Grades  sind, 
80  kami,  wenn  man  sie  mit  der  Gleichung  der  Geraden  in  Yer- 
bindong  bringt,  nach  einem  bekannten  Satee  der  Algebra  hierdurch 
der  Grad  dieser  Gleichung  nicht  abgeändert  werden.*  Im  vor- 
liegenden Falle  ist  es  übrigens  nicht  nötig,  erst  diese  allgemeine 
Bemerkung  heranzuziehen,  da  die  für  die  gerade  Linie  aufge- 
stellten Gleichungen  sich  bereits  als  allgemein  giltig  erwiesen 
haben.  —  Es  erübrigt  noch  die  wichtige  Frage,  ob  die  Wechsel- 
benehung  zwischen  den  Eigenschaften  einer  geraden  Linie  und 
einer  Gleichung  ersten  Grades  ftlr  die  veränderlichen  x  und  y 
eine  so  innige  ist,  dass,  so  oft  sich  eine  Gleichung  dieser  Art 
vorfindet,  dieselbe  als  einer  geraden  Linie  angehörend  betrachtet 
werden  kann,  untersuchen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  allgemeinste 
Form  einer  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen 
Grössen. 


*  Es  leuchtet  sofort  ein,  dass  durch  Anwendung  der  dem  ersten 
Orade  angehörenden  Transformationsformeln  der  Grad  einer  algebraischen 
Gleichxmg  nicht  erhöht  werden  kann;  eine  Emiederigung  in  der  Art, 
dass  etwa  alle  Glieder  höheren  Grades  in  Wegfall  kämen,  ist  aber  des- 
halb nicht  möglich,  weil  dann  bei  der  Rückkehr  zum  ursprünglichen 
Systeme  eine  Erhöhung  eintreten  müsste. 


42  Zweites  Kapitel.    Die  gerade  Linie. 

Jede  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  x  und  y  kann,  wenn 
man  die  mit  gleichen  Faktoren  versehenen  Glieder  in  eines  zu- 
sammenfasst,  auf  die  Form 

1)  Ax  +  By  +  C==^0 

gebracht  werden,  worin  Ä*,  B  und  C  beliebige  zwischen  —  oo 
und  +  00  gelegene  beständige  Eoefficienten  ausdrücken,  von  denen 
nur  A  und  B  nicht  gleichzeitig  verschwinden  dürfen.  Betrachten 
wir  jetzt  drei  Punkte  xyy  x^y^^  ^2^21  ^^^^^  Koordinaten  sämtlich 
dieser  Gleichung  Genüge  leisten  sollen,  so  gelten  für  dieselben 
folgende  Bedingungen: 

Äx  +By  +0-0, 

Ax,  +  By^  +  G^O, 
^'^  Ax^+By^+C^O, 

aus  denen,  wenn  man  die  ersten  derselben  mit  x^  —  x^,  die  zweite 
mit  X2  —  X,  die  dritte  mit  x  —  x^  multipliciert,  und  die  drei  hier- 
durch erhaltenen  Gleichungen  addiert,  das. Resultat 

2)  ^{P  (^1  —  Ä-g)  +  «/i (x^  —  x)  +  y2(x  —  x^)]'^0 
hervorgeht.     In  gleicher  Weise   erhält  man    durch  Multiplikation 
der   ersten  Gleichung  mit  y^  — y^  der  zweiten  mit  y -^  y^j  der 
dritten  mit  yi—  y^  und  nachfolgende  Addition: 

M^{y%-  Vi)  +  ^i{y-  Vi)  +  ^2  (^i  -  y) )  -  o, 

oder  bei  geänderter  Anordnung  der  Glieder: 

3)  A{y  (x^  -  x^)  +  y^  {x^  -  a?)  +  3^g(ir  -  «i))-  0. 

Da  nun  wenigstens  eine  der  Grössen  A  und  B  von  0  verschieden 
sein  muss,  so  kann  dem  Zusammenbestehen  der  Gleichungen  2"^ 
und  3)  nur  genügt  werden,  wenn 

y  {x^  —  x^  +  y^  (iTg  —  x)  +  y2{x  —  x^  —  0 

ist,  d.  h.  nach  der  geometrischen  Bedeutung  von  Nr.  10)  im  §  3, 
wenn  die  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen.  J[2a^dies 
fHr  je  drei  Punkte  gilt,  deren  Koordinaten  der  Gleichung  1)  Ge- 
nüge leisten,  so  gehört  diese  selbst  einer  geraden  Linie  an. 


*  Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung,  dass  diese  Konstante  A 
im  allgemeinen  nicht  mit  der  Bichtangskonstante  der  geraden  Linie 
verwechselt  werden  darf.  Ausgenommen  ist  der  einzige  Fall,  wenn 
B  ^  —  1  und  C  ^h^  in  welchem  die  obige  Gleichung  1)  mit  Kr.  3)  im 
§  6  identisch  wird. 

.    f 


)'?,.-{      -.    .J           .              *!.-.''        i-^„\      C^ 

v^^i  y- ..                     oy 

1"  ..  /     *       .   %  1-^  ^t            *  pj'   '  A .  n  *'    {"H ^ 

■t} 

§  7.  Die  allgemeine  Gleichung  des  ersten  Grades.  43 

Wenn  die  Lage  aller  Punkte  einer  Linie  durch  eine  algebraische 
Gleichung  n^^  Grades  zwischen  den  veränderlichen  Parallelkoordi- 
naten bestimmt  ist,  so  wird  diese  Linie  selbst  eine  Linie  n^^  Ord- 
nung genannt.'!^  Die  Gerade  ist  nach  dem  Vorhergehenden  die  ein- 
zige Linie  erster  Ordnung.** 

Die  in  Nr.  1)  aufgestellte  allgemeinste  Gleichungsform  aller 
Linien  erster  Oordnung,  d.  h.  aller  Geraden,  lässt  sich,  wenn  man 
beiderseits  durch  eine  der  drei  bestfindigen  Grössen  A^  B,  C  (die 
aber  von  0  verschieden  sein  niuss)  dividiert,  immer  so  umgestalten, 
dass  sie  nur  noch  zwei  Eonstanten,  d.  i.  zwei  der  zwischen  A^  B 
und  C  bestehenden  Verhältnisse,  in  sich  enthält  Diese  beiden 
Verhältnisse  müssen  entweder  unmittelbar  gegeben  sein,  wenn  sich 
die  Gleichimg  auf  eine  bestimmte  Gerade  beziehen  soll,  oder  es 
Bind  dieselben  aus  zwei  von  einander  unabhängigen  Bedingungen 
za  berechnen.  So  führt  die  analytische  Untersuchung  darauf  zu- 
rück, dass  eine  Gerade  unter  anderem  durch  ihre  Richtung  und 
einen  Punkt,  durch  zwei  ihrer  Punkte  u.  s  f.  vollständig  bestimmt 
ist.  —  Soll  demnach  an  einer  gegebenen  Gleichung  ersten  Grades 
die  Untersuchung  geführt  werden,  ob  sie  für  ein  bestimmtes  Pa- 
rallelkoordinatensystem zu  einer  gegebenen  Geraden  gehört  oder 
nicht,  so  muss  es  nach  dem  Vorhergehenden  ausreichen,  zu  diesem 
Zwecke  an  zwei  Punkten  der  Linie  die  Probe  zu  machen.  Es 
folgt  hieraus,  dass  eine  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  den  ver- 
Snderlichen  x  und  y  den  Koordinaten  aller  Pu^^kte  einer  geraden 
Linie  Genüge  leistet,  sobald  dies  bei  zweien  dieser  Punkte  geschieht 
Wäre  z.  B.,  um  an  einen  bereits  behandelten  Fall  anzuknüpfen, 
die  Gleichung 

a       0 

nicht  bereits  als  die  einer  Geraden  bekannt,  welche  auf  der  x- 
imd  y- Achse  die  Strecken  a  und  h  abschneidet,   so   würde   dies 


*  Die  Berechtigung,  eine  Linie  nach  dem  Grade  ihrer  Gleichung 
zu  benennen,  erwächst  daraus,  dass  nach  der  im  Eingange  dieses  Para- 
graphen gemachten  Bemerkung  der  Grad  der  für  eine  besondere  Lage  des 
Koordinatensystems  gefundenen  Gleichung  auch  bei  Änderung  dieser  Lage 
gewahrt  bleibt  und  der  Linie  selbst  als  ein  beständiges  Merkmal  anhaftet. 

**  Mit  Beziehung  hierauf  hat  eine  Gleichung  ersten  Grrades  zwischen 
veiSnderlichen  Zahlen  den  Namen  lineare  Gleichung  erhalten. 


^ 


1' 


44  Zweites  Kapitel.    Die  gerade  Linie. 

ohne  weiteres  daraus  folgen,  dass  sie  als  Gleichung  ersten  Orades 
den  Dnrchschnittsponkten  der  vorher  erwähnten  Linie  mit  den 
beiden  Koordinatenachsen  entspricht.  — 

Werden  die  Gleichungen  zweier  Geraden  durch  Addition  oder 
Subtraktion  verbunden,  wobei  noch  die  eine  oder  jede  mit  einem 
beliebigen  Faktor  multipliciert  werden  kann,  so  entsteht  wieder 
eine  Gleichung  ersten  Grades,  die  von  denselben  x  und  y  befriedigt 
wird,  welche  beiden  ursprünglich  gegebenen  Gleichungen  Genüge 
leisten.  Die  durch  die  neue  Gleichung  charakterisierte  Gerade  moss 
sich  demnach  mit  den  beiden  ersten  Geraden  in  einem  Punkte 
schneiden. 

Werden  die  linearen  Funktionen 

Äj^x  +  B^y  +  Ol     und     A^x  +  B^y  +  Cg 

der  Beihe  nach  mit  T^  und  T^  abkürzungsweise  bezeichnet,  sind 
femer  X^  und  X^  zwei  beliebige  Zahlen,  so  sind 

Ti«0,     Tg-O,     X^T^  +  1^1\^0 

die  Gleichungen  dreier  Geraden,  die  durch  einen  gemeinsamen 
Punkt  gehen. 

Umgekehrt:  Die  Gleichung  jeder  Geraden,  die  durch 
den  Schnittpunkt  von  1\^  0  und  T^'^  0  geht,  ist  von 
der  Form 

4)  A,Ti  +  AgTg»0, 

wobei- das  VerhUltnis  ili :  A,  eindeutig  bestimmt  ist 

Denn  man  kann  die  Zahlen  X^  und  X^  immer  so  wählen,  dass  die 
durch  die  Gleichung  4)  dargestellte  Gerade  einen  beliebig  gewählten 
Punkt  Pq  enthält  Sind  nämlich  (Tj)  und  {T^  die  Werte,  welche 
die  linearen  Funktionen  T^  und  T^  für  die  Koordinaten  des  Punktes 
Pq  annehmen,  so  ist  die  Gleichung 

K  (T,)  +  A,  (T,)  -  0 
die  Bedingung  dafür,  dass  Pq  auf  der  Geraden  4)  liegt.    Hieraus  folgt 

ii:Ä,-(r,):-(TO; 

die  Gleichung  der  den  Schnittpunkt  T^T^  und  den  Pankt  Pq  ent- 
haltenden Geraden  ist  daher 

(T,).T,-(2',).r,-.0. 
Wenn  die  Geraden 

Ti-0,    r,-o,    r, -0 

t 

I 
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durch  einen  Punkt  gehen,  so  kann  man,  wie  soeben  bewiesen 
worden  ist,  zwei  Zahlen  l^  und  A,  immer  so  bestimmen,  dass  die 
Summe  ]i^T^  +  X^T^  mit  der  Funktion  T,  bis  auf  einen  allen  drei 
Oliedem  Ton  T^  gemeinsamen  Faktor  übereinstimmt;  bezeichnet 
man  denselben  mit  —iL,,  so  hat  man  die  identische  Gleichung*: 

oder  in  symmetrischer  Form: 

5)  k^T^+X^T^  +  l^T^^O. 

Wenn  also  die  Gleichungen 

Tj-O,     T,«0,     T,«0 

drei  Gerade  darstellen,  die  einen  gemeinsamen  Punkt 
haben,  so  kann  man  immer  drei  Zahlen  ü^,  l^y  k^  so  be- 
stimmen, dass  die  Gleichung 

identisch  erfüllt  wird.** 

und  umgekehrt:   Wenn  sich  die  Zahlen  X^,  il,,  X^  so  w&hlen 

identisch  verschwindet,  so  gehen  die  Geraden  durch  einen  Punkt. 
Denn  setzt  man  in  die  Identität 

XiTi  +  AjTj  +  XjTj-O 

die  Koordinaten  des  Punktes  ein,  für  welchen  die  Gleichungen 
Tj  «>  0  und  T,  «=  0  bestehen,  so  reduciert  sie  sich  auf 

Der  Punkt,  für  welchen  T^  —  0  und  T,  « 0  ist,  erfüllt  daher 
ancli  die  Gleichung  T,  —  0. 

Wir  wollen  diese  Methoden  in  einigen  Aufgaben  einüben. 

§  8. 
Aufgaben. 
I.  Die  Gleichungen  der  Geraden  aufzustellen,  welche 
die  Winkel  und  Aussenwinkel   eines  Dreiecks  halbieren. 


*  D.  i.  eine  Gleichung,  die  in  der  Weise  besteht,  dass  beide  Seiten 
in  Bezug  auf  den  Faktor  yon  x,  auf  den  Faktor  von  y  und  auf  das  von 
Koordinaten  freie  ulieci  übereinstimmen. 

**  D.  i.  so,  dass  sowohl  der  Eoefficient  von  x,  als  der  von  y  und 
das  von  Koordinaten  freie  Glied  verschwinden. 


• 


/ 
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Wir  wählen  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem,  dessen  Ur- 
sprung im  Innern  des  gegebenen  Dreiecks  gelegen  ist.  Die  Qleich- 
ungen  der  Seiten  in  Normalform  seien 

T,  «0,     Tg  «  0,     Tj  ^  0. 

Hat  der  Punkt  Q  von  den  Geraden  I\  und  T^  die  Abst&nde  q^ 
und  q^,  so  ist  (§  6,  Nn  10) 

Liegt  Q  auf  der  Halbierenden  des  von  2\  und  T^  eingeschlossenen 
Dreiecks  winkeis,  so  ist  ^i^^^g»  ^^^^  erfüllen  die  Koordinaten  die 
analytische  Bedingung  t  —       t 

oder  «,       ^        .^ 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  die  Punkte  enthält, 
die  Yon  T^ « 0  und  T^  » 0  gleiche  Abstände  haben,  also  die 
Gleichung  der  den  Dreieckswinkel  T^T^  halbierenden  Geraden. 

Für  die  Punkte  Q,  welche  auf  der  den  Aussenwinkel  hal- 
bierenden Geraden  enthalten  sind,  ist  Qi^  —  q^;  folglich  ist  fQr 
dieselben  —  Tj  «=^  +  T^ ;  es  ist  daher  * 

Ti  +  Tg  -  0- 

die  Gleichung  dieser  Geraden« 

Überträgt  man  dies  auf  die  Halbierungslinien  der  beiden 
andern  Dreieckswinkel,  so  erhält  man,  wenn  die  den  Seiten  2\  -«O, 
Tg  »  0,  jTj  »  0  gegenüberliegenden  Winkel  der  Reihe  nach  mit 
a^,  Og,  «3  bezeichnet  werden,  die  Gleichungen  der  Halbierungslinien 

des  Winkels  a,:     T^  —  T,  =  Ö,     T^  +  T,  «  0: 

„        «,:     Tj-T,  =0,     T,+  Ti  =  0; 

die  linken  Seiten  dieser  sechs  linearen  Gleichungen  erfüllen  die 
Identitäten 

1)  (T,  -  T,)  +  (T,  -  r,)  +  (r,  -  Ti)  -  0; 

2)  ( r.  -  T,)  +  (r,  +  T,)  -  (T,  +  r,)  -  O; 
■i)  _  (2;  +  T,)  +  {T,  -  T,)  +  (r,  +  rj  -  0: 
4)  {T,  +  T,)  -  (T,  +  r,)  +  (T,  -  T,)  =  0. 


I    -t 


Hieraus   folgt   der   aas   der  Planimetrie   bekannte   Satz,   dass  die 
*        '    '    dreiSalbierenden .  der   Winkel  eines  Dreiecks,   sowie   die  Halbie- 


I^T,    ^T^      (Li    W    /)     J,7  6, 


1 
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rende  jedes  Dreieckswinkels  mit  den  Halbierenden  der  an  den 
beiden  andem  Ecken  liegenden  Anssenwinkel  einen  gemeinsamen 
Punkt  haben. 

II.  Die  Gleichungen  der  Höhen  eines  Dreiecks  darch 
die  Normalgleichnngen  der  Seiten  auszudrücken. 

Ist  I3  «  0  die  Gleichung  der  auf  Ty  =  0  stehenden   Höhe,    h  ^S 
so  besteht  für  gewisse  Zahlen  Xi,  X^,  X^  die  Identität  ^W. 

5)  X,T,  +  X^T,  +  X^%,^0. 

Ist  nun  ßf^  der  Winkel,  den  die  vom  Anfangspunkte  auf  diese 
Höhe  gefällte  Normale  mit  der  Abscissenachse  einschliesst,  so 
unterscheiden  sich  die  Winkel  a^  und  ß^  um  90^,  also  ist  ^^-^  ^Y, 

cos  jSj  :  sin  /^s  «=  —  sin  a^  :  cos  «3. 

Bezeichnet  ^3  den  Abstand  der  Höhe  vom  Anfangspunkte,  so  kann 
man  daher  die  Gleichung  X3  «  0  schreiben 

—  ^«  «3  .  X  +  C05  «3  .  y  ±  Jy  «  0, 

wobei  das  letzte  Vorzeichen  vorläufig  noch  unbestimmt  bleibt. 
Setzt  man  dies  in  5)  ein,  so  ergeben  die  mit  x  und  y  multipli- 
cierten  (ilieder  die  (rleichungen 

Aj  cos  «1  +  ^  cos  ttj  —  A3  sin  a^  =  0, 
>Li sin «1  +  X^sina^  +  X^ cos a^  «  0. 

Diese  Gleichungen  genügen,  um  das  Verhältnis  Aj :  A^  :  A,  zu  be- 
stimmen.*    Denn  wenn  man  zuerst  X^  und  dann  A^  eliminiert,  so 

erhält  man        ,     .    /  n    ,    ,         /  \       r. 

X^smia^  —  cfg)  +  X^cos{a^  —  a,)  —  0, 

X^sin  («1  —  «2)  ~~  X^cos  («3  —  «i)  «-  0. 
Hieraus  folgt 

Aj  :  Ag  :  A;^  -=  —  CO* [a^  —  «3)  :  cos  (a^  —  aj  :  sin («j  —  «j), 

daher  ist 

6)  sin  (fifj  -  ofg)  Ig  «=  cos  (a^  —  C3)  T^  —  cos  («3  -  aj  Tj. 

Ebenso  findet  man  für  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  Zj  «  0 
und  %^  ^  0  der  beiden  andern  'Höhen 

Isin  («j  —  «3)  Ii  —  cos  («3  —  aj  T^  —  cos  (a^  -  a^)  T3, 
I  sin  (cj  —  cf  J I^  -=  cos  (a^  —  «g)  T^  —  cos  («j  —  «3)  T^. 

*  Hat  man  dasselbe  ermittelt,  so  liefert  das  von  Koordinaten  freie 
Ulied  in  6)  die  Grösse  +  d^^  man  hat  alsdann  für  ^,  den  absoluten  Wert 
der  berechneten  Zahl  zu  nehmen. 
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Die  Gleichangen  der  Höhen  sind  daher: 

cos  (ofj  —  cTj)  .  Ty  —  cos  («3  —  cfi)  .  Tg  —  0, 

cos  («8  —  «i)  .  Tg  —  C05  («1  —  «j)  .  Tj  =-  0, 

^^  («1  —  ofg)  •  ^8  ~  ^^^  C*"^«  ~  "»)  .  ^1  ■=•  0. 
Da  nach  6)  und  7)  die  Summe 

sin  («i  —  «,)  Ij  +  m  (aj  —  «j)  Ii  +  sin  («g  —  «j)  I, 

identisch  verschwindet,  ^o  folgt  der  bekannte  planimetrische  Satz, 
dass  die  Höhen  eines  Dreiecks  einen  gemeinsamen  Punkt  haben. 
ni.  Durch  die  drei  Eckpunkte  eines  Dreiecks  ABC 
(Fig.  14)  sind  drei  in  einem  Punkte  0  sich  schneidende 
Gerade  AB^  BE^  GF  gezogen.  Es  soll  untersucht  wer- 
den, in  welcbem  Verhältnisse  hierbei  eine  der  drei  Drei- 
ecksseiten  geteilt  wird,  wenn  die  Teilungsverh&ltnisse 
der  beiden  anderen  Seiten  bekannt  sind. 

Wir  wählen  CB  als  »-Achse  und 
CA  als  ^ -Achse  eines  Parallelkoordi- 
natensjstems  mit  dem  Anfangspunkte 
C  und  gebrauchen  die  Bezeichnungen: 
CB-^a,  CA-=-h,  CB^a^,  CE-^\. 
Die  Geraden  AD  und  BE  haben  dann 
die  Gleichungen: 


a.        0 


a       bi 


1. 


Wird  die  zweite  von  der  ersten  subtrahiert,  so  entsteht: 


aoi 


bh 


Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  mit  AB  und  BE 
den  Durchschnittspunkt  0  gemein  hat  und  die,  weil  in  ihr  o;  und  y 
gleichzeitig  Null  werden,  durch  den  Koordinatenanfang  geht,  oder 
mit  anderen  Worten:  es  ist  die  Gleichung  von  CF,  Setzen  wir 
darin  zur  Abkürzung  a  —  04  —  a^,  6  —  fe^ «  6g,  so  gelten  für  den 
Punkt  F,  welcher  ausserdem  noch  auf  der  Geraden  AB  liegt,  die 
Gleichungen: 


aa. 


bb^ 


0, 


a        b 


1. 


Durch  Elimination  von  y  ergiebt  sich  hieraus  für  die  Abscisae  des 
Punktes  F: 
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, — ^^ — cö, 

und,  wenn  man  diese  Grösse  von  a  subtrahiert, 

a  —  a;  —  — r — ,       ,    —  GB, 

Die  Verbindung  der  letzten  Besultate  durch  Division  führt  zu  der 
Formel: 

CGiGB^  a.b. :  fl»&i  -  t^  :  -> 

oder,  wenn  man  CG  :  GB  mit  dem  gleichen  Verhaltnisse  ÄF :  FB 
vertauscht  und  die  Werte  von  a^,  o^,  b^  und  b^  einsetzt: 

EÄ    DB 

Diese  Proportion  enthält  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 
Sind  z.  B.  CA  und  CB  in  den  Punkten  E  und  D  halbiert,  so  wird 
aach^jP—  FBj  was  zu  dem  bekannten  Satze  fährt,  dass  die  drei 
Mittellinien  eines  Dreiecks  (die  Geraden  von  den  Eckpunk- 
ten nach  den  Mitten  der  Gegenseiten)  sich  in  einem  Punkte 
schneiden.  —  Bemerkenswert  ist  noch  folgende  Form,  auf  welche 
die  obige  Proportion  gebracht  werden  kann: 

AF.BD  .CE'^FB.  DC.EA. 

Sie  enthSlt  den  planimetrischen  Lehrsatz:  Werden  durch  die 
Eckpunkte  eines  Dreiecks  drei  in  einem  Punkte  sich 
schneidende  Transversalen  gezogen,  so  ist  von  den  auf 
den  Gegenseiten  gebildeten  Abschnitten  immer  das  Pro- 
dukt dreier  nicht  an  einander  stossenden  dem  Produkte 
der  drei  Übrigen  gleich. 

IV.  Auf  der  Geraden  OJ^(Pig.  15)  ''»-i^- 

sind  drei  feste  Punkte  0,  A^^  Ag 
gegeben.  Durch  dieselben  werden 
die  beliebigen  Geraden  OB^^  A^C, 
Ä^C  gezogen,  die  sich  in  den  Punk- 
ten B^,  B^  und  C  schneiden.     Wir 

verbinden   B^    mit   A^y    B^   mit   A^  ^i    ^  ^% 

geradlinig  und  endlich  den  Durchschnitfcspunkt  D  der 
beiden  letzten  Linien  mit  dem  vorher  gefundenenPunkte  (7. 
Die   Gerade   CD   schneidet   die   Linie  OA^    im    Punkte  A 

Fort  a.  BohlOmiloh,  anal.  Geom.  I.  5.  Aufl.  4 
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Es    soll    OA'^a   berechnet   werden,    wenn    die    Strecken 
OÄ^'^a^^  OA^'^a^  gegeben  sind. 

Wir  w&blen  OA^  zur  o;- Achse  und  OB^  zur  ^- Achse  eines 
Parallelkoordinatensystems  und  setzen  OB^^^b^,  OB^'^h^,  Dann 
sind  die  folgenden  Gleichungen  8)  bis  11)  der  Reihe  nach  die 
Gleichungen  der  Geraden  A^Cy  A^C^  A^2  ^^^  ^^i'- 

8)  ^H-f-l,  10)     -  +  f-l, 

9)  -  +  f-l,  11)     -  +  I--1. 
Die  halbe  Summe  von  8)  und  9)  oder  von  10)  und  11)  ergiebt: 

Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Geraden ,  welche  durch  die  Durch- 
Schnittspunkte  von  A^C  und  A^C^  sowie  von  A^B^  und  A^B^  hin- 
durchgeht, d.  h.  der  Geraden  AC,  Hieraus  findet  sich  für  die  auf 
der  o;- Achse  abgeschnittene  Strecke  OA^^  a^  wenn  wir  gleich- 
zeitig ^  «  0  und  rc  »  a  setzen: 

13)  ^-i(^  +  ^)    oder     a-^'^. 

In  gleicher  Weise  ftlhrt,  wenn  wir  OB  ^h  setzen,  die  Sub- 
stitution x^^O  und  j/ »  &  in  Nr.  12)  zu  dem  Resultate : 

14)  i«ifl  +  l)    oder     2,--^^^^. 

Bemerkenswert  ist  hierbei,  dass  die  Lage  des  Punktes  A  nur 
von  der  Lage  der  Punkte  0,  A^  und  A^  abhftngt,  so  dass  man 
inmier  auf  denselben  Punkt  A  stossen  muss,  nach  welcher  Rich- 
tung man  auch  bei  Ausführung  der  in  der  Aufgabe  vorgelegten 
^ov"*  Konstruktion  die  Geraden  OB^^  A^C  und  A^C  gezogen  haben  mag. 
UlS^^Jj  Gleiches  gilt  für  den  Punkt  J5,  dessen  Lage  nur  durch  0,  J9,  und 
B^  bedingt  ist. 

Die  Strecke  OA  bildet  das  sogenannte  harmonische  Mittel* 
zwischen  OA^  und  OA^.  Nach  den  Eigenschaften  der  stetigen 
harmonischen  Proportion  folgt  hieraus: 

*  Eine  Zahl  x  wird  das  harmonische  Mittel  zwischen  zwei  Zahlen 
a  und  5,  von  denen  a  >  b  sein  mag,  genannt,  wenn 


r 
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(OA^  -  OÄ)  :  {OÄ  -  OA^)  -  OA^ :  OA^ 
oder  in  Form  einer  Prodnktgleichung: 

15)  A^A.OA^^  OA^.AA^. 

Da  die  Form  der  letzten  Gieicliung  ungeändert  bleibt,  mögen  die 
Funkte  0,  A^^  Ay  A^  in  der  hier  bezeichneten  oder  in  der  ent- 
gegengesetzten Reihenfolge  durchlaufen  werden,  so  lässt  sich  auch 
rttckw&rts  schliessen,  dass  A^A^  ebenfalls  das  harmonische  Mittel 
zwischen  A^  und  OA^  darstellen  muss,  ein  Resultat,  welches^ QOfih^  y  - 

leicht  durch  Rechnung  bestätigt  werden  kann.  ^V^joi^ö 

Bei  der  durch  die  Gleichungen  13)  und  16)  ntther  bestimmten 
Lage  werden  die  auf  derselben  Geraden  gelegenen  Punkte  0,  A^^ 
A  and  A^  harmonische  Punkte  genannt,  und  zwar  je  zwei  solche, 
die,  wie  0  und  A  oder  A^  und  A^  einen  dritten  zwischen  sich 
haben,  zugeordnete  oder  konjugierte  Punkte.  Die  von  einem 
Paar  konjugierter  harmonischer  Punkte  begrenzte  Strecke  wird  als 
in  den  beiden  anderen  Punkten  harmonisch  geteilt  bezeichnet, 
wonach  OA  in  A^  und  A^y  A'^s  ui  0  und  A  harmonisch  geteilt 
ist  Hierbei  soll  von  den  beiden  koiyugierten  Punkten  der  vom 
anderen  Paare  eingeschlossene  der  innere,  der  andere  der  äussere 
genannt  werden. 

Nach  den  vorhergehenden  Resultaten  bildet  auf  der  die  har- 
monischen Punkte  0,  A^^  A  und  A^  enthaltenden  Strecke  OA^  die 
Entfernung  von  je  zwei  konjugierten  Pimkten  das  harmonische  Mittel 
zwischen  den  Abständen  jedes  der  beiden  anderen  Punkte  vom 
Ibisseren  des  ersten  konjugierten  Paares.  Nehmen  wir  aber  da- 
rauf BtLcksicht,  dass  in  den  obigen  Gleichungen  8)  bis  ll)  unter 
den  Strecken  a,  a^,  a^  auch  negative  Werte  vorkommen  können, 
80  iSsst  sich  in  dem  vorhergehenden  Satze  der  äussere  Punkt  des 
konjugierten  Paares  auch  mit  dem  inneren  vertauschen,  sobald  man 

(a  —  a?) :  (aj  —  6)  =  a :  5, 

d.  h.,    wenn    eine    sogenannte    stetige    harmonische   Proportion 
zwischen  a,  x  und  h  stattfindet.    Dann  ist 

2  ab 


X 


oder    l^lfi+l). 
X        2   V«         &/ 


0  +  6 

überhaupt  stehen  vier  Zahlen  a,  b,  c,  d  in  harmonischer  Proportion, 

wenn 

(a—b):(c  —  d)  =  a:d. 

4* 
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nur  entgegengesetzt  gelegene  Strecken  mit  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen in  Recfanong  nimmt.     Es  wird  hierzu  genügen,  wenn  wir 

auf  Fig.  16  verweisen,  ^ie  mit  Ausnahme 
der  Bezeichnung  eine  Kopie  von  Fig.  15 
darstellt.  Der  Punkt  0  liegt  jetzt  zwischen 
Äi  und  Ä^ ;  im  übrigen  sind  alle  durch 
die  Aufgabe  bedingten  Konstruktionen 
wiederholt  worden,  um  zum  Punkte  Ä 
zu  gelangen.  Werden  die  früheren 
Bezeichnungen  hierher  übertragen,  so 
gelten  wieder  für  ÄiC,  A^C,  Ä^B^  und  Ä^Bj.  die  Oleichungen 
8)  bis  11),  wodurch  auch  die  Relationen  12)  bis  14)  ihre  Be- 
st&tignng  erlangen.  —  Da  nach  der  letzten  dieser  Oleichungen 
auch  0,  B^f  B  und  B^  als  harmonische  Punkte  erscheinen,  so 
gilt  in  Fig.  15  dasselbe  Yon  den  Punkten  Ä^  2),  B  und  C. 
Diese  letzte  Bemerkung  gewährt  ein  Mittel,  alle  vorhergehenden 
Untersuchungen  über  harmonische  Teilung  in  einen  einzigen  Lehr- 
satz zusammenzufassen.  Das  von  den  vier  Geraden  Ä^C,  Ä^C^ 
X  -^1-^8)  A-^i  ^  ^^-  ^^  begrenzte  geradlinige  Gebilde  steUt  nSm- 

lich  ein  sogenanntes  vollständiges  Vierseit  dar,  dessen  drei 
Diagonalen  0^,  OJ^,  AC  harmonisch  geteilt  sind.  Diese  Auf- 
fassung bringt  das  Resultat  unserer  Aufgabe  unter  den  Satz,  dass 
jede  der  drei  Diagonalen  eines  vollständigen  Yierseits 
durch  die  beiden  anderen  in  Punkten  geschnitten  wird, 
welche  zu  den  Endpunkten  jener  Diagonale  harmonisch 
liegen  und  dabei  konjugiert  sind.  Mittels  dieses  Satzes  ist 
es  leicht,  zu  je  drei  Punkten  einer  Geraden  einen  vierten  harmo- 
nisch gelegenen  durch  eine  nur  mit  Hilfe  des  Lineals  auszufüh- 
rende Konstruktion  zu  finden. 

Legt  man  vier  von  einem  Punkte  ausgehende  Strahlen  durch 
vier  harmonische  Punkte,  so  führen  diese  Geraden  den  Namen 
harmonische  Strahlen  oder  Harmonikaien  und  bilden  zu- 
sanmiengenommen  ein  harmonisches  StrahlenbüscheL  Es  wird 
dabei  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  einzelnen  Strahlen  des  Büschels 
sich  in  unendlicher  Entfernung  schneiden  oder  parallel  laufen  können. 
Von  den  Harmonikaien  gilt  der  allgemeine  Satz,  dass  ihre  Durch- 
schnitte mit  jeder  beliebigen  Geraden  harmonisch  ge- 
legene Punkte  bilden.    Betrachten  wir,,  um  diesen  Satz  zu  be- 
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weisen,  zonftchst  Fig.  17,  worin  0,  A^f  A  und  A^  hannonisohe 
Pankte  bilden  sollen,  so  dass  CA^,  CA,  CA^  drei  Strahlen  eines 
harmonischen  Büschels  darstellen.  Mit 
Beibehaltung  der  zu  Fig.  15  eingeführ- 
ten Bezeichnungen  sind  die  obigen 
Gleichmigen  8)  und  9)  den  Strahlen 
CA^  und  CA^  angehOrig.  Da  nnn  die 
dnrchAddition  entstehendeGleichimgl  2) 
Ton  den  Punkten  C  und  A  befriedigt 
wird,  so  bezieht  sie  sich  auf  alle  Punkte 

des  Strahles  CA  und  giebt  fOr  die  Strecke  OB  mittels  der  Substitu- 
tion o? »  0  wieder  die  unter  Nr.  14)  aufgeführten  Resultate.  Es 
ist  also  OB  in  B^  und  B^  ebenfalls  harmonisch  geteilt.  —  Stellen 
wir  jetzt  in  Fig.  18  das  Yollständige  Strahlenbttschel  dar,  so  folgt, 
wenn  A^  B,  C  und  D  harmonisch  gelegen  sind,  nach  dem  Vorher- 
gehenden zun&chst  die  harmonische  Tei- 
lung Yon  AD^  und  hieraus  wieder  das- 
selbe ftlr  die  auf  A^B^  gelegenen  Punkte 
ij,  5j,  C7j  und  Dj.  —  Laufen  femer 
die  Harmonikaien  parallel ,  so  hat  man 
nur  beide  Seiten  der  Gleichung 

BC.AB^AB.CD 
in  einem   und    demselben   Verhältnisse 
abzuändern,  um  rücksichtlich  der  mit  AB^  BC,  OD^  AB  propor- 
tionalen Strecken  A^B^^  -^i^i?  ^lAi  AA  ^  ^^^  Gleichung 

B^C^ .  A^D^  =  A^Bi .  CjDi 

za  gelangen.    Hiermit  ist  dann  ebenfalls  die  harmonische  Lage  der 
Punkte  A^^  B^,  C^  und  A  bewiesen. 


-^ 


:'■•.    > 
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Der     Kreis. 


§9. 

Gleiohmigsformen  des  Kreises  für  rechtwinklige 

Koordinaten.' 

An  die  Betrachtung  der  geraden  Linie,  deren  Eigenschaften 
wir  aus  der  Beständigkeit  des  Polarwinkels  in  einem  Polarkoordi- 
natensjsteme  herleiteten,  schliesst  sich  am  einfachsten  die  Unter- 
suchung derjenigen  Linie ,  in  welcher  die  Leitstrahlen  konstant  sind. 
Dies  ist  aber  der  Kreis,  dessen  einzelne  Punkte  Yon  dem  hierbei 
als  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems  angesehenen  Mittelpunkte 
eine  unveränderliche  Entfernung  haben.  Soll  diese  FundamentaJ- 
eigenschaft  des  Kreises  zum  besseren  Anschlüsse  an  die  vorher- 
gehenden Diskussionen  auf  Parallelkoordinaten  bezogen  werden,  so 
gilt  es,  die  Gleichung  für  den  geometrischen  Ort  eines  Punktes 
xy  aufzustellen ,  dessen  geradlinige  Entfernung  von  dem  durch  seine 
Koordinaten  a  und  h  bestimmten  Mittelpunkte  eine  konstante  Grösse 
(den  Halbm^ser  A;)  besitzt.  Wir  beschränken  uns  hierbei  vorläufig 
auf  rechtwinklige  Koordinaten,  weil  bei  deren  Anwendung  die  Ent- 
fernung zweier  Punkte  einen  einfacheren  Ausdruck  gewinnt.  Kach 
Nr.  1)  im  §  3  erhalten  wir  dann 

1)  {x^ay  +  {y-hf^1:^ 

als  allgemeinste  Gleichung  des  Kreises. 

Besondere  Formen  dieser  allgemeinen  Gleichung  werden  da- 
durch gewonnen,  dass  man  dem  Koordinatensysteme  eine  bestimmte 
Lage  gegen  den  Kreis  einräumt.  Folgende  zwei  Fälle  verdienen 
hierbei  besondere  Beachtung. 

A,  Wird  der  Koordinatenanfang  in  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
verlegt,  so  ist  a  —  &  -«  0.     Hierdurch  entsteht  das  Resultat: 

2)  x^  +  y^--  Ic^. 
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Insofern  diese  einfachste  Form  der  auf  Parallelkoordinaten  be- 
zogenen Ereisgleichnng  in  Beziehung  auf  jede  der  beiden  veränder- 
lichen Koordinaten  eine  rein  quadratische  Form  besitzt,  gehören 
in  ihr  jedem  x  zwei  absolut  gleiche,  aber  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen  behaftete  y  zu,  und  dasselbe  findet  bei  den  einem  ge- 
gebenen y  entsprechenden  x  statt,  soweit  sich  überhaupt  reelle 
Resultate  yorfinden.     Man  erhält  nämlich  aus  Nr.  2): 

y^±yjc^-x^     und     a;  -  ±  l/JF^, 

was  nur  solange  geometrisch  mögliche  Werte  ergiebt,  als  x  und 
y  zwischen  den  Grenzen  —  k  und  -f"  k  eingeschlossen  sind.  Aus 
den  gleichen  Doppelwerten  der  x  xmd^y  folgt  die  Symmetrie  des 
Kreises  gegen  jeden  der  beiden  zu  Achsen  gewählten  Durchmesser, 
also  auch  gegen  alle  Durchmesser,  da  immer  eine  der  beiden 
Achsen  in  beliebiger  Richtung  durch  den  Mittelpunkt  gelegt  wer- 
den kann. 

Schreiben  wir  die  Gleichung  2)  in  der  Form: 

y*  *=»  (k  •+•  x)  (k  —  x)     oder     (ä;  —  o;)  :  y  =  y  :  (ä  -f-  ic), 

80  zeigt  sich  y  als  mittlere  Proportionale  zwischen  k  —  x  und  k  +  x^ 
was  auf  einen  bekannten  planimetrischen  Lehrsatz  hinauskommt. 
B.  Nimmt  man  einen  Punkt  der  Peripherie  zum  Anfangs- 
punkte und  legt  die  positive  Seite  der  n; -Achse  durch  den  Mittel- 
punkt, so  ist  6  -"  0  und  a^^k.  Hieraus  ergiebt  sich  nach  Reduk- 
tion auf  y*: 

3)  y^'^^Ux  —  x^ 

Da  diese  Gleichung  nurNn  Beziehung  auf  y  rein  quadratisch   ist, 
so  hat  bei   der  jetzigen  Gestaltung   des  Koordinatensystems   der 
Kreis  nur  noch  gegen  die  rr- Achse  eine  symmetrische  Lage. 
Bringen  wir  Nr.  3)  auf  die  Form 

x^'\-y^^2kx 


und  beachten,  dass  yx^  +  y*  die  Entfernung  des  beliebigen  Peri- 
pheriepunktes  xy  vom  Koordinatenanfange  ausdrückt,  die  wir  zur 
Abkürzung  mit  r  bezeichnen  wollen,  so  können  wir  auch  schreiben: 

a; :  r  =  r  :  2Ä?. 

Es  wird  keine  Schwierigkeit  darbieten,  dieses  Resultat  in  der  Form 
eines  bekannten  planimetrischen  Lehrsatzes  zu  deuten. 
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um  za  aUgemeinen  Betracbtangen  über  den  Kreis  zu  gelangen, 
kehren  wir  znnttchst  zu  der  in  Nr.  l)  aufgestellten  allgemeinen 
Gleichung  zurück  und  geben  ihr  mit  Ausführung  der  darin  ange- 
deuteten Operationen  die  Gestalt: 

4)  a?*+y«-2aa:-2&y  +  P-0, 
wobei  zur  Abkürzung 

5)  p«a2+fe«-Ä* 

gesetzt  worden  ist.  Es  gilt  vor  allen  Dingen,  die  geometrische 
Deutung  dieser  neu   eingeftlhrten  Konstanten  P  zu  untersuchen. 

Halten  wir  hierbei  fest,  dass  |/a*  +  6*  die  Entfernung  des  Mittel- 
punktes ah  vom  Koordinatenanfange  darstellt,  die  wir  mit  e  be- 
zeichnen wollen,  so  können  wir  auch  schreiben: 

6)  P«e«-Ä«. 

Wir  untersuchen  nun  folgende  drei  Fälle: 
a.   Ist  e>h,   so   liegt  der  Anfangspunkt   0  ausserhalb  des 
Kreises  (Pig.  19). 

Verbinden  wir  0  geradlinig  mit  dem 
Mittelpunkte  C  und  ziehen  die  Tangente 
OT,  so  ist  OC'^e,  CT^lc,  also: 

oder  nach    einer   bekannten  Eigenschaft 
der  Kreistangente: 

P-^OM.  ON, 

wenn  OM  eine  beliebige  durch  0  gelegte  Sekante  darstellt.  P  ist 
daher  die  Potenz*  des  Koordinatenanfanges  in  Bezug  auf  den  Kreis. 

ß.  Wenn  e<ÄJ,   befindet  sich  der  An- 
fangspunkt 0  innerhalb  des  Kreises  (Fig.  20). 
Wir  legen  rechtwinklig  gegen  CO  die 
Sehne  ST,  so  ist 

P (fc«-c^) ÖT« 

oder,  da  OT'^  OS,  mit  Kücksicht  auf  die 
Eigenschaft  der  in  eiilem  Punkte  sich  schnei- 
denden Kreissehnen, 


Vig.  19. 


flg.  so. 


*  Potenz  eines  Punktes  in  Beziehung  auf  einen  Kreis 
heisst  das  Produkt  der  beiden  zwischen  ihm  und  dem  Kreis  anfange  ge- 
legenen  Abschnitte  jeder  durch  diesen  Punkt  gehenden  geraden  Linie. 
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p«_  08.  OT OM.  ON, 

wo  wieder  MN  eine  beliebige  dnrcb  0  gezogene  Sehne  bezeichnen 
mag.  P  behftlt  hiermit  die  Torhergehende  Bedeutung,  ist  aber 
negatiy  in  Bechnnng  zu  ziehen,  da  die  beiden  als  Faktoren  der 
Potenz  auftretenden  Strecken  eine  entgegengesetzte  Lage  haben. 
y,  Ist  e  »  %,  oder  liegt  der  Anfangspunkt  auf  der  Peripherie, 
so  wird  P  «=■  0 

was  ebenfalls  mit  dem  Begriffe  der  Potenz  des  Eoordinatenanfanges 
ftlr  den  Kreis  insofern  übereinstimmt,  als  hier  einer  der  beiden  Fak- 
toren in  Null  übergeht.* 

Kehren  wir  von  dem  im  Vorhergehenden  enthaltenen  Exkurs 
ZOT  Untersuchung  der  allgemeinen  Kreisgleichung  zurück,  so  lässt 
sich  an  den  in  Nr.  l)  und  4)  aufgestellten  Formen  das  gemein- 
schaftliche Merkmal  festhalten,  dass  in  beiden  die  Beschränkung 
auf  einen  bestimmten  Kreis  von  drei  Konstanten  a,  h  und  k 
oder  a,  h  und  P  abhängig  gemacht  ist,  von  denen  P  und  k  ver- 
mittelst der  beiden  andern  Konstanten  a  und  h  durch  die  unter 
Nr.  5)  gegebene  Gleichung  an  «inander  gebunden  sind.  Sobald 
nun  diese  beständigen  Grössen  nicht  unmittelbar  gegebene  Werte 
besitzen,  erfordern  sie  zu  ihrer  Feststellung  drei  von  einander  un- 
abhängige Bedingungsgleichungen.  Wir  gewinnen  so  aus  der 
Gleiehungsform  das  Besultat,  dass  zur  Bestimmung  eines  Kreises 
drei  Bedingungen  nötig  sind.  Untersuchen  wir  den  Fall,  wenn 
der  Kreis  durch  drei  gegebene  Punkte  x^y^,  x^y^^  x^y^  hin- 
durchgehen soll. 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  sind  bei  dieser  Aufgabe  unter 
Festhaltimg   der  Form  4)  folgende   drei  Gleichungen   yorhanden: 

V+y«*-  ^ax^-2hy^  +  P^0, 

Werden  je  zwei  derselben  von  einander  subtrahiert,  so  entstehen 
die  neuen  Relationen: 


*  Dieselben  Besnltate  werden  auch  gewonnen,  wenn  man  Nr.  6)  in 

P«(€  +  Ä;)(e-Ä) 
mnfoxmt.     Hierbei  sind  e-\-k  und  e  — ft  als  Strecken  auf  der  Verbin- 
dnngsgeraden  des  Koordinatenanfanges  und  des  Kreismittelpnnktes  zu 
deaten. 
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^1^—  V+  3/1*—  ^2^-  2a  (xi  —  x^  —  2&  (^1  —  y^  —  0, 
V-  ^8*  +  ^2*-  %*-  2a  (a-g  -  aJa)  -  26  (y^  -  3^d)  —  0, 
V- V+3/8*-yi*--  2a(ar8-ari)  -  2fe  (y«  -  3^1)  -  0, 
die  80  von  einander  abhängen^  daes  ans  je  zweien  derselben  die 
dritte  gewonnen  wird,  wenn  man  die  ersteren  addiert  und  nachher 
sämmtliche  Vorzeichen  mit  den  entgegengesetzten  vertauscht.  Aus 
jedem  Paare  dieser  Oleichungen  können  daher  die  Eonstanten  a 
und  h  berechnet  werden,  womit  die  Lage  des  Mittelpunktes  be- 
stimmt ist.  Der  Radius  ergiebt  sich  dann  als  Entfernung  des 
Punktes  ah  von  einem  der  drei  gegebenen  Punkte.  Wir  wollen 
von  dieser  in  der  allgemeinen  Ausführung  etwas  lunstttndlichen, 
aber  durchaus  keine  Schwierigkeit  darbietenden  Rechnung  absehen 
und  dafür  durch  Betrachtung  der  Form  der  drei  letzten  Gleichungen 
zu  einer  einfacheren  Lösung  zu  gelangen  suchen.  Es  genügt  hier- 
bei, nur  eine  dieser  Gleichungen  ins  Auge  zu  ^SrSsen,  da  sie  mit 
Vertauschung  der  Stellenzeiger  für  die  drei  Punkte  sämtlich  in 
der  Form  übereinstimmen. 

Aus  der  ersten  entsteht,   wenn   man  gemeinschaftliche  Fak- 
toren aushebt  und  durch  —  2  dividiert, 

Hierin  bedeuten  nach  §  3  Nr.  1 1)    ?L±3  ^nd  ^^-^  ^^^  ^^^'' 

dinaten  des  Mittelpunktes  der  Verbindungsgeraden  von  x^y^^  und 
^2^2)  ^^®  ^^  £  ^^^  ^  bezeichnet  werden  sollen.  Der  Ereismittel- 
punkt  ah  ist  hiemach  auf  der  geraden  Linie  enthalten 

(^1  -  %)  (^  - 1)  +  (^1  -  y^  (y-v)^  0, 

wo  X  und  y  die  variabelen  Koordinaten  ausdrücken.  Die  letzte 
Gleichung  kann  auf  die  Form    * 

yi  -  % 

gebracht  werden  und  zeigt  nach  Nr.  6)  im  §  6  die  Gleichung  einer 
durch  den  Punkt  ^tj  gehenden  Geraden  an,  welche  auf  einer  Geraden 

4/  — - 1/ 
mit  der  Richtungskonstante  — oder  nach  §  6  Nr.  9)  auf  der 

Verbindungslinie  von  x^y^  und  x^y^  senkrecht  steht.  So  gelangen 
wir  zu  dem  bekannten  Satze,  dass  der  Mittelpunkt  des  durch  drei 
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gegebene  Punkte  gehenden  Kreises  in  den  drei  Perpendikeln  ge- 
legen ist^  welche  in  den  Mitten  der  diese  drei  Punkte  verbinden- 
den 8ehnen  errichtet  werden  können. 

Ein  zweites  Merkmal,  welches  den  fQr  den  Kreis  aufgestellten 
Gleichungsformen  anhaftet,  ist,  dass  sie  sämtlich  in  Beziehung 
auf  die  laufenden  Koordinaten  dem  zweiten  Grade  angehören.  Die 
allgemeinste  Gestalt  einer  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den 
Yerfinderlichen  x  und  y  ist  aber,  wenn  man  jedesmal  die  mit 
gleichen  Faktoren  versehenen  Glieder  in  eines  zusammenfasst, 

7)         Äa^  +  By^  +  2Cxy  +  2Dx  +  2Ey  +  F ^  0, 

worin  Ä^  B,  C ...  F  beliebige  zwischen  —  od  und  -f  oo  gelegene 
beständige  Koefficienten  vertreten,  von  denen  immer  einer,  der 
jedoch  von  Null  verschieden  sein  muss,  durch  Division  entfernt 
werden  kann.  Soll  es  nun  möglich  sein,  diese  Gleichung  7)  auf 
die  in  Nr.  4)  gefundene  Form  der  allgemeinen  Kreisgleichung  zu- 
rückzuführen, so  ist  die  Erfüllung  folgender  Bedingungen  notwendig 
und  ausreichend: 

er.  Die  Koefficienten  der  Quadrate  von  x  und  y  müssen  gleich, 
aber  von  Null  verschieden  sein ,  also :  JL  —  B  ;>  0. 

ß.  Es  darf,  nicht  das  Produkt  der  beiden  Grössen  x  und  y 
vorkommen,  d.  h.  es  muss  C »  0  sein. 

unter  diesen  Bedingungen  erhält  man  nämlich  mittels  Division 

durch  Ä  aus  Nr.  7) 

D  FF 

(x^  +  y^+2'jx  +  2jy  +  j''0, 

eine  Gleichung,   die  mit  Nr.  4)   vollständig  übereinstimmt,   wenn 

DE  F 

-j  =  —  a,  -j"*""^  ^Mid  "j  ""  "^  gesetzt  wird,     a  und  h  bedeuten 

dann  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  eines  durch  die  letzte 
Gleichung  charakterisierten  Kreises,  dessen  Radius  mittels  der  aus 
Nr.  5)  folgenden  Relation 

berechnet  werden  kann.  Soll  dieser  Kreis  möglich  sein,  so  ist  es 
noch  nötig,  dass  die  Bedingung 

erfüllt  wird.  Im  gegenteiligen  Falle  ist  kein  Kreis,  aber  auch 
Oberhaupt  keine  Linie  möglich. 
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Sobald  nftmlich  P— a'  +  ft*,  so  entsteht  aus  Nr.  4) 

ein  Besnltaty  dem  in  reellen  Zahlen  nur  genügt  wird,  wenn  gleich* 
zeitig  o;  —  a  und  y  ^h  ist.  Der  Kreis  schwindet  dabei  in  einen 
Punkt  —  den  Mittelpunkt  —  zusammen. 

Soll  femer  P^  d^  +  b^  sein,  so  kann  man 

P^a^  +  b^  +  <^ 

setzen,  worin  c  eine  reelle,  Ton  Null  verschiedene  Konstante  be- 
zeichnet    Man   erhält   dann  aus   der  in  Untersuchung  stehenden 

Gleichung: 

(«-a)«  +  (y-l.)»  +  c*-0. 

Da  die  beiden  ersten  Glieder  für  keinen  reellen  Wert  Ton  x  und 
y  negativ  werden  können ,  so  folgt,  dass  die  Gleichung  durch  die 
Koordinaten  keines  Punkts  der  Ebene  erfüllt  wird. 

Wir  erkennen  hieraus,  dass  eine  den  beiden  oben  gegebenen 
Bedingungen  entsprechende  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  x 
und  y.j  wenn  überhaupt  eine  Linie,  notwendig  einen  Kreis  geben 
lUr  Einübung  benutzen  wir  die  folgenden  Aufgaben. 

I.  Man  soll  den  Ort  der  Scheitel  aller  derjenigen 
Dreiecke  suchen,  welche  auf  einer  gegebenen  Grund- 
linie c  stehen  und  in  welchen  die  beiden  anderen  Seiten 
ein  konstantes  Verhältnis  1  :  s  besitzen. 

Die  Ghrundlinie  c  wei^de  zur  o;- Achse  und  einer  ihrer  Endpunkte 
zum  Koordinatenanfange  gewählt.  Bezeichnen  nun  für  irgend  eine 
Lage  des  Dreiecks  x  und  y  die  Koordinaten  des  Scheitels,  so  smd 
die  Längen  der  beiden  anderen  Dreiecksseiten  (vgl.  §  3  Nr.  l) 

Vx^  +  y*   und   VJx^^^^l^+^y 
und  wenn  sich  diese  wie  1 :  s  verhalten,  so  entsteht  als  Gleichung 
des  geometrischen  Ortes: 

oder  nach  Quadrierung  und  Verbindung  der  gleichnamigen  Glieder 
8)  («*  +  y«)(l~0-2ca;  +  c«-0. 

Unter  der  Voraussetzung,   dass  £  einen  von  der  Einheit  verschie- 
denen Wert  besitzt,  folgt  hieraus: 
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Die  letztere  Form  zeigt  für  den  gesuchten  Ort  einen  Kreis  an,  der 
za  lüttelpunktskoordinaten  a  —  c  :  (l  —  c^  und  &  >—  0  hat.  Die  Po- 
tenz des  Koordinatenanfanges  für  diesen  Kreis  ist  c* :  (l  —  s")  und 
man  findet  hieraus  den  Radius 


k     l/    ^  c^  ee 

für  den  Fall,    dass  e  <  1.     Im    entgegengesetzten  Falle   ist  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  zu  wählen. 

Wenn  «  —  1 ,  d.  h.  wenn  die  Dreiecke  gleichschenklig  sein 
sollen,  verschwinden  in  der  ersten  Gleichungsform  unter  Nr.  8) 
die  quadratischen  Glieder  und  es  bleibt  für  die  gesuchte  Orts- 
gleichung nach  gehöriger  Hebung: 


«  —  -J-  c. 


1  ^^        / 


Der  Kreis  geht  dann  in  eine  gerade  Linie  über,   welche  die  ge-       ^  i^      ^ 
meinschaftliche  Grundlinie  der  Dreiecke  halbiert  und  rechtwinklig  ^^C'a^j 

schneidet  ^^^-^'^     *"'  '^ 

IL  Zu  n  festen  Punkten  soll  der  geometrische  Ort 
eines  beweglichen  Punktes  gesucht  werden,  welcher  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Summe  der  Quadrate  seiner 
Entfernungen  von  allen  gegebenen  Punkten  einem  kon- 
stanten Quadrate  g^  gleich  ist. 

Eb  seien  a^&j,  Os^»**-^«^»  ^^^  Koordinaten  der  n  festen 
Punkte  und  xy  die  des  gesuchten  Punktes  in  einer  seiner  Lagen, 
so  führt  die  gestellte  Aufgabe  zu  der  Gleichung: 

+  («  -  a,)«  +  (y  -  \f 

+ 

+  (a;  -  o»)»  +  (y  -  6,)M 

Nach  Auflösung  der  Klammem  und  Verbindung  der  in  den  ein- 
zelnen Horizontalreihen  gleiche  Stellung  einnehmenden  Glieder 
führen  wir  mit  Anwendung  des  Summenzeichens  2  die  abgekürzten 
Bezeichnungen  ein: 

S  (a*)  —  £/j»  +  o,"  -f  . . .  -(-  an*  u.  s.  f. 


-3«. 
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Dann  ergiebt  sich  für  die  gesuchte  Ortsgleichnng: 
nx^  +  ny^  -2x,I!  (a)  -  2y  .  £(b)  + £{a^  +  ZQ)*)  -  ^ '^  0, 
oder  nach  Division  durch  n: 

x^  +  y*  —  2x'  —^^  —  2w ^  H ^    ^     — ^^-^ ^  —  0. 

n  n  n 

Man  erkennt  hierin  einen  Kreis  mit  den  Mittelpunktskoordinaten 

_^(g)      %  +  flg  +  . .  >  +  ai» 


5  = 


n  n 


Nach  den  bei  der  Aufgabe  V.  im  §  3  gefundenen  Ergebnissen 
sind  dies  die  Koordinaten  des  Punktes  der  mittleren  Entfemungr  für 
das  gegebene  System  fester  Punkte.    Beachten  wir  hierbei,  dass  in 

der  auf  den  gesuchten  Kreis  bezogenen  Potenz  — ^—^ ^— ^ 

des  angenommenen  Koordinatenanfanges  der  Wert  q  immer  so  ge- 
wählt werden  kann,  dass  der  Radius  eines  der  Aufgabe  genügen- 
den Kreises  irgend  einen  gegebenen  Wert  enthttlt,  so  gelangen 
wir  zu  folgendem  Lehrsatze: 

Wenn  man  den  Punkt  der  mittleren  Entfernung  in 
einem  Systeme  fester  Punkte  zum  Centrum  eines  Systems 
koncentrischer  Kreise  wählt,  so  besitzen  diese  Kreise 
die  Eigenschaft,  dass  die  Quadrate  der  Entfernungen 
jedes  ihrer  Punkte  von  allen  gegebenen  Punkten  eine 
für  jeden  einzelnen  Kreis  unveränderliche  Summe  geben. 


§  10. 
Der  Kreis  und  die  (Gerade. 


Zur  Aufsuchung  der  Beziehungen,  welche  zwischen  einem 
Kreise  und  einer  Geraden  stattfinden,  wenden  wir,  um  f&r  die 
erstere  Linie  eine  möglichst  einfache  Gleichung  zu  erlangen,  ein 
rechtwinkliges  Koordinatensystem  an,  dessen  Anfang  im  Ereis- 
mittelpunkte  gelegen  ist.  Die  Gleichungen  der  beiden  Linien  haben 
dann  die  Form: 

aj*  +  y*  =  **   ^Mid   y  ■=  Äx  +  fe, 
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wobei  den  Eonstanten  Ä  und  h  die  aus  der  Theorie  der  geraden 
Linie  bekannten  Deutungen  zukommen. 

Sollen  beide  Linien  gemeinschaftliche  Punkte  besitzen^  so 
müssen  die  Koordinaten  dieser  Punkte  den  beiden  gegebenen  Glei- 
chungen Genüge  leisten.  Durch  Elimination  von  y  findet  sich 
dami  für  das  zugehörige  x: 

1)  (1  +  Ä^)  ic«  +  2Äbx  +  (6*  -  1c^)  -  0. 

Der  Wert  von  y  kann  aus   der  Gleichung  y  =  Ax  +  b  berechnet 
werden. 

Die  unter  Nr.  1)  aufgestellte  Gleichung  ist  unter  allen  Um- 
ständen eine  quadratische,  da  der  zu  x^  gehörende  Faktor  1  +  Ä^ 
nie  kleiner  als  die  positive  Einheit  werden  kann.  Man  erhält 
daher  immer  zwei  Werte  von  x  und  eben  so  viele  für  die  zuge- 
hörigen y,  deren  Beschaffenheit  aus  der  sogenannten  Diskrimi- 
nante*   dieser   quadratischen   Gleichung   abgeleitet  werden  kann^ 

n&mlich  aus: 

J  =  AH^  -  (1  +  Ä^)  (&«  -  k% 

oder^  wie  man  nach  einfacher  Umformung  erhält,  aus: 

Da  in  dem  letzteren  Ausdrucke  der  Faktor  1  +  A^  weder  ver- 
schwinden, noch  einen  Einfluss  auf  das  Vorzeichen  des  Produktes  aus- 
üben kann,  so  hängt  die  Beschaffenheit  der  beiden  Wurzeln  ledig- 

lioh  von  dem  Faktor  k*  —  ^  ab,  und  es  sind  dieselben  reell 

imd  verschieden,  reell  und  gleich  oder  endlich  imaginär,  je  nachdem 


k* 


<i  +  Ä» 


*  Aus  der  quadratischen  Gleichung  ax*  -\'  2§x  -{■  y  ^  0  findet  man 
nach  den  gewöhnlichen  Methoden: 


X 

a 
worin  zur  Abkürzung  des  Ausdruckes 


j^yp*-ocY 

gesetst  ist.  Die  beiden  Wurzeln  sind  hiemach  reell  und  verschieden, 
reell  und  gleich  oder  endlich  imaginär,  je  nachdem  J'^O,  d^O  oder 
J<0.  Die  Grösse  d^  deren  Wert  hierbei  entscheidend  ist,  wird  die 
Diskriminante  oder  Determinante  der  betrachteten  quadratischen 
Gleichung  genannt. 
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Die  bei  ünierscheidang  dieser  drei  FftUe  Yorkommende  Grösse 

— -  — T-j  ist  nach  Nr.  11)  im  §  6  das  Quadrat  der  Entfernung  der 
1  ~f"  ^ 

gegebenen  geraden  Linie  vom  Koordinatenanfange,  d.  i.  hier  yom 
Ereismittelpunkte;  es  kommen  also  die  drei  Fälle  darauf  hinaas, 
dieses  Quadrat  mit  dem  Quadrate  des  Halbmessers,  oder,  wenn 
wir  zu  den  ersten  Potenzen  zurückgehen,  den  Badius  mit  der  er- 
wShnten  Entfernung  zu  vergleichen.  Je  nachdem  der  Halbmesser 
grösser  ist  als  die  Entfernung,  ihr  gleich  oder  kleiner  ist,  haben 
Kreis  und  Gerade  zwei  Punkte,  einen  Punkt  oder  keinen  Punkt 
gemein«  Durch  die  gefundenen  Bedingungen  werden  daher  in  der 
Sprache  der  analytischen  Geometrie  Sekanten,  Tangenten  und  solche 
Gerade  unterschieden,  welche  in  allen  ihren  Punkten  ausserhalb 
des  Kreises  liegen. 

Bringt  man  die  Gleichung  l),  indem  man  durch  1  +  ^^^  di- 
vidiert, auf  die  Form 

Ah  6*  —  Ä* 

so  finden  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Gleichungen,  wenn 
x^  und  x^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  d.  L  die  Abscissen  der 
dem  Kreise  und  der  Geraden  gemeinschaftlichen  Punkte  bedeuten, 
die  Beziehungen  statt: 

Xi  +  Xj  Ah  b*  —  Ä* 

~~2  r+T»'       ^'^^ "  1  +  A^' 

Um  zunächst  die  geometrische  Bedeutung  der  letzten  dieser  bei- 
den Gleichungen  darzuthun,  verweisen  wir  auf  Fig.  21.    Darin  ist 

a?!  =-  OM^,  x^  -=  OJtfg,  h  —  OB, 
A  =  tan  a ,  wenn  a  den  L  M^CP^ 
bezeichnet.  Die  fragliche  Gleich- 
ung geht  hiermit  über  in: 

Ä*  —  Ä:* 
OM. .  OML  -        ,     ■ 

sec'  u 

Wenn  wir  hierin  beiderseitig  mit 

sei?  a  multiplicieren  und  für  OM^  .  seca  und  OM^  .  seca  ihre  Werte 

einsetzen,  entsteht  daraus: 

J?Pi .  J?Pj  «  6»  -  Äl 

Das  Produkt  BF^  .  BP^   zeigt   sich   hiernach   einzig   von  der 
Lage  des  Punktes  B  und  dem  Badius  des  Kreises  abhängig,  ohne 
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dass  die  Richtung  der  besonderen  Geraden  in  Frage  kommt,  wel- 
cher die  DurchschnittBpnnkte  P^  und  P^  ihre  Entstehung  verdanken. 
Die  Untersuchung  führt  somit  zu  der  bereits  im  vorigen  Paragra- 
phen benutzten  Eigenschaft  der  Potenz  eines  Punktes  in  Beziehung 
auf  einen  gegebenen  Kreis  zurück. 

Was  femer  den  Wert  von  \-  (a^i  +  x^)  betriflPt,  so  wollen  wir 
zunächst  die  Abkürzungen  -g-  (a?!  +  äJj)  =  5»  y  (^i  +  ^a)  ~  ^  ®^^* 
führen,  wobei  y^  und  y^  ^^^  ^^^  Abscissen  x^  und  x^  zugehörigen 
Ordinaten  der  Punkte  P^  und  Pg  bedeuten  sollen.  Unter  diesen 
Voraussetzungen  sind  §  und  17  die  Koordinaten  des  Halbierungs- 
pimktes  der  Sehne  PiPg*  Dann  ist,  mit  Bücksicht  darauf,  dass 
dieser  Punkt  auf  der  Geraden  y  ^  Ax  +  h  liegt: 

Ab 

Durch  Elimination  von  h  folgt  hieraus  das  Resultat 

^  +  Ari^O 

als  Gleichung  für  die  Koordinaten  der  Mitten  aller  derjenigen 
Sehnen,  welche  nur  im  der  Bichtungskonstante  A  übereinstimmen, 
d.  h.  es  ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  der  Mitten  einer 
Schar  paralleler  Sehnen.     Wird  dieselbe  in 

umgestaltet,  so  zeigt  sich  aus  Vergleichung  mit  Nr.  6)  im  §  6, 
dass  sie  einer  durch  den  Koordinatenanfang  (den  Kreismittelpunkt) 
gehenden  Geraden  angehört,  welche  auf  den  parallelen  Sehnen  mit 
der  Richtungskonstante  A  senkrecht  steht.  Die  Mitten  paralleler 
Sehnen  liegen  hiemach,  wie  schon  aus  der  Elementargeometrie  be- 
kannt ist,  auf  einem  zu  den  Sehnen  normalen  Durchmesser. 

Da  sich  das  letzte  Besultat  auf  alle  Geraden  mit  der  Bichtungs- 
konstante A  bezieht,  so  hat  es  auch  dann  noch  Giltigkeit,  wenn 
eine  solche  Gerade  Tangente  wird.  Die  beiden  Punkte  P^  und  P^ 
fallen  dann  mit  £ij  in  einen,  nfimlich  den  Berührungspunkt, 
msammen,  und  die  Gleichung 

^  +  Ari^O 

gehört,  wenn  man  |  und  17  als  veränderliche  Koordinaten  betrachtet, 
dem  im  Berührungspunkte  auf  der  Tangente  errichteten  Perpen- 
dikel oder  der  sogenannten  Normale  an«    Die  Form  dieser  Gleich- 

Fort  u.  Schlömilch,  anal.  Geom.  I.  5.  Aafl.  5 
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ung  zeigt,  dasB  alle  Normalen  des  Kreises  durch  seinen  Mittelpunkt 
gehen.  Mittels  dieser  bekannten  Eigenschaft  ist  es  leicht,  die 
Gleichung  einer  an  den  Kreis  gezogenen  Tangente  zn  bilden,  für 
welche  der  Berührungspunkt  x^y^  gegeben  ist.  Wir  finden  znnftchst 
für  die  Bichtungskonstante  der  Normale,  da  sie  durch  den  Punkt 
oc^yi   und  den  Koordinatenanfang  geht,   nach  Nr.  9)  im  §  5  den 

Wert  -1  folglich  für  die  darauf  senkrechte  Tangente  mit  Bfick- 

Sicht  auf  §  6  Nr.  6)  die  Gleichung: 

yi 

woraus  nach  einfacher  Umformung 

entsteht.  Da  x^y^^  ein  Feripheriepunkt,  also  x^  +  y^  — »  Ä;*  ist,  ßo 
erhftlt  man  mit  Einsetzung  dieses  Wertes  für  die  Gleichung  der 
im  Punkte  x^y^  an  den  Kreis  gelegten  Tangente: 

2)  x^x  +  y^^y^UK 

Mit  Umgehung  der  Normale  gelangen  wir  zu  derselben  Gleich- 
ung, wenn  wir  in  der  Formel  l),  welche  für  die  Abscissen  der 
dem  Kreise  und  der  Geraden  gemeinschaftlichen  Punkte  giltig  war. 
die  Bedingung  substituieren,  unter  welcher  die  beiden  Durchschnitts- 
punkte  in  einen  zusammenfallen.  Für  den  Berührungspunkt  x^yi 
der  an  den  Kreis  x*  +  v/*  =  ä*  gezogenen  Tangente  y  ^^  Ax-\'h 
haben  wir  nämlich  nach  Nr.  l)  die  Gleichung: 

(1  +  A^)  x^^  +  2Ahx^  +  {h^  -  k^)  -  0, 

worin,  damit  die  beiden  Wurzeln  gleich  werden, 

{l  +  A^)Q)^-k')^A'h^   oder   b*-k^^^-^ 

sein  rouss.     Man  erhält  hiermit  nach  Division  durch  1  +  A*: 

Ah      /  Ah  \^    /    ^    Ah  y    ^ 

Ah 

•"'^  ^       1  +  A*' 

Mittels. der  Gleichung  y^^^  Ax^+  h  findet  sich  ferner: 

h 
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und  durch  Verbindung  der  beiden  letzten  Grleichungen  entsteht  für 
die  Bichtongskonstante  der  Tangente: 

Durch  Substitution  dieses  Wertes  in  der  Oleichung' 

welche  allen  durch  den  Punkt  x^y^  gehenden  Oeraden,  also  auch 
der  Berührenden  angehört,  kommen  wir  zu  der  früher  gefundenen 
Tangentengleichung  zurück. 

Die  für  eine  Tangente  mit  gegebenem  Berührungspunkte  ge- 
fundene Oleichung  2)  gewtthrt  uns  die  Mittel,  folgende  Aufgabe 
zu  lösen: 

Von  einem  ausserhalb  eines  gegebenen  Kreises  ge- 
legenen Punkte  x^y^  sollen  an  diesen  Kreis  Berührende 
gezogen  werden;  es  sind  die  Berührungspunkte  zu  be- 
stimmen. 

Wird  ein  der  gestellten  Aufgabe  genügender  Berührungspunkt 
mit  I17  bezeichnet,  so  erhttlt  nach  dem  Vorigen  die  an  diesen  Punkt 
gelegte  Tangente  die  «Gleichung: 

k^  +  ny^  Ä;*, 

die,  wenn  die  Tangente  durch  den  gegebenen  Punkt  x^y^  gehen 
soll,  auch  noch  mit  Einsetzung  von  x^  und  y^  für  x  und  y  ihre 
Geltung  behalten  muss.  Beachtet  man  femer,  dass  der  Punkt  £1} 
auf  der  Kreisperipherie  liegen  soll,  so  hat  man  zu  seiner  Bestim- 
mung folgende  zwei  Gleichungen: 

Da  die  eine  dieser  beiden  Gleichungen  quadratisch  ist,  so  müssen 
sich  zwei  zusammgehörige  Paare  von  Werten  für  |  und  vi  finden; 
die  Aufgabe  lässt  also  im  allgemeinen  eine  doppelte  Lösung  zu, 
was  dem  bekannten  elementar -geometrischen  Satze  entspricht,  dass 
von  einem  Punkte  ausserhalb  eines  Kreises  zwei  Tangenten  an 
diesen  gezogen  werden  können.  —  Die  Berechnung  der  Werte  von 
I  und  1}  kann  der  Selbstübung  überlassen  bleiben.  Einfacher  ge- 
langen wir  auf  die  folgende  Weise  zum  Ziele. 

Wenn  in  der  ersten  der  beiden  zur  Ermittelung  von  £  und  1/ 
itlhrenden  Gleichungen,  nämlich  in 
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^^1  +  vyi  ==  ^* 

I  und  fi  als  yeränderlich  angesehen  werden,  so  gehört  dieselbe  als 
Gleichnng  ersten  Grades  einer  geraden  Linie  an,  die  dnrch  die 
beiden  gesuchten  Berührongspiu^te  hindurchgehen  muss.  Bezeicb- 
nen  wir  nun  wie  gewöhnlich  die  laufenden  Koordinaten  mit  x  und 
y,  so  ist  mit  geänderter  Ordnung  der  Faktoren 

3)  x^x  +  y^y^l^ 

die  Gleichung  der  sogenannten  Berührungssehne  (dieselbe  nach 
beiden  Seiten  hin  unendlich  verlängert  gedacht) ,  in  deren  Durch- 
schnitten mit  dem  gegebenen  Kreise  sich  die  beiden  Bertthrongs- 
punkte  vorfinden.  Da  die  Form  dieser  Gleichung  mit  der  unter 
Nr.  2)  für  die  Tangente  gefundenen  vollkommen  übereinstiinint 
so  besitzt  die  Berührungssehne  wie  die  Tangente  die  Eigenschaft 
auf  der  Yerbindungsgeraden  des  Kreismittelpunktes  mit  dem  Ponkte 
x^y^  senkrecht  zu  stehen. 

um  den  Punkt  zu  bestimmen,  in  welchem  die  Gerade  OP^ 
von  der  Berührungssehne  geschnitten  wird,  drehen  wir  das  Koor- 
dinatensystem und  legen  die  neue  Abscissenachse  durch  den  Punkt 
Pj.  Bezeichnet  d  die  Strecke  OP^,  so  hat^P^  im  neuen  Systeme 
die  Koordinaten  d,  0.  Die  Gleichung  der'  Berührungssehne  wird 
daher,  wenn  die  Abscissen  mit  £  bezeichnet  werden, 

dl  «  h\ 
Diese  Gleichung  liefert  ^ 

^       d' 

sie  bestätigt  zunächst,  das  die  Berührungssehne  normal  zu  OPi 
ist;  femer  lehrt  sie,  dass  der  Radius  Je  des  Kreises  das  geometrische 
Mittel  aus  der  Strecke  OP^  und  der  von  der  Berührungssehne  auf 
OPi  abgeschnittenen,  an  0  liegenden  Strecke  ist. 

§  11. 
Zwei  Kreise. 

Die  gegenseitigen  Lagen  zweier  Kreise  können  immer  auf  die 
eines  Kreises  und  einer  Geraden  zurückgeführt  werden.  Sind  näm- 
lich, um  von  einer  möglichst  allgemeinen  Auffasstmg  auszugeheiL 
die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  nach  Nr.  4)  im  §  9  in  der  Form 
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2h^y+P^^0 

gegeben,  so  muss  fClr  ihre  etwa  vorhandenen  gemeinschaftlichen 
Punkte  auch  jede  neue  Gleichung  giltig  sein,  welche  als  notwendige 
Folge  der  beiden  gegebenen  auftritt.  Durch  Subtraktion  entsteht 
die  Gleichung  ersten  Grades: 

2)  2  (oi-  Oj)  iT  +  2  (fei  -  feg)  y^P^+P^^  0 

i  i.  die  Gleichung  derjenigen  Geraden,  welche  die  Durchschnitts- 
pimkte  der  beiden  zu  untersuchenden  Kreise  enthält,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  solche  Punkte  vorhanden  sind.  Können  hier- 
nach die  beiden  Kreise  nur  Punkte  mit  einander  gemein  haben, 
welche  gleichzeitig  in  dieser  Geraden  gelegen  sind,  so  folgt  zu- 
nächst mit  Bücksicht  auf  den  vorb ergehenden  Paragraphen,  dass 
solcher  Punkte  höchstens  zwei  vorhanden  sein  werden.  Die  durch 
die  Gleichung  2)  charakterisierte  Linie  selbst  stellt  die  gemein- 
Bchaftliche  Sekante  der  beiden  Kfeise  oder  ihre  gemeinschaft- 
liche Tangente  dar,  oder  liegt  endlich  ausserhalb  beider  Kreise, 
je  nachdem  dieselben  sich  schneiden,  sich  berühren  oder  keine  ge- 
meinschaftlichen Punkte  besitzen.  Zu  einer  auf  alle  diese  drei 
Lagen  bezüglichen  Eigenschaft  der  fraglichen  Geraden  gelangen  wir 
durch  die  folgende  Untersuchung. 

Mit  Einführung  der  abgekürzten  Bezeichnung 

n^-^  x^  +  y* -  2a^x  -  2hiy  +  Pi, 
JT2 «  a;*  +  y*  —  2a^x  —  2h^y  +  Pj 
können  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  auf  die  Ausdrücke 

JIi  =-  0   und   JTj  =  0 

reduciert  werden.  Die  durch  Subtraktion  entstandene  Gleichung  2) 
gewinnt  hiermit  die  Form 

oder  auch 
4)  n^ «  27j. 

Hierin  ist  eine  geometrische  Eigenschaft  der  Linie  enthalten,  zu 
der  man  leicht  gelangt,  wenn  man  auf  die  Werte  von  17^  und 
n^  zurückgeht.  Drücken  wir  zu  diesem  Endzwecke  P^  mit  Be- 
natzung der  Formel  5)  im  §  9  durch  a^,  h^  und  ^  aus,  wobei 
^  den  Radius  des  Kreises  bedeutet,   für  welchen  o^  und  h^  die 


3) 
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Mittelponktskoordinaten  darstellen,  so  kann  die  erste  der  Gleich- 
ungen unter  Nr.  3)  auf  die  Form 

gebracht  werden.  Nach  einer  bereits  mehrfach  angewendeten  For- 
mel stellt  hierin  die  Quadratwurzel  des  Ausdruckes 

die  Entfernung  des  Punktes  xy  vom  Kreismittelpunkte  a^^b^  dar. 

die  wir  mit  e^    bezeichnen   wollen.     Für  IT^    ergiebt   sich   hierauä 

der  Wert: 

n^  _  Ci«  -  k^^ 

Mit  Bücksicht  auf  die  im  §  9  gewonnene  Deutung  der  dortigen 
Gleichung  6),  welche  mit  der  jetzt  gefundenen  in  der  Form  voll- 
kommen übereinstimmt,  bewährt  sich  hiemach  77^  als  Potenz  des 
Punktes  xy  für  den  Kreis,  welchem  die  Konstanten  a^,  h^  und  }i\ 
zukommen.  In  ganz  gleicher  Weise  gelangen  wir  zu  der  Erkennt- 
nis, das  n^  die  Potenz  des  I^unktes  xy  für  den  zweiten  der  in 
Untersuchung  befindlichen  Kreise  darstellt.  Hieraus  folgt,  dass  die 
durch  die  Gleichung  4),  also  auch  durch  die  hiermit  identische 
unter  Nr.  2)  bezeichnete  Gerade  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  jedem 
ihrer  Punkte  in  Beziehung  auf  beide  Kreise  Reiche  Potenzen  zu- 
kommen.  Nach  dieser  Eigenschaft  soll  sie  die  Linie  gleicher 
Potenzen  oder  kurz  Potenzlinie  für  die  beiden  Kreise  genannt 
werden.  Mittels  der  bekannten  Bedeutung  der  Potenz  eines  Punktes 
für  einen  Kreis  folgt  hieraus  unter  anderem,  dass,  wenn  man  Ton 
einem  ausserhalb  der  beiden  Kreise  gelegenen  Punkte  dieser  Linie 
an  beide  Kreise  Tangenten  legt,  die  zwischen  diesem  Punkte  und 
den  Beitihrungspunkten  gemessenen  Strecken  dieser  Tangenten  gleich 
lang  sind,  dass  also  z.  B.  die  von  den  Berührungspunkten  begrenz- 
ten Strecken  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  beider  Kreise  von 
der  Potenzlinie  halbiert  werden.  Hiemach  führt  sie  auch  die  Be- 
nennung Linie  der  gleichen  Tangenten. 

Eine  zweite  allgemeine  Eigenschaft   der  Potenzlinie  wird  ge- 
wonnen, wenn  wir  ihre  in  Nr.  2)  enthaltene  Gleichung  auf  die  Form 

bringen,  worin  —  p r~  die  Richtungskonstante  bezeichnet   Nach 
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Nr.  5)  im  §  6  zeigt   sich,    dass    eine  Gerade   mit  der  Bichtangs- 

konstante   — von  ihr  rechtwinklig  durchschnitten  wird.    Diese 

ai  — Og 

letztere  Konstante  gehört  aber  nach  Nr.  9)  im  §  5  der  die  Mittel- 
punkte der  beiden  Kreise  verbindenden  Centrallinie  zu.  Hieraus 
entsteht  der  Satz:  Die  Potenzlinie  zweier  Kreise  steht  auf 
der  Centrallinie  dieser  Kreise  senkrecht,  wie  für  den 
Fall,  wo  die  Potenzlinie  in  die  gemeinschaftliche  Sekante  oder  ge- 
meinsame Tangente  übergeht,  aus  der  Elementargeometrie  be- 
kannt ist. 

Wird  zu  den  beiden  Kreisen  noch  ein  dritter  hinzugefügt ,  so 
können  nach  Nr.  4)  die  Gleichungen  der  Potenzlinien  dieser  drei 
Kreise  in  der  Form 

Hi-jz,,    n^^n^,    Ti^'-n^ 

geschrieben  werden.  Da  jede  dieser  drei  Gleichungen  eine  not- 
wendige Folge  der  beiden  anderen  ist,  so  muss  ein  Funkt,  für 
welchen  zwei  dieser  beiden  Gleichungen  gelten,  auch  der  dritten 
genügen,  also  auch  auf  der  dritten  Potenzlinie  gelegen  sein,  oder 
mit  anderen  Worten:  Die  Potenzlinien  dreier  Kreise  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte.  Dieser  Lehrsatz  kann  benutzt 
werden,  .um  die  Potenzlinie  zweier  sich  nicht  schneidenden  und 
anch  nicht  berührenden  Kreise  zu  konstruieren.  Legt  man  nämlich 
einen  dritten  Kreis  so,  dass  er  die  beiden  gegebenen  Kreise  schneidet, 
so  sind  die  gemeinschaftlichen  Sekanten  zwei  Potenzlinien,  durch 
deren  Durchschnittspunkt  auch  die  dritte,  den  beiden  gegebenen 
Kreisen  angehörige  hindurchgehen  muss.  Die  durch  diesen  Punkt 
gelegte  Senkrechte  zur  Centrallinie  der  beiden  ersten  Kreise  stellt 
die  gesuchte  Gerade  dar.  Die  Füllung  der  Senkrechten  kann  auch 
umgangen  werden,  wenn  man  einen  vierten  Kreis  zu  Hilfe  nimmt, 
welcher  wieder  die  beiden  gegebenen  schneidet,  und  mittels  der 
gemeinsamen  Sekanten  einen  zweiten  Punkt  der  gesuchten  Potenz- 
linie konstruiert. 

Gehen  wir  zu  der  Aufgabe  über,  mittels  der  Potenzlinie  die 
gegenseitigen  Lagen  zweier  Kreise  analytisch  zu  untersuchen,  so 
soll  zon&chst  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  das  Koordinatensystem 
so  gelegt  werden,  dass  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  eine 
möglichst  einfache  Form  gewinnen.     Wir  treffen  hierzu  folgende 
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Bestimmungen:  Der  Mittelpunkt  des  einen  der  beiden  Kreise,  und 
zwar  bei  Verschiedenheit  der  Halbmesser  der  Mittelpunkt  des 
grösseren  (mit  dem  Radius  K)  werde  zum  Koordinatenanfangs- 
pxmkte  gewählt  und  die  positive  Seite  der  o;- Achse  durch  das  Cen- 
trum des  zweiten  Kreises  (dessen  Radius  k  sein  soll)  gelegt;  die 
positive  Zahl  a  giebt  den  Abstand  beider  Mittelpunkte  an.  Die 
Gleichungen  der  zwei  Kreise   sind  unter  diesen  Voraussetzungen: 

°''  1  («  -  ay  +  r  -  k\ 

Man  erhält  hieraus  durch  Substraktion  als  Gleichung  der  Potenzlime 

welche  leicht  auf  die  Form 

a^  +  K^-k^       ^  a       K^-k^ 

6)  X  = oder     i^t'  =»  -    H 

^  2a  2  2a 

gebracht  werden  kann.  Nach  dieser  Form  zeigt  sich  die  Potenz- 
linie  parallel  zur  ^- Achse  oder  senkrecht  zur  o;- Achse  in  Über- 
einstimmung mit  der*  bereits  bewiesenen  Eigenschaft  der  recht- 
winkligen Lage  zur  Centrallinie.  Zugleich  sehen  wir,  dass  sie  stets 
dem  Mittelpunkte  des  kleineren  Kreises  näher  gelegen  sein  muss, 
indem  sie  durch  denjenigen  Punkt  der  Centrallinie  hindurchgeht 

welcher  um  den  nach  den  Voraussetzungen  positiven  Abstand  — 

von  der  Mitte  der  Strecke  a  entfernt  ist.  Im  Falle  der  Gleich- 
heit beider  Kreise  liegt  die  Potenzlinie  von  den  Mittelpunkten 
gleichweit  entfernt. 

Zur  Trennung  der  möglichen  Lagen  unterscheiden  wir  fol- 
gende drei  Fälle: 

a,  Ist  x"^  K,  so  liegt  die  Potenzlinie  ausserhalb  des  grösseren; 
also  auch  ausserhalb  des  kleineren  Kreises,  da  etwa  vorhandene 
gemeinschaftliche  Punkte  stets  allen  drei  Linien  gemeinsam  sein 
müssen.     Nach  Nr.  6)  erhalten  wir  für  diesen  Fall  die  Bedingung 

2  a >^ 

nnd  nach  leichter  Umgestaltung 

(a  -  Z)*  -  Ä«  >  0 
oder 

{a-(K+k)}{a-(K-k)}>0. 
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Der  letzteren  Ungleichung  wird  nur  genügt,  wenn 

entweder  a  >  ÜT  +  ä;,  wobei  von  selbst  a>  K  —k^ 
oder  a  <K—  k,      „        „        „      a<i  K+k, 

Im  ersteren  dieser  beiden  Fälle  ist  a*  >  (Z"  +  k)  (K  —  k)  oder 
JI*  —  Ä*  <  a\  folglich  mit  Rücksicht  auf  Nr.  6)  x<a.  Die  Po- 
tenzlinie liegt  hiemach  zwischen  beiden  Kreisen ^  so  dass  dieselben 
YoUständig  Ton  einander  getrennt  sind.  Im  zweiten  Falle  erhält 
man  in  gleicher  Weise  iJ^  —  Ä*  >  a*  und  a;  >  a,  die  Potenzlinie 
liegt  hierbei  ausserhalb  der  beiden  Kreise,  von  welchen  der  eine 
den  andern  umschliesst. 

ß.  Wenn  rr  «  JT,  so  ergiebt  sich  durch  eine  ähnliche  Rechnung 
wie  Yorher  die  Bedingungsgleichung: 

{a-(K+k)){a-{K-k)]^0, 

welche  nur  Befriedigung  erlangt,  wenn  entweder  a  ^  K  +  k  oder 
a^  K  —  h  Die  Potenzlinie  ist  hierbei  gemeinsam  Tangente  der 
beiden  Kreise,  welche  sich  im  ersten  Falle  von  aussen,  im  zweiten 
von  innen  berühren. 

y.  Sobald  a?  <  JST,  schneidet  die  Potenzlinie  beide  Kreise,  die 
demnach  einander  selbst  durchschneiden  müssen.  Als  Bedingung 
hierftir  entsteht: 

[a-{K+k)][a-{K--k)]<0, 
was  nur  möglich  ist,  wenn  ^ 

K+k>a>  K—k. 

Die  analytische  Untersuchung  der  Potenzlinie  führt  hiemach 
auf  die  aus  der  Elementargeometrie  bekannten  Unterscheidungs- 
merkmale der  Lagen  zweier  Kreise  zurück. 
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Soll  die  allen  Yorhergehenden  Betrachtungen  zu  Grunde  ge- 
legte Eigenschaft  des  Kreises^  dass  jeder  Peripheriepunkt  denselben 
Abstand  Yom  Mittelpunkte  besitzt,  durch  schiefwinklige  Koordinaten 
ausgedrückt  werden,  so  entsteht  mit  Beibehaltung  der  früher  für 
die  Mittelpunktskoordinaten  und  den  Radius  eingeführten  Bezeich- 
nungen nach  Nr.  2)  im  §  3  als  allgemeinste  Gleichung: 

1)     (x  -  ay  +  (y  -  &)2  +  2  (a;  ~  a)  {y  -  b)  cosm  =  k^, 
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worin  wieder  co  den  Koordinatenwinkel  darstellt.     ZimäcbBt  kann 
diese  Gleichung  auf  die  Form 

x^  '\-  y^  +  2xyc<>sa)  --  2  (a  +  hcosm)  X  --  2  (b  +  acosG}i)y 
+  (a*  +  h^  +  2ahco8(o  -  F)  «  o 

gebracht  werden,  und  wenn  wir  hierin  zur  Abkürzung 

2)  a  +  2> cos 0)  ■=  tn ,         b  +  acosG)  ^  n, 

a^  +  h*+  2abcos(o  —  1c^^P 

setzen y  so  geht  sie  über  in: 

3)  x^  +  y^+  2xy  cos co  —  2mx  -r2ny  +  P--=0. 

Was  die  Bedeutung  der  hierbei  benutzten  Konstanten  tn,  n  und  P 
betrifft,  so  ist  vor  allen  Dingen  leicht  ersichtlich,  dass  unter  P 
wieder  die  Potenz  des  Koordinatenanfanges  für  den  Kreis  zu  Ter- 
stehen  ist.     Setzen  wir  nämlich 

a^  +  b^  +  2abcos<o  =  e^ 

so  stellt  e  nach  Nr.  8)  im  §  2  die  Entfernung  des  Kreismittel- 
punktes vom  Koordinatenanfangspunkte  dar.  Mit  Substitution  dieses 
Wertes  in  den  Ausdruck  für  P  kommen  wir  aber  zur  Gleichung  6) 
des  §  9^  folglich  auch  zu  allen  daraus  gezogenen  Folgerungen  zu- 
rück. Rücksichtlich  der  Deutung  der  Kon- 
stanten m  und  n  ist  auf  die  erste  der  Gleicb- 
ungen  6)  im  §  2  zu  verweisen,  nach  welcher 
m  ^^bcosa  +  a  die  Projektion  des  Radius- 
vektor des  Mittelpunktes  auf  die  :c- Achse 
und  n  (wie  sich  sofort  aus  Yertauschung 
der  Achsenbezeichnung  ergiebt)  die  Pro- 
jektion derselben  Strecke  auf  die  ^- Achse  dar- 
stellt. Bestätigt  wird  dieses  Resultat  in  Fig.  22 ,  worin  a  -»  Oil »  ^C 
und  b  =  OB  «  ÄC,  femer  m  «  OM  und  n  «  ON  ist. 

Wird  die  unter  3)  gewonnene  Gleichung  des  Kreises  mit  der 
im  §  9  Nr.  7)  angeführten  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades 

Äx^  +  By^  +  2Cxy  +  2Dx  +  2Ey  +  F ^  0 

in  Vergleichnng  gebracht,  so  zeigt  sich,  dass  die  letztere  notwen- 
dig einem  Kreise  —  wenn  überhaupt  einer  Linie  —  angehören 
muss,  sobald  der  Relation 

4)  Ä:B  :C  '^  1  :  1:  COSG) 

Genüge  geleistet  ist   Der  Weg,  welcher  zu  diesem  Resultate  führt. 
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ist  mit  dem  im  §  9  bei  Nr.  7)  eingeschlagenen  Yollkommen  über- 
einstimmend. 

Die  im  Vorigen  aufgestellten  Formeln  gehen  selbstverständlich 
in  die  ftir  rechtwinklige  Koordinaten  giltigen  über,  wenn  o  »  90^ 
gesetzt  wird.  Dabei  vereinfachen  sich  aber  die  Beziehungen  so 
sehr,  dass  es  sich  fast  für  alle  auf  den  Kreis  bezüglichen  Untersuch- 
ungen empfiehlt,  vom  Gebrauche  schiefwinkliger  Koordinaten  abzu- 
sehen.   Wir  beschränken  uns  daher  einzig  auf  das  folgende  Beispiel: 

Es  soll  die  Gleichung  eines  Kreises  aufgesucht  wer- 
den, welcher  die  Achsen  eines  beliebigen  Parallelkoor- 
dinatensjstems  berührt. 

Aus  Nr.  3)  ergiebt  sich  bei  noch  unbestimmter  Lage  des  Ko- 
ordinatensystems für  die  Abscissen  der  gemeinschaftlichen  Punkte 
des  Ejreises  und  der  o;- Achse  mittels   der  Substitution  ^  »  0  die 

Gleichung:  ,;«_  2«»x +  P=  0, 

deren  linke  Seite  zu  einem  vollständigen  Quadrat  werden  muss, 
wenn  die  o;- Achse  Tangente  sein  soll;  man  erhält  dafür  die  Be- 
dingung: 5, 

In  gleicher  Weise  entsteht  als  Bedingung  dafür,  dass  die  y- Achse 
vom  Kreise  berührt  wird: 

Treffen  wir  nun  noch  die  Verfügung,  dass  beide  Berührungspunkte 
in  den  positiven  Teilen  der  Koordinatenachsen  gelegen  sein  sollen, 
also  im  Vorzeichen  übereinstimmen  müssen,  so  führt  die  aus  den 
beiden  letzten  Gleichungen  folgende  Belation  tn^ «  m^  zu  dem  Re- 
sultate: 

w  =  w. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  frühere  allgemeine  Gleich- 
ong  erhalten  wir 

5)  ^*  +  y*+  2xycos(o  —  2mx  —  2my  +  m'=  0 

für  die  Gleichung  des  der  gestellten  Aufgabe  entsprechenden  Krei- 
ses. Die  Substitutionen  a; »  0  und  y  '^  0  zeigen,  dass  hierin  m 
den  Abstand  der  in  den  Achsen  gelegenen  Berührungspunkte  vom 
Koordinatenanfange  ausdrückt.* 


*  Dasselbe  Resultat  folgt  auch  aus  der  Bedeutung  von  P,  verbun- 
den mit  der  obigen  Gleichung  P»m*. 
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Wird  in  der  Gleichung  5)  beiderseitig  das  Produkt 
2xy  (l  —  cos  cd)  =  4  a;y  sin^  y  o 
addiert,  so  gewinnt  sie  die  einfachere  Form: 


6) 


(x  +  y  —  rnf  =  Axy  sin^ -j oo. 


Multipliciert  man  hierin  noch  auf  beiden  Seiten  mit  co^  ^  a 
und  beachtet  dabei,  das  4  sin^  ■\-  od  co^  ^  od  ^  sin^  co,  so  kann 
das  Resultat  dieser  Operation  in  folgender  Weise  geschrieben 
werden: 


7) 


[(x  +  y  —  m)  COS ^  co]^ ^  X  sin  (o  . y  sin  cü. 


Diese  letztere  Form  der  Gleichungen  5)  und  6)  führt  zu  einer 
einfachen  geometrischen  Deutung.  Stellt  nämlich  in  Fig.  23  AB 
die  den  tangierenden  Koordinatenachsen  zugehörige  Berührungssehne 
dar,    80   lege   man   durch   den   beliebigen   Peripheriepunkt   P  die 

Gerade  TU\\ÄB.  Dann  ist,  weil 
OÄ=OB'=^m,  auch  NP^NU'^x 
und  JfT«  JfP  =  y,  folgKch  a;  +  y  -  «i 
^AT^BU,  und  {x  +  y  —  m)  cos-^fo 
=  iSP,  wenn  SP  senkrecht  zur  Berüh- 
rungssehne, also  unter  dem  Winkel  \  o 
gegen  jede  der  beiden  Koordinatenachsen 
gezogen  ist.  Femer  erhält  man  o;  sin  o 
=»  RP  imd  y  sinm  ^  QP,  wobei  QP 
und  BP  rechtwinklig  gegen  die  Koor- 
dinatenachsen gestellt  sind.  Hiermit  gewinnt  die  Gleichung  7)  die 
Deutung: 

SP^^BP.  QP 

imd  schliesst  den  folgenden  Lehrsatz  in  sich:  Im  Kreise  ist  der 
Abstand  jedes  Peripheriepunktes  von  der  Berührnngs- 
sehne  zweier  Tangenten  die  mittlere  Proportionale  zwi- 
schen den  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  bei- 
den Tangenten. 

Zu  einem  wertvollen  Resultate  führt  noch  die  Gleichung  5), 
wenn  sie  mit  der  Gleichung  einer  durch  den  Koordinatenanfang 
gehenden  Geraden  y  ^Ax  in  Verbindung  gebracht  wird.    Durch 
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Elimination  von  y  erhSlt  man  zunächst  für  die  Koordinate  x  der 
Dnrchschnittsponkte  dieser  Geraden  und  des  Kreises: 

8)     (1  -\-A^+2Acos  w)  a?-  2  f»  (1  +Ä)  X  +  »I*«  0. 

Stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe,  auf  der  Sekante  y  ^Äx  den  zum 
Koordinatenanfange  zugeordneten  harmonischen  Punkt  zu  suchen, 
während  die  Durchschnittspunkte  mit  dem  Kreise  die  beiden  anderen 
harmonischen  Punkte  darstellen  sollen,  so  kommt,  insofern  die  y 
dieser  Punkte  als  Parallelen  ein  harmonisches  Strahlenbüschel  bil- 
den, diese  Aufgabe  darauf  hinaus,  das  harmonische  Mittel  der  bei- 
den Wurzeln  der  Gleichung  8)  ausfindig  zu  machen.  Zu  diesem 
Zwecke  sollen  die  beiden  Wurzeln  mit  x^  und  x^  bezeichnet  werden; 
dann  ergiebt  sich  für  den  gesuchten  Punkt: 

«1  -f  Xj  tn*  tn  (1  -f  Ä) 

^  -  «1^2 '      2  l+Ä^+2Äcos<o  ''  1+~Ä^  +  2  ÄiÖ8~^' 

oder: 

m 

nnd  zugleich,  da  er  auf  der  gegebenen  Sekante  liegen  soll, 

y  -=  Air. 

Wird  aus  den  beiden   letzten  Gleichungen  noch  Ä  eliminiert,   so 
entsteht  nach  einfacher  Umwandlung: 

tn       m 

d.  i.  die  Gleichung  der  Berührungssehne.  Da  dieses  Resultat  von  A 
unabhängig  bleibt,  also  für  jede  durch  den  Koordinatenanfang  gehende 
Sekante  Geltung  behält,  so  folgt  hieraus  der  Lehrsatz:  Zieht 
man  von  einem  ausserhalb  des  Preises  gegebenen  Punkte 
aus  beliebige  den  Kreis  schneidende  Strahlen,  so  wird 
auf  jedem  dieser  Strahlen  die  zwischen  dem  Ausgangs- 
punkte und  der  zugehörigen  Berührungssehne  enthaltene 
Strecke  durch  den  Kreis  harmonisch  geteilt.  Mit  Anwen- 
dung des  Gesetzes  von  der  harmonischen  Teilung  der  Diagonalen 
eines  vollständigen  Yierseits  (vgl.  §  8  IV)  erwächst  hieraus  die 
folgende  Linealkonstruktion  zur  Lösung  der  Aufgabe,  von  einem 
ausserhalb  des  Kreises  gegebenen  Punkte  Tangenten  an  den  Kreis 
zu  legen  (Fig.  24). 
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^Jh' 


Man  ziehe  von  dem  gegebenen  Punkte  Ä  aus  die  beliebigen 
Sekanten  AB  und  AC,   welche  ausser  in  B  und  C  den  Kreis  in 

D  und  E  schneiden.  Die  Geraden 
BC  und  DE,  sowie  BE  und  CD 
geben  dann  die  Durchschnittspunkte  F 
und  G,  deren  gerade  Verbindungs- 
linie FG  die  Berührungssehne  dar- 
stellt. AH  und  AJ  sind  hiemach 
die  gesuchten  Tangenten.  Da  jede 
dritte  zu  Hilfe  genommene  Sekante 
in  Verbindung  mit  einer  der  beiden 
vorher  angewendeten  zu  derselben  Be- 
rtlhrungssehne  führen  muss,  so  lässt  diese  Konstruktion  auch  die 
in  Fig.  25  enthaltene  Abänderung  zu.    Hier  sind  durch  A  die  drei 

Sekanten  AB,  AC  und  AC'  gelegt  und 
dann  die  Durchschnittspunkte  dieser  Ge- 
raden  und  des  Kreises  durch  die  Sehnen 
BE  und  CD,  BE'  und  C'D  verbunden. 
Die  hierdurch  gewonnenen  Schnittpunkte 
G  und  &  liegen  wieder  auf  der  Bertth- 
rnngssehne  HJ. 

Die  in  den  Figuren  24  und  25  dar- 
gelegten Konstruktionen,  sowie  der  Lehr- 
satz, aus  welchem  sie  entspringen ^  sind 
noch  dadurch  bemerkenswert,  dass  sich  später  zeigen  wird,  dass 
sie  nicht  allein  für  den  Kreis,  sondern  überhaupt  für  alle  Linien 
zweiten  Gerades  Anwendung  finden. 
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§  13. 

Allgemeine  Formen  der  Kegelsohnittsgleiohang. 

Aus  dem  Umstände,  dass  infolge  der  in  den  §§  9  und  12  an- 
gestellten Betrachtungen  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
für  Parallelkoordinaten  sich  nur  unter  beschränkten  Bedingungen 
einem  Kreise  angehörig  zeigt,  erwächst  die  Aufforderung,  noch 
andere  Linien  zweiten  Grades  ausfindig  zu  machen.  Ohne  deshalb 
für  jetzt  auf  die  Gleichung  selbst  zurückzugehen,  wenden  wir  uns 
zu  einer  Untersuchung,  die  uns  mit  noch  mehreren  Linien  dieser 
Art  bekannt  machen  soll. 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes  in  der  Ebene,  dessen 
Entfernungen  von  einer  festen  Geraden  und  einem  festen  Punkte 
derselben  Ebene  in  einem  un- 
veränderlichen Verhältnisse  zu 
einander  stehen,  führt  den  Na- 
men eines  Kegelschnittes, 
weil  er  unter  anderem  auf  der 
Oberfläche  eines  Rotationskegels 
mittels  des  Durchschnittes  mit 
einer  Ebene  räumlich  dargestellt 
werden  kann.  Wir  stellen  uns 
die  A-ufgabe,  diesen  Ort  nach 
der  gegebenen  Eigenschaft  und 
unabhängig  von  seiner  stereo- 
metrischen Entstehung  analy- 
tisch zu  untersuchen.     Ist  CC[ 

die  feste  Gerade  (Direktrix),  F  der  feste  Punkt  (Brennpunkt), 
und  FC  normal  zu  CC';  ist  ferner  P  ein  Punkt  des  Kegelschnitts 
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und  FN  normal  zu  CC\  PM  parallel  CC\  so  ist  die  vorgelegte 

Bedingung 

NPiFP'^l'.B, 
oder 

1)  FP^e.NP^B.C3L,y^ 

Ein  Punkt  Ä  der  Kurve  ist  auf  der  Strecke  CF  enthalten; 

für  denselben  ist 

FÄ^e.CÄ, 
also 

CF^GÄ  +  FÄ^{1  +  b).CÄ. 

Wenn  man  den  Abstand  CF  mit  d  bezeichnet,  so  hat  man  daher 

2)  o^«_l_,     AF^    '^ 


Aus  der  Definition  des  Kegelschnitts  folgt,  dass  derselbe  87m- 

metrisch  gegen  die  Gerade  CF  liegt.     Daher  wShlen  wir  dieselbe 

zur   Abscissenachse    des    Koordinatensystems.     Den   Anfangspunkt 

legen  wir  der  Einfachheit  wegen  in  den  Punkt  Ä,     Denn  ist  die 

Gleichung  einer  Kurve 

F(x,y)^c, 

wobei  links  durch  das  Zeichen  F(x,y)  ein  Polynom  angedeutet  ist, 
dessen  Glieder  sämtlich  x  oder  y  oder  beide  Koordinaten  in  der 
ersten  oder  in  höheren  Potenzen  als  Faktoren  haben,  so  ver- 
schwindet die  ganze  linke  Seite,  wenn  man  o?  -»  ^  »=  0,  d.  i.  die 
Koordinaten  des  Anfangspunktes,  substituiert;  soll  nun  der  Anfangs- 
punkt auf  der  Kurve  liegen,  so  müssen  seine  Koordinaten  der 
Gleichung  der  Kurve  genügen,  es  muss  daher  c  >-»  0  sein.  Hierans 
folgt:  Legt  man  den  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems 
auf  einen  Punkt  der  Kurve,  so  enthält  die  Gleichung  der 
Kurve,  falls  sie  von  der  oben  angegebenen  Form  ist, 
kein  von  x  und  y  freies  Glied. 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  FPM  folgt 

^p«  ^ ,. + (,  _  _i^^_)^ 

Femer  ist 

d 

CM^x  +  --- — 
1  +  s 

Daher  hat  man  die  Gleichung 
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')    i'-^y +''-■'{'+ TT-)'' 

oder  entwickelt 

,«  +  0^-2— ^x+(^-*V+ 2--. +  (--). 
Hieraus  folgt 

Diese  Gleichung  ist  rein  quadratisch  in  Bezug  auf  y,  und  he- 
stfttigt  dadurch  die  Symmetrie  der  Kurve  gegen  die  d?- Achse;  denn 
m  jedem  Werte  von  x  »  AM  gehören  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Werte  yon  y,  MP  und  MP'-j  diese  beiden  Punkte  P  und  P'  liegen 
symmetrisch  gegen  die  o;- Achse. 

Die  Sehne  ED,  welche  den  Brennpunkt  F  enth&lt  und  nor- 
mal zu  AF  ist,  nennt  man  den  Parameter  der  Kurve  und  be- 
zeichnet ihn  mit  2p.  Für  den  Halbparameter  FD  ergiebt  sich 
aas  der  Definition  der  Kurve 

FD-^e  .  CF\ 
daher  hat  man 

5)  1?  «  id, 

Fflhrt  man  diesen  Wert  in  die  Kurvengleichung  3)  ein,  so  er- 
hält TMLTX 

6)  *      y*  -  2i>aj  -"  (1  -  B^)  x\ 

Der  Punkt  A  wird  als  ein  Scheitel  des  Kegelschnitts  und 
demgemftss  die  Gleichung  5)  als  eine  Scheitelgleichung  be- 
zeichnet. 

Schreibt  man  dieselbe  in  der  Form 

y^  ^  x[2p  -  {1  -  B^  x\. 


Bo  erkennt  man,   dass  y  ausser  für  den  Wert  x  ^0  auch  noch 
Torschwindet,  wenn 

2i>     . 


7)  X 


1  — € 


8 


I 


Die  Kurve  hat  daher  mit  der  Abscissenachse  ausser 
dem  Anfangspunkte  noch  den  Punkt  gemein,  dessen  Ab- 
icisse  2i):(l  — «*)  ist. 

Fort  u.  Schlömilch,  muU.  Geom.  L  5.  Aufl.  6 
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Diese  Abscisse  wird  bei  einem  gegebenen  Werte  des  Parameters^ 
um  so  grösser,  je  kleiner  die  Differenz  1  —  e^  ist. 

Geht  e  zur  Qrenze  1  über,  so  rückt  der  zweite  Schnittpunkt 
des  Kegelschnitts  mit  der  Symmetrieachse  ÄF  in  unendliche 
Feme. 

Die  Kurvengleichung  vereinfacht  sich  unter  dieser  Voraus- 
setzung zu 

8)  y^  ^  2px. 

Dieser  besondere  Kegelschnitt  wird  als  Parabel  bezeichnet 
Ist  e  <  1,  so  ist  1  —  f*  >  0  und  daher  auch 

2p 

positiv.  Es  liegt  nahe,  die  Form  der  KuiTcngleichung  aufzusuchen, 
die  man  erh&lt,  wenn  der  Anfangspunkt  in  die  Mitte  zwischen  den 
beiden  Schnittpunkten  der  Kurve  mit  der  Abscissenachse  verlegt 
wird.  Bezeichnet  man  die  Abscissen  im  neuen  Systeme  wieder  mit  x, 
so  hat  man,  um  die  Verlegung  auszuführen,  in  der  Qleichung  6) 
die  Abscisse  durch  die  Summe  aus  der  neuen  Abscisse  x  und  der 
Abscisse  p:{l  —  e^)  des  neuen  Anfangspunktes  zu  ersetzen.  Man 
erhalt 

**        -  (1  -  6«)  X», 


oder,  anders  geordnet, 

9)  (1  _   .i»)  ,,»  +  y.  „  _^^. 


.8 


Die  durch  diese  Oleichung  charakterisierte  Kurve  wird  als  Ellipse 
bezeichnet. 

Ist  £  >  1 ,  so  ist  1  ■—  €^  negativ.  Will  man  den  Anfangs- 
punkt wieder  in  die  Mitte  der  auf  der  Abscissenachse  enthaltenen 
Kurvensehne  verlegen,  so  hat  man  in  der  Gleichung  6)  die  Abscisse 
durch  X  —  p  :  (s*  —  l)  zu  ersetzen.     Man  erhält 

^' ,F?!^  +  (**  -  1)  *S 

oder  passender 
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10)  (e«-l)x*-»*-p4i- 

Die  hierdarch  charakterisierte  Kurve  heisst  HjperbeL 

Wenn  s  sich  der  Grenze  Null  nähert ,  so  verschwinden  die 
Abstände  aller  Eurvenpunkte  vom  Brennpunkte  im  Verhältnis  zu 
ihren  Abständen  von  der  Direktrix;  sollen  daher  nicht  die  Dimen- 
sionen d«r  Kurve  verschwinden,  so  muss  der  Abstand  der  Direktril^ 
Tom  Brennpunkte  ins  unendliche  rücken. 

Unter  den  Voraussetzungen  €  »  0  und  c2  >»  oo  kann  p  einen 
endlichen  Wert  behalten;  die  Kurvengleichung  geht  alsdann  über  in 

die  Kurve  wird  daher  ein  Kreis,  dessen  Centrum  F  und  dessen 
Halbmesser  p  ist. 

§  14 
Specielle  Gleichungen  für  die  drei  EegelBChnittalinien. 

L  Die  Parabel.  Die  Fundamentaleigenschaft,  aus  welcher 
die  Kegelschnitte  zur  Entstehung  gelangten,  geht,  wenn  e  »^1  ge- 
setzt wird,  in  Gleichheit  der  Entfernungen  jedes  Parabelpunktes 
von  Direktrix  und  Brennpunkt  über.  Der  Scheitel  kommt  hier- 
bei in  die  Mitte  zwischen  Brennpunkt  und  Direktrix  zu  liegen; 
es  ist 

1)  p^d,    CÄ^ÄF^^p. 

Wählen  wir  den  Scheitel  zum  Koordinatenanfange,  und  die  Sym- 
metrieachse zur  a;- Achse,  so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Pa- 
rabel für  rechtwinklige  Koordinaten  (§13,  Nr.  8) 

2)  f  -  2px. 

Nach  dieser  Gleichung  wird  y  für  jedes  negative  x  imaginär, 
während  dagegen  allen  positiven  Werten  von  x  reelle  y  zuge- 
hören. 

Bezeichnet  man  zwei  Parabelpunkte  mit  xy  und  x^y^,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen 

y^^2px     und     yi^^^^px^ 
die  Proportion: 


^'(Tx^y^'.yi^ 


6' 


84 
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JM 


d.  h.  die  Abscissen  sind  den  Quadraten  der  Ordinaten 
proportionaL  Die  y  wachsen  also  gleichzeitig  mit  den  x^  jedoch 
nur  proportional  mit  deren  Quadratwurzeln ,  also  in  einem  schwS- 

cheren  Verhältnisse.  Durch  Verbindung  dieser 
Eigenschaft  mit  der  früher  schon  bewiesenen 
Symmetrie  aller  Kegelschnitte  in  Beziehung 
auf  die  Achse  erhftlt  die  Parabel  die  Gestalt 
der  Kurve  LÄL'  (Fig.  27),  so  'dass  sie  zu 
beiden  Seiten  der  Achse  ÄX  ins  Unendliche 
verläuft.  Ä  stellt  hierbei  den  Scheitel  und 
J^  den  Brennpunkt  dar. 
Die  Leitlinie  ist  in  einem  mit  AF  gleichen  Abstände  rüek- 
wftrts  von  Ä  senkrecht  gegen  die  Achse  gelegen. 

n.  Die  Ellipse.  Ist  «<!,  so  ergiebt  sich  für  ein  recht- 
winkliges Koordinatensystem,  dessen  o?- Achse  durch  den  Brenn- 
punkt normal  zur  Direktrix  gelegt  ist  und  dessen  y- Achse  die  auf 
der  o;- Achse  enthaltene  Kurvensehne  halbiert,  die  Gleichung  (§  13> 


Nr.  9) 
3) 


(1  -  ««)  x^  +  y^ 


P' 


l-s« 

Da  diese  Gleichung  sowohl  fUr  a;  als  ^  rein  quadratisch  ist,  so  hat 
die  Ellipse  in  Beziehung  auf  beide  Koordinatenachsen  eine  synmie- 
trische  Form,  besteht  demnach  aus  vier  unter  sich  kongruenten 
Quadranten.  Der  Koordinatenanfang  ist,  wie  hieraus  leicht  abge- 
leitet werden  kann,  Mittelpunkt  der  Ellipse,  d.  J^.  er  besitzt  die 
Eigenschaft,  dass  auf  jeder  hindurch  gelegten  Geraden  zu  beiden 
Seiten  von  ihm  zwei  Ellipsenpunkte  in  gleichem  Abstände  gelegen 
sind.  Wird  der  Abstand  des  Scheitels  Ä  vom  Mittelpunkte  mit 
a  bezeichnet,  so  ist  (§  13) 

P 


4) 


a 


l-«> 

Die  Entfernung  des  Brennpunktes  F  vom  Mittelpunkte  führt  den 
Namen  lineare  Excentricitttt,  und  wird  mit  e  bezeichnet;  die- 
selbe ergiebt  sich  aus 

P  P 


c  —  a  — ilJP  — 


1  ^  e*       1  +  e 


zu 


5) 


ta. 
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Wenn  man  den  aus  4)  folgenden  Wert 

a 
in  die  Gleichung  3)  einsetzt,  so  erh&lt  man 

a 

und  hieraus  entsteht^   wenn  man  auf  beiden  Seiten  durch  ap  di- 
vidiert. 


—9  -T 


1. 


a'       ap 

Bezeichnen  wir  endlich  die  mittlere  Proportionale  zwischen  a  und 
p  mit  hf  oder  gebrauchen  die  Beziehung: 

6)  h^^ap, 

so  erlangt  die  Ellipsengleichung  die  symmetrische  Form: 

Hieraus  folgen  ftlr  reelle  Werte  der  Koordinaten  die  Bedingungen: 


m^'  (0 


<i, 


wonach  die  Abscissen  aller  Ellipsenpunkte  zwischen  den  Grenzen 
~  a  und  +  a,  die  Ordinaten  zwischen  —  h  und  +  h  enthalten  sind. 
Beschränken  wir  uns  bei  der  Formübereinstimmung  der  vier  Qua- 
dranten auf  denjenigen,  in  welchem  x  und  y  positiv  sind,  so  ge- 
hören der  61ei(%ung  zufolge  wachsenden  x  abnehmende  y  zu.  Die 
Ellipse  zeigt  sich  daher  als  geschlossene  Kurve  in  der  Gestalt  von 
Pig.  28.  Für  y  «=  0  und  a?  «  0 
finden  sich  o?  «  -f  a  und  y  =  ^*''  **" 

+  b  als  Koordinaten  der  in  den 
Achsen  gelegenen  Punkte  Ä, 
A\  B  und  B\  der  sogenannten 
Achsenscheitel.  Die  Strecken 
ä'ä  =  2a,  B^B  «26  führen 
die  Namen  grosse  und  kleine 
Achse  der  Ellipse,  die  Kon- 
stanten a  und  h  stellen  also  die  beiden  Halbachsen  dar.  Zu  der 
Berechtigung,  zwischen   den   beiden  Achsen   einen  Gegensatz   der 
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Grösse  festzustellen,  gelangt  man  mittels  der  beiden  Gleichnngai 
5)  und  6),  aus  denen  die  Ungleichung 

a>h>p 

folgt  Nur  wenn  €  »  0,  d.  h.  wenn  die  Ellipse  in  einen  Kreis  über- 
geht, werden  diese  drei  Werte  unter  sich  gleich. 

Zwischen  den  bei  den  vorhergehenden  Gleichungen  eingeführ- 
ten beständigen  Grössen  finden  noch  einige  Relationen  statt,  welche 
zur  Herleitung  von  Eigenschaften  der  Ellipse  benutzt  werden  können. 
Aus  der  Gleichung  5)  erhSQt  man 

8)  B^-' 

Die  Charakteristik  e  erhält  hiermit  die  Eigenschaft,  die  lineare  Ex- 
centricitSt  als  Bruchteil  der  grossen  Halbachse  darzusteUen,  wes- 
halb man  ihr  auch  den  Namen  numerische  Ezcentricitftt  ver- 
leiht. Zugleich  zeigt  sich  aber  mit  Rücksicht  auf  die  frühere  Be- 
deutung dieser  Konstanten,  dass  zwischen  der  grossen  Halbachse 
einer  Ellipse  und  ihrer  linearen  Excentricität  dasselbe  Verhältnis 
stattfindet,  in  welchem  die  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  dieser 
Kurve  von  der  Leitlinie  und  dem  zugeordneten  Brennpunkte  zu  ein- 
ander stehen. 

Aus  der  Verbindung  von  5)  und  6)  ergiebt  sich  femer: 

und  hieraus  mit  Benutzung  der  Relation  8)  nach  geänderter  Ord- 
nung der  Glieder: 

9)  a^=^h^+c^. 

Die  Gleichungen  8)  und  9)  können  dazu  dienen,  für  eine  mit 
ihren  Achsen  gegebene  Ellipse  die  Lage  des  Brennpunktes  und  der 
zugeordneten  Leitlinie  ausfindig  zu  machen.  Nach  Nr.  9)  giebt  sich 
nämlich  zunächst  die  lineare  Excentricität  als  Kathete  eines  redit- 
winkligen  Dreiecks  zu  erkennen,  in  welchem  die  beiden  Halbachsen 
die  Hypotenuse  und  die  andere  Kathete  darstellen;  der  Brennpunkt 
liegt  daher  in  einer  der  grossen  Halbachse  gleichen  Entfernung 
von  den  Scheiteln  der  kleinen  Achse.  Beachtet  man  femer,  dass 
der  Abstand  eines  Scheitels  der  kleinen  Achse  von  der  Direktrix 
mit  der  Entfernung  der  letzteren  Linie  vom  Mittelpunkte  identisch 
ist,  so  folgt,  wenn  man  die  oben  bei  Nr.  8)  gefundene  Propor- 
tionalität auf  diese  Entfemung  anwendet,   dass   der  Abstand  der 
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Direktrix  yom  Mittelpimkte,  die  grosse  Halbachse  und  die  lineare 
Exoentrioität  eine  stetige  geometrische  Proportion  bilden.  Nach 
diesen  Bemerkongen  gewährt  es  keine  Schwierigkeit,  Brennpunkt 
and  Leitlinie  zu  konstruieren;  man  gelangt  aber  dabei,  insofern 
jede  dieser  Konstruktionen  zu  beiden  Seiten  der  kleinen  Achse  aus- 
geführt werden  kann,  zugleich  zu  der  Wahrnehmung,  dass  zwei 
Leitlinien  und  zwei  Brennpunkte  vorhanden  sein  müssen,  von  denen 
jedesmal  die  auf  derselben  Seite  vom  Mittelpunkte  aus  gelegenen 
einander  zugeordnet  sind.  In  der  Symmetrie  der  Ellipse  gegen 
die  kleine  Achse  findet  diese  Eigentümlichkeit  ihre  einfache  Er- 
klärung. 

Die  Existenz  zweier  Brennpunkte  giebt  noch  zu  der  folgenden 
Betrachtung  Veranlassung.  Sind  DiBj^  und  B^B^  die  beiden  Leit- 
linien der  Ellipse  in  Fig.  29,  femer  F^  und  F^  die  zugeordneten 
Brennpunkte,  so  gelten  infolge  der  Eigenschaft,  die  wir  der  Ent- 
stehung der  Kegelschnitte  zu  Grunde  gelegt  haben,  die  beiden 
Gleichungen:     Pl\  —  s  .  PJVi,  Fig.  29. 

F^P^e.N^P,    und    es    folgt 
hieraus  durch  Addition:  / 

Nach  der  zwischen  der  Entfer- 

inmg  einer  Leitlinie  vom  Mittel-        /^       ^--^^..^ ^^^„„.^    j^ 

punkte,  der  grossen  Halbachse 

und  der  linearen  Excentricitttt  stattfindenden  stetigen  Proportion  ist 

CEy^  =  a* :  c,  also  E^E^  =2a*:c  =  2a:c 

und  demnach 

E^P-\-VE^r^  2a. 

Geben  wir  dem  Abstände  eines  Kegelschnittspunktes  vom  Brenn- 
punkte den  Namen  Brennstrahl,  wonach  jedem  Punkte  einer 
Ellipse  zwei  Brennstrahlen  zugehOren,  so  führt  das  Vorhergehende 
zu  dem  Lehrsatze:  Für  jeden  Ellipsenpunkt  ist  die  Summe 
der  beiden  Brennstrahlen  unveränderlich  gleich  der 
grossen  Achse. 

m.  Die  HyperbeL  Für  den  Fall  £>  1  ergab  sich  in  §  18 
gegenüber  dem  Falle  s  <  1  der  wesentliche  unterschied,  dass  der 
Mittelpunkt  —  wenn  wir  diese  Bezeichnung  vorläufig  auch  auf 
den  Eoordinatenanfang  in  §  13,  Nr.  10  anwenden  —  und  der  Brenn- 
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punkt  F  von  der  Direktrix  CC  getrennt  werden,  während  bei  der 
Ellipse  F  xind  der  Mittelpunkt  auf  derselben  Seite  Ton  CC  liegen. 
Bezeichnet  man  auch  hier  den  Abstand  des  Scheitels  Ä  vom  Mittel- 
punkte mit  a,  so  hat  man 


10)  a 


JP 


£*-l 


FQr  die  lineare  Excentricitftt,  den  Abstand  des  Brennpunktes  vom 
Mittelpunkte  >  hat  man 

C'^AF+-^ — -  """"TT  +  1 — 7> 
£*— -1       e  +  1       e*— -1 

hieraus  folgt 

X.)  c  -  ^. 

Setzt  man  den  aus  10)  folgenden  Wert 

a 
in  die  Gleichung  der  Kurve  (§13,  10) 


(e*  —  1)  a?*  —  y 


2 


P 


2 


so  erh&lt  man  nach  einfacher  Umgestaltung 

ar      ap 

oder,  wenn  man  wieder  eine  Hilfsgrösse  h  einführt,  für  welche  die 
Belation  6)  giltig  ist, 

x.)  (f.y-(f)'-.. 

Aus  der  Form  dieser  Gleichung  folgt  vorerst  wieder  die  Sym- 
metrie der  Hjperbel  in  Beziehung  auf  die  x-  und  ^-Achse;  es  be- 
steht also  auch  diese  Kurve  in  Übereinstimmung  mit  der  Ellipse 
aus  vier  unter  sich  kongruenten  Quadranten,  und  der  Koordinaten- 
anfang  verdient  ebenso  wie  dort  den  Namen  Mittelpunkt  Dabei 
ist  aber  die  Gestalt  eine  durchaus  verschiedene,  wie  sich  mittels 
der  Bedingungen 

(7)>'.      (f)*<©' 

ableiten  Ittsst.    Nach  der  ersten  dieser  Ungleichungen  sind  nftmlich 
keine  Hyperbelpunkte  möglich,  wenn 
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+  a>  x>  —  a, 

also  bei  Übereinstimmung  der  Achsen  und  des  Wertes  a  gerade 
innerhalb  des  Raumes,  wo  sich  alle  ausserhalb  der  o?- Achse  ge- 
legenen Ellipsenpunkte  befinden;  nur  fär  j^  *»  0  fallen  beide  Enryen 
zusammen  nnd  geben  o?  «==  d:  <>  fllr  die  Abscissen  der  Achsenscheitel. 
Die  Hjperbel  zerfällt  hiermit  in  zwei  von  einander  getrennte,  zu 
beiden  Seiten  der  y- Achse  gelegene  Zweige.  —  Fassen  wir  femer 
Yon  den  vier  kongruenten  Quadranten  der  Hyperbel  denjenigen 
besonders  ins  Auge,  innerhalb  dessen  beide  Koordinaten  positiv 
Bind,  so  wachsen  infolge  der  unter  12)  gefundenen  Gleichung  die 
y  gleichzeitig  mit  den  x\  dabei  ist  aber  gemäss  der  Ungleichung 

(l)<(7)"' 


immer 


a 

d.  h.  die  Hyperbelordinaten  sind  bei  übereinstimmendem  x  kleiner 
als  die  y  einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden^  in  wel- 
cher die  Bichtungskonstante  die  Grösse  —  besitzt.      Zur   näheren 

üntersachung  der  gegenseitigen  Lage  der  Hyperbel  und  dieser  Ge- 
raden bringen  wir  die  Hyperbelgleichung  12)  auf  die  Form: 

-i  Ä*  —  y^ «  6^ 

oder,  indem  wir  linker  Hand  in  Faktoren  zerlegen: 

Hieraus  folgt  für  jeden  Punkt  der  in  Bede  stehenden  Hälfte  des 
einen  Hyperbelzweiges: 

-  x  —  y^  - — 

a  ox  +  ay 

Der  auf  der  rechten  Seite  befindliche  Quotient  giebt  für  den  Über- 

h 

scbuBS   von  —  X  über  y,  d.  i.  f(lr  den  in  einer  Parallelen  zur  ^- Achse 

a 

gemessenen  Abstand  der  Geraden  und  Hyperbel,  Werte,  die  sich 

bei  gleichzeitig  wachsenden  x  und  y  fort  und  fort  verkleinem;  ja 

es  kann,  wenn  man  x  hinreichend  gross  wählt  und  damit  auch  y 

entsprechend  anwachsen  lässt,  dieser  Unterschied  kleiner  als  jede 


w 
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noch  80  kleine  Grösse  werden,  ohne  doch  jemals  ganz  in  Null 
überzugehen.  Eine  Gerade,  wie  die  eben  untersuchte,  an  welche 
sich  eine  krumme  Linie  mehr  und  mehr  anschmiegt,  ohne  doch 
Je  mit  ihr  vollständiffzusammenzufallen,  heisst  eine  Asymptote 
der  Kurve;  die  Hyperbel  besitzt  mit  Rücksicht  auf  ihre  Symmetrie 
gegen  die  Ton  uns  gewählten  Koordinatenachsen  zwei  Asymptoten, 
die  sich  im  Mittelpunkte  sehneiden.  Die  Gleichungen  dieser  Asymp- 
toten sind: 


13) 


9 


a 


und     y 


h 

X, 

a 


Vlg.  80. 


In  Fig.  30  ist  eine  Hyperbel  mit  den  Asymptoten  LL  and 
X'Z'  dargestellt.  Die  geradlinige  Strecke  Ä^Ä  —  2a  führt  den 
Namen  Hauptachse;   die  durch  den  Mittelpunkt  senkrecht  zur 

Hauptachse  gelegte  Gerade  YI 
wird  die  Nebenachse  genannt. 
Unter  Länge  der  Nebenachse  Ter- 
steht  man  das  Doppelte  derjeni- 
gen Grösse  y  die  wir  mit  b  be- 
zeichnet haben.  Diese  Länge  kann 
durch  eine  Gerade  DE  —  L^E' 
dargestellt  werden,  welche  man 
durch  einen  Achsenscheitel  pa- 
rallel zur  Nebenachse  zwischen  den  Asymptoten  legt.  Nach  den 
Gleichungen  der  Asymptoten  ist  nämlich ,  wenn  wir  L  D  CA  oder 
die  Hälfte  des  sogenannten  Asymptotenwinkels  DCE  mit  y  be- 
zeichnen, 

14)  tuny  =«  -» 

^  a 

und  hieraus  folgt: 

DA  «=  a  .  tcmy  —  &,     also     DE  =  26. 

Von  DE  oder  JDfE^  aus  wird  diese  Länge  leicht  auf  die  Neben- 
achse nach  BB^  übertragen.  Zu  bemerken  ist  dabei,  dass  eine 
Ellipse  mit  denselben  Halbachsen  a  und  i^  in  dem  zu  dieser  Konstruk- 
tion benutzten  Rechteck  DEE^Df  völlig  eingeschlossen  sein  würde. 
Die  Belation  a  >  6,  welche  bei  der  Ellipse  Geltung  fand, 
kommt  für  die  Hyperbel  in  Wegfall.  Es  ergiebt  sich  diese  Wahr- 
nehmung unmittelbar  aus  der  Gleichung  10),  wonach  a>i>,  wenn 
f*  <  2,  dagegen  a  <ip^  wenn  b^  >  2.     Da  nun  h  immer  die  mitt- 


§  14.    Specielle  Gleichungen  fiir  die/  drei  EegelBchnittslinien.     9X 


lere  Proportionale  zwischen  a  nnd  p  daretellt,  so  muBS  im  ersteren 
falle  anch  a  >  &  nnd   im  letzteren  a  <  &  sein.     Sobald  b^  »  2, 

Hier  €  ^  Y^j  werden  a,  h  und  p  nnter  sich  gleich;  die  Hjrperbel 
rird  dann  eine  gleichseitige  genannt  Aus  Nr.  14)  folgt  ohne 
ichwierigkeit,  dass  der  Asymptotenwinkel  einer  gleichseitigen  Hy- 
«rbel  ein  rechter  sein  moss,  während  er  für  a  >  2>  spitz  und  für 
( <  h  stampf  ist. 

Was  die  übrigen  für  die  bestfindigen  Grössen  der  Ellipse 
aufgestellten  Beziehungen  betrifPt,  so  zeigen  zunfichst  die  Gleich- 
tngen  10)  und  11),  dass  die  Formel 

c 


B  =* 


a 


ich  für  die  Hyperbel  Anwendung  findet.  Hiermit  können  aber 
gleich  die  daraas  gezogenen  Folgerangen  übertragen  werden, 
ar  Nr.  9)  erleidet  eine  Änderung,  indem  die  Verbindung  von  6) 
id  10)  zu  dem  Besultate 


2 


Fig.  81. 


6«  ^  (e«  --  1)  a 

nführt,  woraas  mit  Einsetzung  des  Wertes  von  b  und  gefinderter 
rdnung  der  Glieder  die  Belation 

15)  c«  =  a«  +  &« 

hergeleitet  wird.    CD  -«  CE  in  Fig.  30  ist  daher  gleich  dem  Ab- 
stände des  Brennpunktes  vom  Mittelpunkte. 

In  gleicher  Weise  wie  bei  der  Ellipse  gelangen  wir  auch  bei 
der  Hyperbel  zu  zwei  Leitlinien  und  zwei  Brennpunkten,  von  denen 
wieder  die  auf  derselben  Seite  der 
Nebenachse  gelegenen  einander  zu- 
geordnet sind.  In  Fig.  31  sind  diese 
beiden  Leitlinien  durch  DiB^^  und 
Dg  Dg  dargestellt,  mit  den  zugeord- 
neten Brennpunkten  F^  und  F^. 
Bezeichnen  wir  mit  b  die  Charakte- 
ristik oder  numerische  Excentrici- 
tftt,  so  folgt  ans  einer  ähnlichen  Rechnung,  wie  die  zu  Fig.  29  bei 
Dntersuchnng  der  Brennstrahlen  der  Ellipse  angestellte, 

F2  P  —  ^j  JP  =  B  .  -EJg  E^ , 
FgP-JP\P=2a. 


und  hieraus: 
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Dies  giebt  den  zur  Konstruktion  der  Hyperbel  brauebbaren  Lehrsatz: 
Für  jeden  Hjperbelpunkt  ist  die  Differenz  der  beiden 
Brennstrahlen  unveränderlich  gleich  der  Hauptachse. 

Die  zwischen  der  Ellipse  und  Hyperbel  stattfindenden  Ana- 
logien können  analytisch  auf  die  Zusammenstellung  ihrer  Gleich- 
ungen 7)  und  12)  zurückgeführt  werden.     Beide  werden  identisch, 

sobald  man  die  elliptische  Halbachse  &  in  &  }/-- 1  übergehen  Iftssi 
Dadurch  ist  der  Ausspruch  gerechtfertigt:  die  Hyperbel  kann  als 
Ellipse  mit  imaginftrer  kleiner  Achse  aufgefasst  werden.  Um 
endlich  noch  eine  Yergleichung  mit  der  Parabel  zu  erlangen,  mnss 
man  für  alle  drei  Kurven  die  im  §  13  unter  Nr.  6)  benulzte 
Gleichung  anwenden,  weil  in  der  Parabel  kein  Mittelpunkt  vor- 
handen ist.  Bei  Einführung  der  Beziehungen  4)  und  10)  entsteht 
hieraus  das  folgende  System  von  Gleichungen: 


16) 


y' 

^2px  — 

P 
a 

A 

y' 

^2px, 

y' 

«  2px  + 

P 
a 

A 

welche  in  der  gewählten  Reihenfolge  zur  Ellipse,  Parabel  und  Hy- 
perbel gehören.  Ellipse  und  Hyperbel  gehen  nach  dieser  Zusammen- 
stellung in  die  Parabel  über,  wenn  man  a  unendlich  werden  iSsst, 
w&hrend  p  endlich  bleibt;  hiemach  kann  die  Parabel  als  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  mit  unendlich  grosser  Achse  betrachtet 
werden. 

Von  dem  allgemeinen  Überblicke  der  drei  Hauptformen  der 
Kegelschnitte  wenden  wir  uns  in  den  folgenden  Kapiteln  zu  der 
speciellen  analytischen  Untersuchung  dieser  Kurven.  Wir  gehen 
dabei  von  der  Parabel  aus,  die  insofern  für  die  einfachste  dieser 
drei  Linien  anzusehen  ist,  als  ihre  Gleichung  nur  von  einer  Kon- 
stanten abh&ngig  gemacht  werden  kann,  während  für  die  Ellipse  und 
Hyperbel  die  Einführung  von  zwei  beständigen  Grössen  nötig  wird. 
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§  15. 
Die  Qleiohnng:  y^  =  2px. 

Nachdem  wir  im  vorigen  Paragraphen  unter  I.  aus  der  Gleichung 
1)  y«  -  ^px 

bereits  die  Hauptumrisse  der  Oestalt  für  die  dadurch  repräsentierte 
Kurre  —  die  Parabel  —  hergeleitet  haben,  wollen  wir  jetzt  die 
Gleichung  anwenden,  um  aus  ihr  die  Mittel-  zu  ihrer  geometrischen 
Darstellung  zu  gewinnen. 

I.  Wird  Nr.  l)  in  eine  stetige  Proportion  au^elöst,  so  er- 
Bchemt  y  als  mittlere  Porportionale  zwischen  2p  und  x,  oder  auch 
zwischen  p  und  2x.  Jede  Konstruktion,  durch  welche  die  mitt- 
lere Proportionale  zweier  Strecken  gefunden  wird,  ist  daher  brauch- 
bar, um  beliebig  yiele  Punkte  einer  Parabel  zu  erlangen,  deren 
Achse,  Scheitel  und  Parameter  gegeben  sind.  TrSgt  man  z.  B. 
aus  dem  Scheitel  A  (Fig.  32)  die  Ab-  Fig.  ss. 

Bcisse  AM  auf  der  Achse  rückw&rts  nach 
AT^  macht  MN^p  und  konstruiert 
über  dem  Durchmesser  TN  ^2x  +p 
einen  Halbkreis,  so  wird  die  Ordinate 
MP  in  einem  Parabelpunkte  P  ge- 
schnitten, weil  nach  einer  bekannten  A^  ^  ^ 
Eigenschaft  des  rechtwinkligen  Dreiecks  MF  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  TM  und  MN,  d.  i  zwischen  2x  und  p  bildet. 
Die  besondere  Auftragung  der  Strecke  MN  kann  hierbei  noch 
erspart  werden,  wenn  man  beachtet,  dass  der  Mittelpunkt  des 
beschriebenen  Halbkreises  in  den  Brennpunkt  F  der  Parabel  fllllt. 
Der  Konstruktion  zufolge  ist  nämlich 
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TF  —  TÄ  +  ÄF  =  X  +  ^, 

Das  angegebene  Verfahren  empfiehlt  sich  namentlich  insofern,  als 
sich  später  zeigen  wird,  dass  dabei  gleichzeitig  in  TP  und  PN 
die  Tangente  und  Normale  des  Parabelpunktes  P  zum  Vorschem 
kommen. 

n.  Liegt  ein  Punkt  auf  zwei  Geraden,  für  welche  die  Gleich- 
ungen 

2)  y^  Ä^x 

3)  ^-^ 

gegeben  sind,  so  gilt  für  seine  Koordinaten  auch  die  aus  Multipli- 
kation von  2)  und  3)  entstehende  Gleichung: 

y^  =  2px', 

er  ist  also  ein  Parabelpunkt.  Hierbei  gehört,  da  Ä^  aus  der  Rech- 
nung fftllt,  die  Gleichung  2)  einer  in  beliebiger  Richtung  durch 
den  Koordinatenanüang  gelegten  Geraden  an,  Nr.  3)  dagegen  einer 
Parallelen  zur  o^-Achse  durch  denjenigen  Punkt  einer  im  Parabel- 
scheitel auf  der  ersteren  Geraden  errichteten  Senkrechten,  für 
welchen  x  '^  ^  2p  ist.  Letzteres  folgt  aus  der  Bemerkung  ^  dasi 
die  Gleichung  3)  auch  in  der  Form 

y  =  -  l  (_  2i?) 

geschrieben  werden  kann.     Dies  führt  zur  folgenden  Konstruktion: 
Im  Abstände  AC  =^  2p  vom  Scheitel  (Fig.  33)  errichte  man 
die  feste  Gerade  CD  senkrecht  zur  Achse.     Wird  dann  durch  den 
^    33  Scheitel  Ä  die  Gerade  ^P  in  beliebiger  Rich- 

tung gelegt,  hierauf  das  Perpendikel  AN  er- 
richtet und  zuletzt  NP  parallel  zur  Achse  AX 
"";;>^    gezogen,   so  liegt  der  Punkt  P  auf  der  Pa- 
y\y^  rabeL 

:i_ m.  Da  im  §  14  die  Gleichung  der  Pa- 

^      ^  rabel  aus  der  Eigenschaft  abgeleitet  wurde, 

dass  jeder  Parabelpunkt  gleiche  Entfernung  von  dem  Brennpunkte 
und  der  Leitlinie  besitzt,  so  kann  selbstverständlich  auch  von  jener 
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Gleichung  auf  diese  Eigenschaft  zurückgegangen  werden.  Man  ge- 
langt hierzu,  wenn  man  die  Gleichung  1)  in  der  Form 

schreibt,  woraus  dann  das  Resultat 

(.  -  !)'+ »'  -  (. + f )' 

hervorgeht.  Der  linker  Hand  befindliche  Wert  giebt  das  Quadrat 
der  Entfernung  des  Punktes  xy  von  einem  festen  Punkte  mit  den 

Koordinaten  —  und  0,  d.  i.  Tom  Brennpunkte;  rechter  Hand  be- 

findet   sieh   das   Quadrat   der   Entfernung   desselben  Punktes  von 

P 
einer  um  die  Strecke  —   rückwärts   von    der   ^- Achse   gelegenen 

Geraden,  d.  i.  von  der  Direktrix.  Die  auf  die  Gleichheit  dieser 
Entfernungen  sich  gründende  Konstruktion  von  Parabelpunkten 
kann  der  Selbstübung  des  Lesers  überlassen  bleiben. 

Werden  die  im  Vorigen  angewendeten  Umformungen  auf  den 
Fall  übertragen,  wo  die  Entfernungen  eines  Punktes. von  Brenn- 
punkt und  Leitlinie  ungleich  sind,  er  also  nicht  auf  der  Parabel 
gelegen  ist,  so  gehört  von  den  hierbei  möglichen  zwei  Fttllen 

(.  _  |)% ,.  2  (, + !)■ 

der  erstere  offenbar  einem  Punkte  an,  welcher  ausserhalb  des  auf 
der  konkaven  Seite  der  Parabel  befindlichen  Teils  der  Ebene  ge- 
legen ist,  weil  die  Entfernung  eines  solchen  Punktes  vom  Brenn- 
punkte bei  gleicher  Abscisse,  also  auch  gleicher  Entfernung  von 
der  Direktrix  grösser  als  der  Abstand  des  entsprechenden  Parabel- 
punktes vom  Brennpunkte  sein  muss.  Der  zweite  Fall  bezieht 
sich  in  gleicher  Weise  auf  einen  innerhalb  der  Parabel  gelegenen 
Punkt.     Hieraus  folgt,  dass  durch  die  Ungleichung 

4)  y^  >  2px 

diejenigen  Punkte  bezeichnet  werden,  welche  ausserhalb  der  Pa- 
rabelflftche  liegen*,  während  die  Ungleichung 

*  Für  den  Fall  eines  negativen  x^  welchem  imaginäre  Parabel- 
puskte  entsprechen,  ist  die  Giltigkeit  der  Ungleichung  4)  selbstver- 
standlich. 


96  Ffüiftefl  Kapitel.    Die  Parabel. 

5)  y*  <  2px 

fOr  Punkte  innerhalb  der  ParabelflSche  Geltung  besitzt. 

Die  Beziehung  der  Lage  von  Parabelpnnkten  auf  den  Brenn- 
punkt und  die  zugehörige  Leitlinie  führt  noch  zu  der  Frage,  ob 
yielleicht,  wie  bei  Ellipse  und  Hyperbel,  ausser  dem  bei  der  Kon- 
struktion der  Linie  benutzten  Brennpunkte  noch  ein  zweiter  vor- 
handen ist.  Wir  gehen  bei  Beantwortung  dieser  Frage  von  der 
bei  Entstehung  der  Kegelschnitte  zu  Grande  gelegten  Begri&be- 
stimmung  aus,  dass  wir  unter  Brennpunkt  einer  Kurve  einen  in 
ihrer  Ebene  gelegenen  Punkt  verstehen,  der  im  Vereine  mit  einer 
zugeordneten  Geraden  (Direktrix)  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die 
Entfernungen  jedes  Kurvenpunktes  von  diesem  festen  Punkte  und 
der  zugehörigen  Direktrix  in  einem  konstanten  Verhftltnisse  stehen. 
Bezeichnen  wir  nun  die  Koordinaten  dieses  Brennpunktes  mit  l 
und  VI  und  setzen  für  die  Gleichung  der  Leitlinie 

y  ^  Ax  +  l^ 

80  muss  nach  der  angegebenen  Fundamentaleigenschaft  die  Gleich- 
nng  der  Kurve  die  Form 

annehmen  können,  wobei  c  einen  unveränderlichen  Faktor  ausdrückt 
[vgl  §  3  Nr.  1)  und  §  6  Nr.  11)].  Werden  hierin  statt  A,  h  und 
i  zur  Abkürzung  drei  neue  Konstanten  a,  /3,  y  eingeführt,  für 
welche  die  Belationen 

Ab  ^  B  ht 


vT+:i^     '^    yT~+A^     '      yi  +  A^ 

giltig  sind,  so  erlangt  die  Kurve,  welche  den  Brennpunkt  1 17  be- 
sitzt, die  Gleichung: 

oder,  wenn  man  die  darin  angedeuteten  Operationen  ausführt  und 
nach  Potenzen  der  Yariabeln  x  und  y  ordnet, 


M 


(1  -  a»)  0?«  +  (1  -  i?')  y^  -  ^ct?xy  -  2  (I  +  ay)  X 
-2(t?-f  ^y)y  +  6*  +  i?'-r'-0. 


*  Die  Gleichung  6),  in  welcher  a,  ^,  y  beliebige  Konstanten  dar- 
stellen, lässt  die  Deutung  zu,  dass  der  Brennstrahl  eine  lineare  Funktion 
der  Koordinaten  x  und  y  darzustellen  habe. 
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Die  Form  dieser  Gleichung  führt  uns  zu  der  aus  der  Entstehung 
der  Kegelschnitte  bereits  ersichtlichen  Bemerkung  zurück,  dass 
Brennpunkte  nur  bei  Linien  zweiten  Grades  vorkommen  können. 
Soll  nun  eine  solche  Linie  zur  Parabel  werden,  so  muss  Nr.  7) 
in  die  Gleichung 

übergehen.  Hierzu  sind  die  folgenden  Bedingungsgleichungen  nötig 
und  ausreichend: 

1?  +  /3y  -  0,        S^  +  1?^  -  /  -  0, 
welche,  da  mit  Rücksicht  auf  die  beiden  ersten  dieser  Resultate 

sein  muss,  sich  auf 

a2_l,     ^«0     und     ^  ^  y^ 

redacieren.  Die  Bedingung  17  »  0  zeigt,  dass  Brennpunkte  nur  in 
der  Achse  der  Parabel  gelegen  sein  können.  —  Mit  Einsetzung 
der  vorhergehenden  Werte  entsteht  aus  Nr.  7) 

3^2  =  2  (I  +  ay)  X 

als  Gleichung  einer  Parabel,  für  welche 

I  +  ay  «-i?. 

Wird  diese  letzte  Bedingung  mit  den  oben  aufgestellten  vereinigt, 
60  gelangt  man  nach  Elimination  von  a  und  y  zu  dem  Resultate: 

I,  (j,  _  2|)  -  0. 

Dieser  Gleichung  kann  aber  in  einer  Parabel,  deren  Halbparameter 
jp  von  Null  verschieden  sein  muss,  nur  genügt  werden,  wenn 

P 

^^  —  -  • 

2 

Die  Parabel  besitzt  demnach  nur  einen  Brennpunkt,  nämlich  den 
auf  der  Achse  im  Abstände  -jjp  vom  Scheitel  gelegenen. 

§  16. 
Die  Parabel  nnd  die  Gerade« 

Legen  wir  den  folgenden  Untersuchungen  die  Gleichung  der 
Parabel  wieder  in  der  Form 

Fort  TL  SobilOmllch.  anal.  Geom.  I.  5.  Aufl.  7 
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1)  y*  =  2px 

zu  Grande,  so  ist  dabei  in  Übereinstimmung  mit  den  vorhergehen- 
den Betrachtungen  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  voraus- 
gesetzt, dessen  a;-Achse  mit  der  Parabelachse  zusammenföUt  imd 
dessen  Anfangspunkt  im  Scheitel  gelegen  ist.  Was  die  hierbei 
angenommene  3/ -Achse  betrifft,  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  ihre 
Gleichung 

mit  der  oben  für  die  Parabel  gegebenen  verbinden,  die  Gleichung 

welche  zwei  gleiche  Wurzeln  .v  «  0  besitzt.  Der  Eoordinaten- 
anfang,  soweit  er  gleichzeitig  auf  der  ^- Achse  und  Parabel  liegt, 
ist  daher  so  anzusehen,  als  wenn  er  aus  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  bestände,  in  denen  zugleich  beide  Linien 
zusammenfallen.  Hiermit  gewinnt  die  ^- Achse  den  Charakter 
einer  Tangente,  der  man  den  Namen  Scheiteltangente  geben 
kann. 

Gehen  wir  nach  dieser  Vorbemerkung  zu  den  möglichen  Lagen 
einer  beliebigen  Geraden  gegen  die  Parabel  über,  so  soll  erstere 
durch  die  Gleichung 

2)  y^Äx  +  h 

gegeben  sein.  Für  etwa  vorhandene  gemeinschaftliche  Punkte  bei- 
der Linien  gelten  dann  die  beiden  Gleichungen  1)  und  2),  ans 
denen,  wenn  man  x  eliminiert,  welches  in  beiden  Gleichungen  nur 
in  der  ersten  Potenz  auftritt,  für  die  Ordinaten  dieser  Punkte  das 
Resulta^t 

3)  Äy^ -  2py  +  2hp '^  0 

entsteht.  Die  zugehörigen  x  finden  sich  ebensowohl  aus  Nr.  1)  als 
aus  2). 

Bücksichtlich  der  Gleichung  3)  müssen  wir  die  beiden  F&Ue 
unterscheiden,  ob  -4  «=  0  oder  von  Null  verschieden  ist,  d.  h.  ob 
die  Gerade  der  Parabelachse  parallel  läuft  oder  sie  schneidet.  Im 
ersteren  Falle  giebt  die  Gleichung,  weil  sie  in  Beziehung  auf  y 
dem  ersten  Grade  angehört,  nur  eine  Wurzel,  woraus  das  Resultat 
folgt,    dass  jede    der  Parabelachse    parallele   Gerade    die 
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Parabel  nur  in  einem  Punkte  schneidet*  Ist  dagegen  Ä 
von  Null  verschieden,  so  behält  Nr.  3)  ihre  quadratische  Form 
und  es  ist  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  aus   der  Diskriminante 

^«1>*—  2Ähp 

abzuleiten,  welche  auch  in  der  Form 


^-2i,(f-^6) 


geschrieben  werden  kann.  Da  hierin  der  Pai-ameter  2jp  immer 
einen  entschieden  positiven  Wert  besitzt,  so  hängt  das  Vorzeichen 
dieser  Diskriminante,  also  auch  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  und 
hiermit  die  gegenseitige  Lage  der  Parabel  und  der  Geraden  von 
dem  Vorzeichen  der  Differenz 


ab.  Je  nachdem  diese  Differenz  positiv,  gleich  Null  oder  negativ 
ist,  haben  die  beiden  Linien  zwei  verschiedene,  einen  oder  besser 
gesagt  zwei  zusammenfallende  Punkte  oder  endlich  keinen  Fiinkt 
gemein.  Ln  ersteren  Falle  ist  also  die  Gerade  Sekante,  im  zweiten 
Tangente,  im  dritten  liegt  sie  mit  allen  ihren  Punkten  ausserhalb 
der  Parabel. 

Zur  geometrischen  Deutung  dieser  Merkmale  projiciere  man 
den  Brennpunkt  rechtwinklig  auf  die  Gerade.  Die  Gleichung  der 
Projicierenden  lautet  nach  Nr.  6)  im  §  6: 


--x('-f) 


*  Bringt  man  das  aus  Nr.  8)  folgende  Resultat 


durch  Multiplikation  von  Zähler  und  Nenner  mit  p  +  Ypip  —  2Äh)  und 
nachfolgende  Hebung  von  A  in  die  Form 

25« 

p-^yp{p-2Äb) 

so  umfaset  es  auch  den  Fall  Ä  —  0,  und  es  fällt  dabei,  da  die  Wurzel 
mit  dem  obem  Vorzeichen  uneüdlich  wird,  der  eine  Durchschnittspunkt 
in  die  Unendlichkeit.  Diese  Bemerkung  ist  für  die  Vergleichong  von 
Parabel  und  Ellipse  nicht  ohne  Wichtigkeit. 

7* 


^ 
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und  man  erhält  hieraus  in  Verbindung  mit  der  obigen  Gleichung 
Nr.  2)  ftLr  die  Abscisse  der  Brennpunktsprojektion: 


*=(|-^6):(l+^»). 


Da  der  Divisor  dieses  Wertes  stets  positiv  ist,  so  hat  die  Differenz 
•jp  —  Äh  mit  dem  gefundenen  x  gleiches  Vorzeichen,  und  es  ergiebt 
sich  hieraus  das  folgende  Merkmal:/Eine  Gerade  ist  Tangente 
der  Parabel,  sobald  die  Projektion  des  Brennpunktes 
auf  die  Gerade  in  der  Scheiteltangente  liegA  Bei  jeder 
anderen  Lage  ist  die  Gerade  Sekante  oder  hat  keinen 
Punkt  mit  der  Parabel  gemein,  je  nachdem  die  Brenn- 
punktsprojektion von  der  Scheiteltangente  aus  auf  die 
Seite  der  Parabel  oder  die  entgegengesetzte  Seite  fällt. 
Besonders  wichtig  ist  von  diesen  drei  Fällen  der  auf  Tangenten 
bezügliche,  indem  er  dazu  benutzt  werden  kann,  um  bei  gegebenem 
Brennpunkte  alle  auf  Parabeltangenten  bezüglichen  Aufgaben  durch 
Konstruktion  zu  lösen. 

Wir  wenden  uns  zur  analytischen  Behandlung  solcher  Auf- 
gaben, wobei  wir  das  Kennzeichen  festzuhalten  haben,  ißßs  jede 
Gerade,  deren  Konstanten  die  Bedingung 

oder 

4)  i>  -  2Äh 

erfüllen,  eine  Tangente  dai*stellt. 

Aus  Nr.  4)  folgt  zunächst,  wenn  die  Bichtong  einer  zu  ziehen- 
den Tangente  gegeben  ist, 

P 


2Ä 
und  hieraus  ftir  die  Gleichung  der  Berührungslinie  selbst: 


5)  y  —  ula?  + 


2A 


Dieses  Resultat  zeigt,  dass  in  gegebener  Bichtung  stets  nur  eine 
Parabeltangente  gelegt  werden  kann,   und  führt  bei  Konstruktion 

P  P 

der  Grösse  — r  oder  — - :  Ä  auf  das  oben  für  Tangenten  festgesetzte 
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Merkmal  zurück.  Auszuschliessen  ist  jedoch  der  Fall  -4  =  0,  in 
welchem  die  Tangente  in  die  Unendlichkeit  fällt. 

Soll  femer  eine  Gerade  y  '^  Äx  -}-  b  die  Parabel  berühren  und 
dabei  durch  einen  festen  Punkt  x^y^  hindurchgehen,  so  hat  man 
zur  BestimmuBg  der  beständigen  Grössen  A  und  h  die  beiden  Be- 
dingungen : 

p  =  2-ä.&,         y^  •=  Äx^  +  h. 

Hieraus  entsteht,  wenn  man  h  eliminiert,  zur  Berechnung  der 
Grösse  -4,  für  welche  die  Bedingung  ^  — =  0  bereits  ausgeschlossen 
ist,  die  Gleichung: 

6)  2A^x^-  2Äyi  +  p^0, 

Die  zugehörigen  h  ergeben  sich  aus: 

')  ^  =  2A 

Mit  Rücksicht  auf  die  quadratische  Form  von  Nr.  6)  folgt, 
dass  durch  den  Punkt  x^y^  zwei  Tangenten,  eine  oder  keine 
möglich  sind,  je  nachdem 

was  mit  Eücksicht  auf  die  Gleichung  der  Parabel  in  Verbindung 
mit  den  Ungleichungen  4)  und  5)  des  vorigen  Paragraphen  darauf 
hinauskommt,  ob  der  gegebene  Punkt  ausserhalb  der  Parabelfläche, 
auf  der  Peripherie  oder  innerhalb  gelegen  ist. 

Soll  der  Punkt  x^y^  Berührungspunkt  sein,  so  findet  die 
Gleichung 

8)  Pi'-^px, 

statt.  Wird  nun  Nr.  6)  mit  p  multipliciert,  so  entsteht  mit  Be- 
nutzung von  8): 

und  hieraus  folgt: 

9)  A^  -"-. 

Vi 

Für  die  Konstante  h  ergiebt  sich  aus  Nr.  7),  wenn  man  den  ge- 
fundenen Wert  von  Ä  einsetzt, 

10)  6  -  ^. 
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und  man  erhält  durch  Substitution  dieser  Werte  von  Ä  und  h  in 
die  Gleichung  der  Geraden  bei  Beachtung  von  Nr.  8)  als  Gleich- 
ung einer  Tangente  mit  dem  Berührungspunkte  Xiy^: 

11)  ViP '^  P  (i>^  +  (^i)' 

Setzt  man  hierin  ^  —  0,  so  folgt  für  die  Abscisse  a  desjenigen 
Punktes,  in  welchem  die  Tangente  die  Parabelachse  schneidet, 

12)  a^  —  x^. 

Dieser  letzte  Wert  ist  besonders  geeignet,  um  bei  gegebenem  Be- 
rührungspunkte die  Tangente  zu  konstruieren. 

Soll  z.  B.  die  Parabel  im  Punkte  P  (Fig.  34)  von  einer  Ge- 
raden berührt  werden,   so  hat  man  nur,   wenn  MP  die  Ordinate 

dieses  Punktes  darstellt,  TÄ  '^  AM  zu 

Pig.  84. 

machen  und  TP  zu  ziehen,  um  die  Tan- 
gente zu  erhalten.  Nach  den  zu  Fig.  32 
gemachten  Bemerkungen  ist  hierbei  TF 
^FPy  folglich  sind  auch  die  Winkel 
PTF  und  TPF  einander  gleich.  Dies 
giebt  den  Satz:  Die  Tangente  an 
einem  Parabelpunkte  bildet  mit  der  Parabelachse  den- 
selben Winkel,  wie  mit  dem  Brennstrahle  jenes  Punktes.'* 
Legt  man  femer  PB  parallel  zur  Achse,  so  sind  nach  dem  Vorigen 
auch  die  Winkel  T^PB  und  TPF  einander  gleich.  Hierauf  be- 
ruhen die  physikalischen  Eigenschaften  des  Parabelbrennpunktes. '^^ 
Ist  x^y^  ein  ausserhalb  der  Parabel  gelegener  Punkt,  von 
welchem  aus  zwei  Tangenten  gezogen  werden  können,  so  Iftsst  sich 
durch  ein  ganz  ähnliches  Verfahren,  wie  das  zur  Herleitung  der 
Gleichung  3)  im  §  10  angewendete,  nachweisen,  dass  fOr  diesen 
Fall  Nr.  11)  die  Gleichung  der  Berührungs sehne  darstellt  Be- 
zeichnet man  nämlich  die  Koordinaten  eines  der  beiden  Berühnmgs- 
pankte  mit  x  und  ^,  so  findet,  da  x^  und  y^  einem  Punkte  ange- 


*  Dieses  Resultat  kann  auch  durch  Vergleichung  der  Bichtangs- 
konstanten  der  Geraden  FP  und  TP  bestötigt  werden. 

**  In  einem  Hohlspiegel^  dessen  spiegelnde  Fläche  durch  Rotatioii 
einer  Parabel  um  ihre  Achse  gebildet  ist,  werden  Licht-  oder  Wärme- 
strahlen, die  parallel  zur  Achse  einfallen,  im  Brennpunkte  vereinigt 
Umgekehrt  werden  solche  Strahlen,  wenn  sie  vom  Brennpunkte  aus- 
gehen, in  einer  mit  der  Achse  parallelen  Richtung  reflektiert. 
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hören,  welcher  in  der  durch  xy  gehenden  Tangente  gelegen  ist, 
zwischen  x,  x^y  y  und  y^  nach  11)  die  Beziehung 

13)  yiy^p{x  +  (iod 

statt,  wobei  nur  x  und  Xy^^  y  und  y^  ihre  Bedeutungen  vertauscht 
haben.  Ganz  gleiches  gilt  auch  für  den  zweiten  Berührungspunkt; 
folglich  ist  die  Gleichung  13),  welche  als  Gleichung  ersten  Grades 
zweien  mit  xy  bezeichneten  Punkten  Genüge  leistet,  der  Yerbindungs- 
geraden  dieser  beiden  Punkte  angehörig.  Hiernach  ist  es  leicht,  die 
Berührungssehne  zu  konstruierea  Man  findet,  wie  bei  der  Tangente, 
für  die  Abscisse  ihres  Durchschnittspunktes  mit  der  Parabelachse: 

wodurch  einer  ihrer  Punkte  bestimmt  ist;  ferner  für  ihre  Rich- 
tungskonstante: p 

Vi 
d.  h.  mit  Bücksicht  auf  Nr.  9):   sie  Iftuft  mit   der  Tangente  eines 
Parabelpunktes  parallel,  dessen  Ordinate  mit  y^  gleich  ist. 

Normalen  der  Parabel.  Eine  im  Parabelpunkte  x^y^  er- 
richtete Normale  hat,  weil  sie  auf  der  Tangente  dieses  Punktes 
senkrecht  steht,  nach  Nr.  6)  im  §  6  die  Gleichnngsform : 

wobei  A  die  der  Tangente  zugehörige  Richtungskonstante  bezeichnet. 
Mit  Hilfe  des  in  Nr.  9)  gegebenen  Wertjes  von  A  erhSlt  man 
hieraus  als  Gleichung  der  Normale: 

14)  y-y,---^{^-x,). 

Jtr 

Setzt  man  hierin  y  ^0,  so  ergiebt  sich  für  die  Abscisse  g  des 
Durchschnittspunktes  der  Normale  und  Parabelachse  das  Resultat: 

15)  I  — a^i^i?. 

Die  Differenz  |  —  0;^,  d.  i.  die  auf  der  a;- Achse  zwischen  dem  Fuss- 
pxmkte  der  Ordinate  und  dem  Einfallspunkte  der  Normale  enthaltene 
Strecke  führt  den  Namen  Sub normale.*    Mit  Ein^hrung  dieser 


*  In  ähnlicher  Weise  wird  die  zwischen  dem  Einfallspunkte  der 
Tangente  und  dem  Fusspunkte  der  Ordinate  auf  der  x  -  Achse  gelegene 
Strecke  S übt angente  genannt.  Ihre  Grösse  ist  in  der  Parabel  nach 
Nr.  12}  gleich  der  doppelten  Abscisse  des  Berührungspunktes. 
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Benennung  entsteht  aus  Nr.  15)  der  Satz:  Die  Subnormale 
jedes  Parabelpunktes  ist  beständig  gleich  dem  Halb- 
parameter. 

Aus  der  Gleichheit  der  Winkel,  welche  eine  Parabeltangente 
mit  Brennstrahl  und  Achse  einschliesst,  kann  noch  auf  einfache 
Weise  das  Besultat  hergeleitet  werden,  dass  die  gleiche  Eigen- 
schaft auch  für  die  Normale  Geltung  besitzt. 


§  17. 
Fortsetznng. 

Durchmesser  der  Parabel.  Wenn  man  die  in  Nr.  3)  des 
vorhergehenden  Paragraphen  für  die  Ordinaten  der  gemeinschaft- 
lichen Punkte  einer  Parabel  und  einer  Geraden  aufgestellte  Gleich- 
ung durch  Ä  dividiert,  so  kann  diese  Gleichung  auf  die  Form 

gebracht  werden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  Ä  von  Null  ver- 
schieden ist,  d.  h.  dass  die  Gerade  nicht  mit  der  Parabelachse  pa- 
rallel läuft.  Der  ausgeschlossene  Fall  ist  also  der,  wo  die  Gerade 
nur  einen  Punkt  mit  der  Parabel  gemeia  haben  kann. 

Angenommen  nun,  die  Gerade  schneide  die  Parabel  in  zwei 
Punkten,  so  wollen  wir  mit  y^  und  y^  die  Ordinaten  dieser  beiden 
Durchschnittspunkte  bezeichnen.  Dann  folgt  aus  l)  nach  dem  alge- 
braischen Lehrsatze  über  die  Summe  der  Wurzeln  einer  quadrati- 
schen Gleichung: 

2       ^  A 

Der  linker  Hand  befindliche  Wert  drückt  hier  die  Ordinate  des 
Mittelpunktes  der  auf  der  Geraden  abgeschnittenen  Parabelsehne 
aus  [vergl.  §  3  Nr.  11)].  Bezeichnen  wir  diese  Ordinate  mit  y, 
so  gilt  für  die  Sehnenmitte  die  Gleichung: 

Da  diese  Gleichung  die  Ordinate  der  Sehnenmitte  nur  von  der  Sich- 
tung der  Sehne  (mittels  der  Konstanten  Ä)  abhängig  macht,  so  gilt 
sie  zugleich  für  die  Mittelpunkte  aller  mit  der  untersuchten  Geraden 
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parallelen  Sehnen  und  giebt  als  geometrischen  Ort  dieser  Punkte 
eine  zur  Parabelachse  parallele  Gerade.  So  entsteht  der  Lehrsatz: 
In  der  Parabel  liegen  die  Mitten  paralleler  Sehnen  in 
einer  zur  Achse  parallelen  Geraden,  oder,  insofern  man 
einer  Linie  den  Namen  Durchmesser  einer  Kurve  giebt,  wenn 
sie  die  Eigenschaft  besitzt,  ein  System  paralleler  Sehnen  zu  halbieren: 
Alle  Parabeldurchmesser  laufen  mit  der  Achse  parallel. 
Der  Abstand  eines  solchen  Durchmessers  von  der  Achse  ergiebt  sich, 
wenn  die  Richtung  der  Sehnen  gegeben  ist,  aus  der  Gleichung  2). 
Durch  ümkehrung  des  Satzes  folgt  hieraus,  dass  eine  in  der  Ent- 
fernung y  gezogene  Parallele  zur  Parabelachse  den  Durchmesser 
aller  derjenigen  Sehnen   darstellt,   welche   die  Richtungskonstante 

3)  A^^- 

y 

besitzen.  Die  Übereinstimmung  dieser  letzten  Gleichung  mit  Nr.  9) 
des  vorhergehenden  Paragraphen  zeigt  zugleich,  dass  die  zugehöri- 
gen Sehnen  gleiche  Richtung  mit  derjenigen  Geraden  haben,  welche 
die  Parabel  in  ihrem  Durchschnittspunkte  mit  dem  Durchmesser 
berührt. 

Die  soeben  gefundenen  Eigenschaften  gewähren  die  Mittel,  in 
einer  gegebenen  Parabel  die  Lage  der  Achse,  des  Brennpunktes  und 
somit  auch  der  Direktrix  ausfindig  zu  machen.  Mittels  zweier  pa- 
rallelen Sehnen  kann  man  nämlich  einen  Durchmesser  und  eine 
Tangente  konstruieren;  mit  Hilfe  der  letzteren  erhält  man  aber  eine 
den  Brennpunkt  enthaltende  Gerade  durch  Anwendung  des  Satzes, 
dass  jede  Parabeltangente  gleiche  Winkel  mit  dem  Brennstrahle 
ihres  Berührungspunktes  und  einer  Parallelen  zur  Achse  einschliesst. 
Wird  dieselbe  Konstruktion  an  einem  zweiten  Paare  paralleler  Seh- 
nen wiederholt,  so  lässt  sich  hierdurch  der  Brennpunkt  und  aus 
diesem  die  Achse  und  die  Direktrix  vollständig  bestimmen.  Übri- 
gens findet  man  auch  die  Achse  bereits  mittels  eines  Durchmes- 
sers ohne  Yermittelung  einer  Tangente,  wenn  man  beachtet,  dass 
eine  zu  diesem  Durchmesser  senkrecht  gelegte  Sehne  auch  senkrecht 
zur  Achse  liegt  und  von  derselben  halbiert  wird. 

Ein  Parabeldurchmesser  und  die  Tangente  des  in  ihm  gelegenen 
Parabelpunktes  bilden  ein  System  zusammengehöriger  Linien,  für 
welches  die  Parabelachse  und  Scheiteltangente  den  speciellen  Fall 
der  senkrechten  Lage  beider  Geraden  darstellen.    Wählt  man  daher 
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zwei   Gerade   der   erstgenannten    Art   zur   x-   und  j/- Achse    eines 

schiefwinkligen  Koordinaten  Systems,  so  muss  die  für  dieses  System 

y.    jj^  geltende  Gleichung  der  Parabel  die   auf  das 

jr        bisher  benutzte  rechtwinklige  System   bezdg- 

y/^      liehe  Gleichung   als   besonderen  Fall   in    sich 

^^  schliessen.     Mit  Anwendung  der  im  §  4  auf- 

9i^ X     gestellten  Transformationsformeln   kann   man 

/[  \  ^    rückwärts  von  der  letzteren  zu  jener  allgemein 

/     \^  *"*    neren  gelangen.     Wir  wollen  hierzu  den  Ko- 

y        \ 

ordinatenwinkel  XOY  in  Fig.  35  mit  a>  be- 
zeichnen, und  die  auf  di^  Parabelachse  AS  und  den  Scheitel  be- 
zogenen rechtwinkligen  Koordinaten  des  neuen  Anfangspunktes 
AB  ^  a  und  BO  ^h  setzen.     Dann  folgt  aus  Nr.  3): 

4)  tan  »  =  — 

0 

und  aus  der  Parabelgleichung: 

5)  h^  «=  2pa. 

Nach  Nr.  9)  im  §  4  ist  beim  Übergange  vom  ursprünglichen  bei 
allen  früheren  Untersuchungen  angewendeten  Koordinatensysteme 
zu  dem  neuen  das  frühere  x  mit 

a  +  X  +  pcosG) 
und  das  frühere  y  mit 

b  -\-  ysinoD 

zu  vertauschen,  da  nämlich  die  im  §  4  angewendeten  Winkel  cc 
und  ß  hier  die  Werte  0  und  o)  besitzen.  Die  Parabelgleichung^ 
wird  hierdurch  in  die  für  das  neue  System  geltende  Gleichung 

(h  +  y  sin  o)^  ^  2p  (a  +  x  •■{-  y  cos  m) 

transformiert,  welche  nach  Ausführung  der  darin  angedeuteten 
Operationen  und  geänderter  Ordnung  der  Glieder  in  die  Form 

y^sin^m  —  2px  +  2&  f  -  —  ianonj  ycoscii  +  {2pa  —  b^) 

tibergeführt   werden   kann.     Bei   Beachtung   von   Nr.  4)    und    5) 

folgt  hieraus: 

y^stnro)  —  2p  x^ 

oder,  wenn  man  beiderseitig  durch  srn^o)  dividiert: 

6)  y«  -=  2  — ^-  x. 

sin'  G) 
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Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  mit  der  bei  allen  vorher- 
gehenden Untersuchungen  benutzten  vollständig  überein,  nur  dass 

p 
die  Eonstante  p  in  die  neue  beständige  Grösse    t-ö—  übergegangen 

S%fl    CD 

ist.  Alle  auf  die  Form  jener  Gleichung  gestützten  Untersuchungen 
der  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  können  daher,  soweit  sie 
von  der  rechtwinkligen  Lage  des  Koordinatensystems  unabhängig 
sind,  auf  das  neue  System  übertragen  werden. 

■ 

Wiederholt  man  z.  B.,  um  nur  einen  hierher  gehörigen  Fall 
auszuheben,  der  eine  konstruktive  Anwendung  zulässt,  die  auf  Tan- 
genten bezüglichen  Untersuchungen  in  derselben  Weise,  wie  im 
§  16,  so  kehrt  auch  die  von  der  Grösse  der  Konstanten  p  imd 
der  rechtwinkligen  Lage  des  Koordinatensystems  unabhängige  Re- 
lation 12)  wieder,  nach  welcher  der  Berührungspunkt  einer  Tan- 
gente und  ihr  Durchschnittspunkt  mit  der  o;- Achse  absolut  gleiche, 
aber  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehene  Abscissen  besitzen. 
Hierauf  kann  eine  Lösung  der  Aufgabe  gegründet  werden,  von 
einem  ausserhalb  der  Parabel  befindlichen  Punkte  Tangenten  an 
die  Parabel  zu  legen.  Zieht  man  nämlich  durch  diesen  Punkt 
einen  Durchmesser,  so  läuft  die  Berührungssehne  mit  der  Tan- 
gente des  Durchschnittspunktes  dieses  Durchmessers  und  der  Pa- 
rabel parallel,  und  zwar  ebenso  weit  von  dieser  Tangente  entfernt, 
als  dieselbe  vom  gegebenen  Punkte  absteht. 

§  18. 
Die  Parabel  xuid  der  Kreis. 

Nach  Nr.  4)  im  §  9  kann  bei  Anwendung  rechtwinkliger  Ko- 
ordinaten die  Gleichung  eines  jeden  Kreises  in  der  Form 

1)  x^  +  y^-2ax-  2fty  +  P«0 

geschrieben  werden,  wobei  a  und  h  die  Mittelpunktskoordinaten 
bedeuten,  P  aber  die  Potenz  des  Koordinatenanfangs  für  den  Kreis 
ausdrückt.  Kehren  wir  nun  zu  dem  früheren  Koordinatensysteme 
zurück,  dessen  Anfang  im  Scheitel  der  Parabel  lag  und  dessen 
7- Achse  mit  der  Parabelachse  zusammenfiel,  so  gestaltet  sich  die 
nachfolgende  Betrachtung  etwas  einfacher,  wenn  wir  der  hierauf 
bezogenen  Gleichimg  der  Parabel  durch  Reduktion  auf  x  die  Form 

2)  .  x»|l 
^  2p 
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geben.  Für  etwa  vorhandene  gemeinschaftliche  Funkte  der  Parabel 
und  des  Kreises  entsteht  dann  durch  Substitution  des  Wertes  2) 
in  1),  wenn  man  noch  ausserdem  die  ganze  Gleichung  mit  4^^ 
multipliciert: 

3)  y^  +  4i?  (i?  -  a)  y^  -  ^hp^y  +  4jp»P  -  0. 

Die  dieser  Gleichung  entsprechenden  y  sind  die  Ordinaten  der  ge- 
meinschaftlichen Funkte,  zu  denen  die  zugehörigen  Abscissen  aas  2) 
berechnet  werden  können. 

Die  Form  von  Nr.  3)  als  einer  Gleichung  vierten  Grades,  die 
höchstens  vier  reelle  Wurzeln  besitzen  kann,  gewährt  den  Funda- 
mentalsatz:   Ein   Kreis   kann  mit  einer  Farabel  höchstens 
vier  Funkte  gemein  haben.     Alle  Kombinationen  von  reellen 
und   imaginären,   gleichen   und   ungleichen  Wurzeln,    die  in   einer 
Gleichung  vierten  Grades  zulässig  sind,  gewähren  in  gleicher  Weise, 
wie  dies  bei  den  Untersuchungen  über  Farabel  und  Gerade  mit  den 
Wurzeln   einer  Gleichung  zweiten  Grades  geschehen  ist,   bei   An- 
wendung auf  Nr.  3)  die  möglichen  Fälle  der  gegenseitigen  Lage^ 
welche  zwischen  •  Farabel  und  Kreis   stattfinden  können.     Wir  be- 
schränken uns,  da  eine  derartige  allgemeine  Untersuchung  für  eine 
Gleichung  vierten  Grades  nicht  ganz  frei  von  Weitläufigkeiten   und 
dabei  von  untergeordnetem  praktischen  Interesse  ist,  auf  den  Fall 
der   gleichen  Wurzeln,   der  sich   zugleich   für  Auffindung  der   Be- 
ziehungen zwischen  Farabel  und  Kreis  als  der  wichtigste  herausstellt. 

Da  die  Gleichung  3)  kein  mit  der  dritten  Fotenz  von  y  be- 
haftetes Glied  enthält,  so  kann  sie  vier  gleiche  Wurzeln  in 
dem  einzigen  Falle  besitzen,  wenn  alle  ihre  Glieder  mit  Ausschluss 
von  y^  zu  Null  werden.*     Dies  geschieht,  wenn 

gesetzt  wird,  oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Potenz  P 
[vergl.  §  9  Nr.  5)],  wenn  zu  den  beiden  ersten  dieser  Gleichimgen 
die  Bedingung 


*  Ist  nämlich  jede  der  vier  gleichen  Wurzeln  =  r,  so  hat  die  Gleich- 
uni? die  Form: 

^  (3/-r)*-0, 

oder  nach  Entwickelung  des  linker  Hand  befindlichen  Ausdruckes: 

y*  -  4f  y8  +  6r*y*  -  4r^y  +  r*  =  0. 
Hierin  kann  ein  Glied  mit  Ausschluss  des  ersten  nur  fehlen,  wenn  r  «sO 
ist;  dann  kommen  aber  auch  alle  r  enthaltenden  Glieder  in  Wegfall. 
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h  — j> 
hinzutritt,  wobei  Tc  wie  früher  den  Kadius  des  Kreises  bezeichnen 
soll.     Da  nach  Einsetzung  dieser  Werte  Nr.  3)  in 

übergeht  und  diese  Gleichung  mit  Hinzuziehung  von  Nr.  2)  einzig 
durch  den  Parabelscheitel  befriedigt  wird,  so  hat  der  durch  diese 
Konstanten  bestimmte  Kreis  den  Scheitel  mit  der  Parabel  gemein. 
Hiybei  mnss  dieser  gemeinsame  Punkt  so  angesehen  werden,  als 
wenn  er  aus  vier  zusammenfallenden  Punkten  bestände, 
welche  gleichzeitig  auf  der  Parabel  und  dem  Kreise  gelegen  sind. 
Diese  innigste  Berührung,  welche  zwischen  einer  Parabel  und  einem 
Kreise  vorkommen  kann,  findet  also  nur  in  einem  Punkte,  näm- 
lich im  Scheitel,  statt. 

In  jedem  andern  Falle  kann  die  Gleichung  3)  höchstens  drei 
gleiche  Wurzeln  enthalten,  d.  h.  die  Parabel  steht  dann  mit  dem- 
jenigen Kreise  in  der  innigsten  Berührung,  welcher  drei  zusam- 
menfallende Punkte  mit  ihr  gemein  hat.  Ein  solcher  Kreis  wird 
Krümmungskreis,  sein  Mittelpunkt  Krümmungsmittel- 
punkt, sein  Badius  Krümmungshalbmesser  genannt.  Die 
allgemeine  Bedingungsgleichung  für  den  Fall,  wo  ein  Kreis  in  den 
Krümmungskreis  einer  Parabel  übergeht,  kann  hiernach  gefunden 
werden,  wenn  man  das  Kennzeichen  aufsucht,  von  Welchem  das 
Vorhandensein  dreier  gleichen  Wurzeln  in  Nr.  3)  abhängig  ist.  Ein- 
facher jedoch,  als  auf  diesem  für  elementare  Untersuchungen  bei 
Grleichungen  höherer  Grade  nicht  ganz  bequemen  Wege,  gelangt 
man  zur  Bestimmung  von  Krümmungskreisen  einer  Parabel,  wenn 
man  zunächst  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  sncht,  welcher  durch 
drei  beliebige  Parabelpunkte  hindurchgeht,  und  dann  hieraus  die- 
jenige Form  des  Besultates  ableitet,  welche  sich  in  dem  Grenz- 
falle ergiebt,  wo  die  drei  anfänglich  getrennten  Punkte  in  einen 
zQsammenschwinden. 

Der  Mittelpunkt  eines  durch  drei  Punkte  zu  legenden  Kreises 
befindet  sich  bekanntlich  im  Durchschnitte  der  auf  den  Mitten  der 
Verbindongsgeraden  je  zweier  dieser  drei  Punkte  errichteten  Senk- 
rechten. Soll  daher  ein  Kreis  durch  drei  Parabelpunkte  hindurch- 
gehen, so  hat  man  zur  Auffindung  seines  Mittelpunktes  sich  zwei 
Sehnen  gezogen  zu  denken,  von  denen  jede  zwischen  zweien  der 
gegebenen  Punkte  gelegen  ist,  und  den  gemeinschaftlichen  Punkt 
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der  auf  den  Mitten  dieser  Sehnen  stehenden  Perpendikel  zu  suchen. 
Wir  wollen  die  beiden  Sehnenmitten  mit  x^y^  und  x^y^  bezeichnen. 
Nach  Nr.  3)  des  vorigen  Paragraphen  gehört  der  ersten  von  den 
beiden  Sehnen  die  Richtungskonstante 

Vi 
zu;  die  im  Punkte  x^y^  darauf  senkrechte  Gerade  hat  demnach  die 
Gleichung:  9 

4)  y-yi--^(a?-%). 

Ebenso  findet  sich  für  die  zweite  Senkrechte: 

5)  y-y^ J(aJ-«2)» 

und,  wenn  man  aus  4)  und  5)  y  eliminiert,  für  die  Abscisse  des 
gesuchten  Kreismittelpunktes:  , 

oder  auch: 

'6)  ^^p  +  ^^  +  y^S^^i:z3l, 

3/1  -  y« 

Nach  Nr.  9)  im  §  5  stellt  ^ — —  die  Bichtungskonstante  der  die 

iCj  —  a^ 

Punkte  x^y^  und  x^y^  verbindenden  Geraden  dar;  bezeichnet  man 
daher  mit  a  den  Winkel,  welchen  diese  Gerade  mit  der  x-Achse 

einschliesst,  so  ist 

X-x  Xa 

— «  cot  er, 

Vi-y^ 

und  aus  Nr.  6)  entsteht: 

7)  X  ^  p  -{-  x^  +  y^  cot  a. 

Wird  endlich  dieser  Wert  von  x  in  der  Gleichung  4)  eingesetst» 
so  erhält  man  für  die  Ordinate  des  gesuchten  Mittelpunktes: 

8)  y  -  -  ^^  cot  a. 

Die  in  Nr.  7)  und  8)  gefundenen  Werte  von  x  und  y  behal- 
ten noch  eine  bestimmte  Grösse,  wemi  man  die  drei  Parabelpunkte 
und  damit  auch  die  Punkte  x^y^  und  x^y^  in  einen  zusammen* 
fallen  ISsst;  sie  gehen  dann  in  die  Koordinaten  des  einem  ParabeK 
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punkte  zugehörigen  Krümmungsmittelpunktes  über.  Die  Verbin- 
dungsgerade der  Punkte  x^y^  und  x^y^  wird  hierbei  zur  Parabel- 
tangente; nach  Nr.  9)  im  §  16  ist  demnach  in  diesem  Falle 

P 
tan  a  =  — 

zu  setzen.  Man  erhält  so  für  die  Koordinaten  des  Krüm- 
mungsmittelpunktes: 

x^p  +  x^  +  '^^ 

P 

oder  mit  Benutzung  der  Parabelgleichung: 

9)  X  ^p  +  3xi 

und 

10)  y--  f 

Beachtet  man^  dass  beim  Zusammenfallen  zweier  Kurvenpunkte 
die  Verbindungsgerade  dieser  beiden  Punkte  in  die  Tangente,  und 
die  auf  der  Mitte  der  zugehörigen  Sehne  errichtete  Senkrechte  in 
die  Normale  desjenigen  Kurvenpunktes  übergeht,  in  welchem  die 
beiden  anfänglich  getrennten  Punkte  zusammengetreten  sind,  so 
folgt  hieraus,  dass  die  im  vorigen  angewendete  Methode  auf  die 
Aufgabe  zurückgeführt  werden  kann,  den  Durchschnittspunkt  zweier 
unmittelbar  benachbarten  Normalen  za  suchen.  In  der  That  zeigt 
auch  die  Vergleichung  mit  Nr.  14)  im  §  16,  dass  die  von  uns 
angewendeten  Gleichungen  4)  und  5)  die  Gleichungen  zweier  Nor- 
malen in  Parabelpunkten  x^y^  und  0:2^2  ^^^^stellen.  Da  hier- 
nach der  Krümmungsmittelpunkt  in  der  Normale  des  zugehörigen 
Knrvenpunktes  gelegen  sein  muss,  so  genügt  es  zu  seiner  kon- 
struktiven Darstellung,  eine  seiner  beiden  Koordinaten  zu  kennen, 
oder  noch  besser,  sogleich  die  Länge  des  Krümmungshalbmessers 
ausfindig  zu  machen. 

Wird  wie  im  vorigen  mit  xy  der  einem  Kurvenpunkte  x^y^ 
zugehörige  Krümmungsmittelpunkt  bezeichnet,  so  gilt  für  den 
Krümmungshalbmesser  (»,  welcher  die  Entfernung  dieser  beiden 
Punkte  misst,  die  Gleichung: 

11)  9*  -  {<^  -  ^lY  +  (p  -  y,)'- 

Mit  Einsetzung  der  in  9)  und  10)  aufgestellten  Werte  von  x  und 
y  entsteht  hieraus  im  Falle  der  Parabel: 
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Q*-{p  +  2x,y+(!,,  +  ^0 


und  hieraus  wieder  mit  Benutzung  der  Parabelgleichung  nach  ein- 
facher Reduktion: 


-» 


!>' 


also  fttr  den  Krümmungshalbmesser  selbst: 

iVp'  +  y^'T 


12) 


Q 


f 


Fasst  man  im  Zfihler  dieses  Wertes  p  als  Subnormale  auf,  so  ist 

leicht  zu  erkennen,  dass  Vi>^+  Vx  <lie  zwischen  dem  Parabelpunkte 
und  der  o;- Achse  enthaltene  Strecke  der  Normale,  die  sogenannte 
Länge  der  Normale  darstellt.  Wird  dieselbe  mit  u  bezeichnet, 
80  kann  Nr.  12)  in  der  Form 


13) 


-  ©' 


Fig.  86. 


sec  MNP, 


geschrieben  werden.  Dieser  Ausdruck  gewährt  eine  sehr  einfache 
Konstruktion  des  Krümmungshalbmessers.  Ist  nämlich  MP  in 
Fig.  36   die  Ordinate   des  Parabelpunktes  P,   und  MN^^p  seine 

Subnormale ,  also  NP  »  u  die  Länge  der 

Normale,  so  wird 

u 

P 
oder  auch  wegen  der  Gleichheit  der  Win- 
kel, welche  die  Normale  mit  Brennstrahl 
und  Achse  einschliesst, 

-  -  sec  NPK 
P 

Setzen  wir  also  LNPF  ^  y^  so  ist  in  der  Figur 

Q  —  NP .  sec^y. 

Wird  daher  im  Punkte  N  auf  der  Normale  eine  Senkrechte  NQ  er- 
richtet, die  den  verlängerten  Brennstrahl  in  Q  schneidet,  so  ist 

QP  —  NP  .  sec  y, 

und  wenn  man  nachher  wieder  in  Q  eine  Senkrechte  auf  QP  zieht, 
bis  sie  im  Punkte  0  die  Normale  trifft,  so  folgt: 
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OF^QP.secy-^NP.  sec^y. 

OP  ist  also  Krümmungshalbmesser  und  0  Krtimmungsmittelpunkt 
för  den  Parabelpuokt  P. 


§  19. 
Die  Quadratur  der  Parabel. 

Wenn  man  in  dem  rechtwinkligen  Koordinatensysteme,  wel- 
ches wir  bis  jetzt  zur  Untersuchung  der  Parabel  benutzt  haben, 
die  x-  xmd  ^- Achse  unter  einander  vertauscht,  also  die  Parabel- 
achse  zur  Achse  der  y  und  die  Scheiteltangente  zur  Achse  der  x 
werden  lässt,  so  kann  die  Gleichung  der  Parabel  in  der  Form 

1)  y 


X' 

2^ 


Fig.  37. 


geechrieben  werden,  indem  bei  dieser  Vertauschung  der  Achsen  die 
X  und  y  lediglich  ihre  Stellen  wechseln.  Wir  machen  von  dieser 
Gleichung  Gebrauch  zur  Bestimmung  des  Inhalts  der  parabolischen 
Fläche  ÄFM  (Fig.  37),  welche  von  dem  Para- 
belbogen AP  und  den  Koordinaten  des  Punktes 
P,  nämlich  AM  ^  x  und  MP  =  y  begrenzt  ist. 
Mit  Bücksicht  auf  das  zu  Grunde  gelegte  Koor- 
dinatensystem stellt  hierbei  A  den  Parabeischeitel 
dar  und  die  Abscisse  AM  ist  auf  der  Scheitel- 
tangente  gemessen. 

Teilen  wir  AM  ^=»  x  in  n  gleiche  Teile  und 
legen  durch  jeden  Teilpnnkt  eine  Ordinate,  so 
zerfällt  die  gesuchte  Fläche  in  eine  gleiche  Anzahl   von  Streifen, 

X 

von  denen  jeder  über  der  Basis  —  steht.     Die   Ordinaten,    durch 

welche  diese  Streifen  begrenzt  werden,  haben  nach  Nr.  1)  in  ihrer 
Reihenfolge  vom  Scheitel  aus  die  Längen: 


(i)'  (?)'  (^)'  I 


(n  —  i)x 


n 


r  (t)" 


2jp 

oder  auch: 


2p 


2p 


2p 


2p 


(i)-  (l)V  (!)V.  .. 

Fort  u.  SchlOmllch,  «ual.  Geometrie  I.  5.  Aufl. 


(=^)V 


y- 


8 
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Jeder  einzelne  von  zwei  solchen  Ordinalen  begrenzte  Streifen  kann 

nun  in  zwei  Orenzen  eingeschlossen  werden,  indem  man  über  der 

sc 
Basis  —  ein  Mal  ein  Rechteck  mit  der  Anfangsordinate,  ein  anderes 
t} 

Mal  mit  der  Endordinate   konstruiert.     Ein  Bechteck  ersterer  Art 

besitzt  einen  kleineren  Inhalt,  während  das  zweite  grösser  ist  als 

die  zugehörige  Streifenflftche.     Die  Summe  der  letzteren  Rechtecke 

ist  hiernach  ebenfalls  grösser,   die  der  ersteren  dagegen   kleiner 

als  die  gesuchte  parabolische  Flüche,  welche  wir  F  nennen  wollen. 

Hieraus  entstehen  folgende  zwei  Ungleichungen: 

124.22  +  3«  +  ..,  +  «« 

^< ^^-     — -«y. 

l«+2«  +  3«  +  ...  +  (n-l)« 
F> ^^    -^ '-  .  xy. 

Die  Differenz   dieser   beiden   Grenzen,  zwischen  welchen   der 

Wert  von  F  eingeschlossen  ist,  betrügt  —  xy^  kann  denmach  kleiner 

als  jede  angebbare  Grösse  gemacht  werden,  wenn  man  n  in  ent- 
sprechender Weise  wachsen  lässt.  Für  unendlich  wachsende  n 
fallen  beide  Grenzen  zusammen,  und  man  erhält,  wenn  man  den 
Grenzwert,  gegen  welchen  beide  Ausdrücke  konvergieren,  durch 
Vorsetzen  der  Silbe  Lim  (Abkürzung  von  limes  — >  Grenze)  bezeiclinet, 

F^Lim -^ xy, 

oder  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze* 


*  Aus  dem  für  ganze  positive  m  geltenden  Divisionsreflultate 


ergiebt  sich  fOr  a>-&]>0  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

Hieraus  wird,  wenn  man  m=|)  +  l  und  ein  Mal  a=- j;+1,  &>-f,  ein  aa- 
deres  mal  a^z,  h  —  »  —  l  setzt,  das  Resultat 

abgeleitet,  wobei  p  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Sub- 
stituiert man  hierin  der  Reihe  nach  jer»!,  2,  3,...n,  und  addiert  alle 
80  entstehenden  Ungleichungen,  so  folgt: 
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2)  F  =  jxy, 

nnd  hieraus  für  die  Flache  ÄPNj  welche  JP'  heisßen  mag, 

3)  F[  =  lzy.    ^ 

Eine  grössere  Verallgemeinerung  erlangen  die  gefundenen  Be- 
Bultate,  wenn  man  die  zu  ihrer  Herleitung  benutzte  Methode  auf  das 
im  §  17  zu  Fig.  35  aufgestellte  Koordinatensystem  überträgt  und 
dabei  wieder  eine  Vertauschung  der  x-  und  ^- Achse  eintreten  lässt. 

Man  erh&lt  dann  aus  §  17  Nr.  6)  die  Parabelgleichung: 

welche  in  ähnlicher  Weise  wie  die  obige  Gleichung  1)  angewendet 
werden  kann,  um  die  zwischen  einem  Pai'abelbogen ,  der  Tangente 
eines  seiner  Endpunkte  und  der  durch  den  andern  Endpunkt  ge- 
legten Parallelen  zur  Parabelachse  ent-  .  pig.  39. 
haltene  Fläche  zu  berechnen.  Das  hier- 
bei sich  ergebende  Resultat  lautet,  dass,* 
wenn  in  Fig.  38  der  Parabelbogen  ÄP 
in  das  Parallelogramm  ÄMNP  so  ge* 
legt  ist^  dass  er  die  Seite  AM  im 
Punkte  A  tangiert,  während  seine  Achse  mit  der  Seite  AN  pa- 
rallel läuft,  die  durch  den  Parabelbogen  gebildeten  Parallelogramm- 
teile AMP  und  ANP  sich  wieder  wie  1 :  2  verhalten.* 


Die  aas  Division  durch  n^+^  sich  ergebenden  Resultate  konvergieren  bei 

unendlich  wachsenden  n  gegen  die  gemeinschaftliche  Grenze und 

p  +  1 
man  erhält  hieraus: 

jLtm 


In  dem  oben  vorkommenden  Falle  war  j)»2,  also  der  Grenzwert  »^. 

*  Sieht  man  bei  Fig.  88  oder  87  von  der  Vertauschung  der  Eoor- 
dinatenacbBen  ab,  so  stös^t  man  bei  Berechnung  der  Fläche  ANP  nach 
der  angegebenen  Methode  auf  einen  Grenzwert  von  der  Form 

n  Yn 

8* 


/ 
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Die   Simpsonsche  Regel.    Aus  der  obigen  Gleichung  2) 
lässt  sich  noch  eine  allgemeine  Methode  zur   näherungswei^en  Be- 


welcher  gleich  }  sein  muss,  wenn  das  Ergebnis  mit  dem  vorher  ent- 
wickelten in  Übereinstimmung  kommen  soll.  Ebendahin  fuhrt  das  Re- 
sultat der  Torigen  Anmerkung,  wenn  sich  beweisen  lässt,  dass  es  auch 
für  gebrochene  Werte  von  p  Geltung  behält.  Man  gelangt  hierzu  durch 
folgende  Betrachtung 

Werden  die  Glieder  einer  beliebigen  fallenden  Zahlenreihe  mit 

«1  >  «*«  >  «*8  >    •  •  >  w„_i  >  u„ 
bezeichnet,  und  ist 

^«-'«i  +  w,  +  «8+...  +  u,_,4-u^ 
deren  Summe,  so  folgt  aus 

nach  Multiplikation  mit  n,  wenn  man  nu^^^  mit  dem  nach  der  ge- 
stellten Bedingung  grösseren  Werte  S^  vertauscht, 

(n4-l)Ä,>n5„^,. 
Dies  giebt  das  Resultat: 

In  gleicher  Weise  ist  in  einer  steigenden  Zahlenreihe 

Bei  Anwendung  auf  das  Divisionsresultat 

worin  a  ]>  &  ^  0  sein  und  r  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeich- 
nen soll,  liefern  einerseits  die  s  Anfangsglieder,  andererseits  die  s  End- 
glieder die  Ungleichung 

ar-'{a'  —  &*)       a^—b"^        &'-'(a'  — &*) 

8{a-b)    -^ria-h)-^     8{a-h)    ' 
woraus  weiter 

r        ^  «'■  —  &*'  ^   f 
8        ^  a'  —  h'  ^  8 

hervorgeht.  Man  gelangt  hierdurch  wieder  zu  der  in  der  vorigen  An- 
merkung aufgestellten  Ungleichung: 

o  —  6 

r      .  .      * 

wenn  man  —  mit  m  und  a  mit  a»  vertauscht,  nur  dass  sie  jetzt  auch 

für  gebrochene  Werte  von  m  gilt,  welche  grösser  sind  als  1.  Der  Fort- 
gang der  Betrachtung  bleibt  dann  wie  vorher. 
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Tectmang  von  ebenen  Fiad^en  herleiten,  welche,  Aber  einer  ge- 
gebenen Abscisse  stehend,  von  zwei  rechtwinkligen  Ordinalen  und 
einem  beliebigen  Korvenbogen  begrenzt  sind.  Hierzu  fohrt  folgende 
Vorantersnch  u  ng. 

In  Fig.  39  ist  B  der  Scheitel  einer  Parabel,  deren  Ächae  BH 
mit  der  y-Achse  des   rechtwinkligen   Koordinaten ajatems  parallel 
Ifinft.     Wir   stellen  uns  die  Aufgabe,  die 
FlBcbe  P^MtMiPi,   die  mit  S  bezeichnet     „   „        ^    * 
werden  mag,  mittels  der  Koordinaten  der 
drei  Punkte  P,,  P,  nnd  P,  zu  berechnen, 
wobei  der  Punkt  Pg  ao  gewShlt  ist,  dass 
durch  eeine  Ordinate  die  Strecke   M^M^ 

in  iwei  gleiche  Teile  geteilt  wird.    Ver-  3 

schieben    wir    die   Koordinatenachsen   pa- 
rallel zu  eich  selbst  in  die  Lage  von  BH  0  f 
und  BS,  nnd  bezeichnen  die  Koordinaten 

emea  auf  das  nene  System  bezogenen  Punktes  mit  £  und  t),  so 
lautet  nach  Nr.  l)  die  Parabelgleichung: 

5)  n-  f- 

Für  den  durch  die  Scheiteltangente  BS  von  der  zu  berechnenden 
Fische  S  abgeschnittenen  Teil  P^N^N^P^—  T  gilt  dann  nach  2) 
die  Formel: 

»■-Idiii-s.-!.). 

oder  mit  Benutzung  von  Nr.  5): 

m        5|     ~  Ig 

6p 
wobei  l^t),  und  l^i],   sich   auf   die   Punkte  P,   und   Pj   beziehen. 
Hieraua   folgt,  wenn  man  M^M^^M^M^  —  e,   also   |,  —  |j  =  2f 

Eetzt: 

r      '(Si'  +  I.l.  +  I.') 


oder  nach  einfacher  Umgestaltung: 

j.„'ll.'  +  fe  +  S,)'+V 
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Nun  ißt  aber  ^^— — -  =  I2»  ^-  ^  ^®^  Abscisse  des  Punktes  P,  gleich. 
Mit  Wiedereinsetzung  der  Ordinaten  aus  Nr.  5)  entsteht  hiemach: 

6)  T~je(f,t+4.f,,+  r,,). 

Kehren  wir  jetzt  zum  ursprünglichen  Koordinatensysteme  zurück 
und  setzen  ^  .  ^  ^      , 

so  ergiebt  sich  aus  Nr.  6): 
oder  nach  gehöriger  Reduktion: 

Hieraus  folgt,  wenn  man  beiderseitig 

Flache  N^M^M^N^'^^hB 
addiert , 

7)  S^-B{y^+  4yg  +  t/3). 

Dieses  Resultat  bleibt  von  dem  Vorzeichen  von  h  unabhängig,  griit 
also  auch  noch  dann,  wenn  die  konkave  Seite  des  Parabelbog-ens 
der  X-Achse  zugewendet  ist. 

Die  vorhergehenden  Betrachtangen  lassen  insofern  eine  Um- 
kehmng  zu,  als,  wenn  drei  Punkte  in  der  Lage  von  P|,  P^  und  P, 
gegeben  sind,  es  im  allgemeinen  möglich  ist,  durch  dieselben  eine 
Parabel  zu  legen,  deren  Achse  den  Ordinaten  parallel  läuft.  Unter 
der  gemachten  Voraussetzung  lautet  nämlich  nach  Nr.  5)  die  Pa- 
rabelgleichong:  ,  >.» 

und,  wenn  man  hierin  die  Koordinaten  der  drei  Punkte  einsetzt,  so 
erhält  man  drei  Bedingongsgleichungen,  aus  denen  sich  die  Kon- 
stanten a,  h  und  p  herleiten  lassen.  Die  gestellte  Forderung  trft^ 
in  dem  einzigen  Falle  einen  Widerspruch  in  sich,  wenn  die  drei 
Punkte  in  derselben  geraden  Linie  liegen;  doch  lässt  sich  aus  der 
Zusammensetzung  der  Formel  7)  leicht  übersehen,  dass  sie  auch 
dann  noch  ihre  Qeltung  behält.  Jedesmal  also ,  wenn  man  sich  durch 
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Fig.  40. 


die  Endpunkte  der  drei  um  die  Strecke  s  von  einander  entfernten 
Ordinaten  y^^  y^  und'^i  eine  Parabel  gelegt  denkt,  deren  Achse 
normal  zu  den  Ordinaten  ist,  wird  die  Grösse  der  Fläche  des 
zwischen  y^  und  y^  enthaltenen  Streifens  durch  die  Gleichung  7) 
ausgedrückt. 

Hiervon  kann  Gebrauch  zur  annäherungsweisen  Berechnung 
der  Flache  PMNQ  (Fig.  40)  gemacht  werden.  Zerlegt  man  die 
nach  ihrem  Inhalte  zu  bestimmende 
Flache,  die  wir  mit  F  bezeichnen 
wollen,  durch  Ordinaten  in  eine 
gerade  Anzahl  von  Streifen,  so 
mag  wieder  e  die  Breite  eines  jeden 
solchen  Streifens  darstellen,  während 
die  auf  einander  folgenden  Ordinaten  q 
die  Bezeichnung  y^,  y^,  y^^-'V^n 
erhalten  sollen.  Man  kann  jetzt  die  Bogenstttcke,  welche  drei  auf 
einander  folgende  Ordinatenpunkte  verbinden,  näherungsweise  als 
Parabelbögen  ansehen,  und  erhält  dann,  wenn  man  für  jedes  Streifen- 
paar einen  Ausdruck  von  der  Form  7)  aufstellt,  durch  Summierung 
aller  Streifenpaare  nach  gehöriger  Verbindung  der  gleichartigen 
Grössen: 

8)     ^=  -3  «  {yo  +  y«»  +  ^  (s^i  +  2/3  +  %  +---  +  y2«-i) 

+  2(^2  +  ^4  +  3/3  +...  +  y2«-2)}. 
Diese    unter    dem   Namen    der   Simpsonschen   Regel    be- 
kannte Formel  gewährt  in  den  meisten  Fällen  einen  nicht  unbe- 
trächtlichen,   mit   der   Anzahl   der   Zwischenordinaten   wachsenden 
Grad  von  Genauigkeit. 
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§20. 

Die  Oleiohang  (—j  +  (^j  —  1. 

Bei  Gelegenheit   der  im  §  14  angestellten  allgemeinen  Be- 
trachtang der  Kegelschnitte  haben  wir  unter  Nr.  7)  die  Gleichung 

')  (5V(|)'- 

einer  Ellipse  angehörig  gefunden,  deren  grosse  und  kleine  Acbse 
2  a  und  2&  die  Achsen  der  x  und  y  darstellen.  Die  Form  dieser 
Gleichung  Hess  uns  bereits  die  allgemeinen  Umrisse  der  darin  re- 
präsentierten Kurve  erkennen;  es  bleibt  uns  noch  übrig,  das  Bild 
dadurch  weiter  auszuführen^  dass  wir  der  Gleichung  die  Mittel 
zur  konstruktiven  Darstellung  der  Linie  entnehmen. 

Wird  Nr.  1)  durch  Entfernung  der  Nenner  auf  die  Form 

2)  a^y^+h^x^=^an^ 

gebracht,  so  lässt  sich  mit  Einsetzung  von  x<^r  cosfp  und  ^  »  r  sintp 
die  Ellipse  auf  ein  Polarkoordinatensystem  beziehen,  welches  den 
Mittelpunkt  zum  Pol  und  die  grosse  Achse  zur  polaren  Achse  hat 
Es  entsteht  nach  einfacher  Umgestaltung: 

oder,  wenn  wir  nach  §  14  Nr.  9)  mittels  der  Gleichung 

*  Ein  grösserer  Wert  von  r'  als  der  durch  die  Gleichung  3)  tua- 
gedrückte  muss  offenbar  einem  ausserhalb  des  von  der  Ellipse  einge- 
schlossenen Teiles  der  Ebene  gelegenen  Punkte  angehören,  während 
kleinere  Werte  sich  auf  den  innerhalb  gelegenen  Teil  beziehen.  Geht 
man  in  den  sich  hieraus  ergebenden  Ungleichungen  auf  die  rechtwink- 
ligen Koordinaten  zurück,  so  findet  man  die  Relation 
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die  lineare  ExcentricitBt  c  einführen, 

Beschranken  wir  uns  auf  die  zwischen  den  Grenzen  0  und  90^  ge- 
legenen Polaxwinkel,  was  insofern  ausreicht,  als  damit  einer  der 
yier  unter  sich  kongruenten  Ellipsenquadranten  vollständig  umfasst 
wird,  so  erkennen  wir  hieraus,  dass  r  bei  wachsendem  <p  abnimmt^ 
dass  also  a  und  2^  den  grössten  und  kleinsten  Radius  der  Ellipse 
darstellen.  Ein  vom  Mittelpunkte  aus  mit  dem  Halbmesser  a  kon- 
struierter Kreis  ist  daher  so  um  die  Ellipse  beschrieben,  dass  er 
mit  ihr  nur  die  Scheitel  der  grossen  Achse  gemein  hat;  der  kon- 
zentrische Kreis  mit  dem  Radius  b  ist  in  ähnlicher  Weise  einge- 
schrieben.  Beide  Kreise  sollen  ausschliesslich  der  umgeschrie- 
bene und  der  eingeschriebene  Kreis  der  Ellipse  genannt  wer- 
den. Kehren  wir  zum  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  zurück,, 
so  hat  der  erstere  dieser  Kreise  die  Gleichung: 

5)  x^  +  y^=^  a*, 
der  zweite  dagegen: 

6)  x^+y^^b\ 

Aus  der  Zusammenstellung  dieser  beiden  Gleichungen  mit  Nr.  l) 
oder  2)  finden  wir  Mittel  zur  konstruktiven  Darstellung  der  Ellipse. 
Es  genügt  hierbei  au3  dem  oben  angegebenen  Grunde  wieder,  wenn 
wir  uns  auf  die  Betrachtung  des  Quadranten  beschränken,  in  welchem 
beide  Koordinaten  positive  Werte  besitzen. 

Bezeichnen  wir  die  Ordinaten  der  Ellipse  und  des  umge- 
schriebenen Kreises,  welche  einer  und  derselben  Abscisse  ange- 
hören, mit  y  und  f/^  so  folgt  aus  l)  und  5) 

a 
und  hieraus  durch  Division: 


als  Kennzeichen  der  ausserhalb  der  Ellipse  gelegenen  Punkte,  während 
die  Ungleichung 

fär  Punkte  innerhalb  der  Ellipse  gilt. 
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7)  yxy^^h'.a, 

d.  h.  die  derselben  Abscisse  entsprechenden  Ordinaten  der  Ellipse 
und  des  umgeschriebenen  Kreises  stehen  zu  einander  in  dem  unver- 
änderlichen Verhältnisse  der  Halbachsen.  Hiernach  können  beliebig 
viele  Punkte  einer  Ellipse  gewonnen  werden,  wenn  man  die  auf 
demselben  Durchmesser  rechtwinkligen  Ordinaten  eines  Kreises  in 
einem  konstanten  Verhältnisse  verkürzt.* 

Bei  Vergleichnng  der  Ellipse  mit  dem  erageschriebenen  Kreise 
sollen  X  und  a/'  die  derselben  Ordinate  zugehörigen  Abscissen  der 
Ellipse  und  des  Kreises  darstellen.  Dann  ergiebt  sich  aus  l) 
und  6): 


X 


a 


-  T  V^'  -  y^      ^' = Vb'  -  y*. 


und  dies  führt  zu  der  Proportion: 

8)  X  :  a/'  =^  a:b. 

Die  Ellipse  kann  hiemach  gebildet  werden,  indem  man  sämtliche 
Abscissen  des  eingeschriebenen  Kreises  in  dem  unveränderlichen 
Verhältnisse  der  elliptischen  Halbachsen  verlängert. 

Die   im   vorigen  enthaltene  Vergleichnng  der  Ellipse  mit    den 

beiden  über  ihren  Achsen  beschriebenen 

Fig.  41. 

^  Kreisen  führt   auf  die  folgende  einfache 

Konstruktion   von   beliebig   vielen    ihrer 

Punkte,    mit    gleichzeitiger   Anwendung 

^  beider  Kreise.    Zieht  man  in  Fig.  41   den 

\  Badius  0P\  welcher  die  beiden  Kreise 

sA  in   den  Punkten  P'   und  P"   schneidet. 

Na  und  legt  durch  P'  die  Gerade  P'3£  pa- 

j X    rallel  zur  y- Achse,  und  NP"  durch  I*" 

parallel  zur  a;- Achse,  so  ist  der  Durch- 
schnittsponkt  P  dieser  beiden  Oeraden  ein  Ellipsenpunkt  Sobald 
nämlich  mit  Anwendung  der  obigen  Bezeichnungen 


*  Dies  geschieht  z.  B.  bei  geometrischer  Projektion  des  Kreises  anf 
eine  zu  diesem  Durchmesser  parallele  gegen  die  Kreisebene  geneigte 
Ebene.  Diese  Bemerkung  ist  insofern  nicht  ohne  Wichtigkeit,  als  da- 
durch der  Geometrie  ein  Mittel  gegeben  ist,  Eigenschaften  der  Elllipae 
aus  entsprechenden  Kreiseigenschaften  abzuleiten. 
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gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  aus 

MP  :  MP^  =  OP"  :  OP' 
die  Proportion  Nr.  7),  und  Nr.  8)  aus: 

OMiNP'^^  OP^i  0P'\ 

Zu  bemerken  ist  hierbei  noch,  dass  die  angewendete  Konstruk- 
tion eine   einfache  Bestfttigung  findet,   wenn  man  die  Quotienten 

OM       X       ^   ON       y 

Typt  ~  —  ^^^  nWi  ^  ~i  *^8  trigonometrische  Funktionen  des  Win- 
kels MOP^  =  NP'^0  auffasst.  Bezeichnet  man  diesen  Winkel  (die 
sogenannte  ezcentrische  Anomalie)  mit  a,  so  ist 


X 

a 


y 


Fig.  42. 


und  hieraus  folgt  sogleich  für  den  Punkt  P  die  Ellipsengleichung  l). 
Die  hierin  enthaltene  Analogie  zwischen  der  goniometrischen 

Gleichung  2      r     •  2 

cos^a  +  sinra  —  1 

und  der  Gleichung  der  Ellipse  kann  zu  einer  zweiten  Darstellungs- 
weise dieser  Kurve  benutzt  werden.  Lässt  man  eine  Gerade  AB  von 
unyeränderlicher  Lftnge  mit  ihren 
Endpunkten  Ä  und  B  auf  den 
Schenkeln  OT  und  OX  eines  rech- 
ten Winkels  gleiten  und  beob- 
achtet den  Weg,  den  dabei  ein 
auf  der  Geraden  gelegener  fester 
Punkt  P  durchläuft,  so  ist,  wenn 
man^P  ==  a,  P-B—  5,  0M==  NP 
«  X,  MP  ^  ON^y  setzt,  für 
jede  Lage  des  Punktes  P 

X 

—  «  cos  NPA. 
a 


b 


sin  OB A^ 


folglich,  da  LNPA^LOBA, 

(7)  ■+  (i)  -  •• 

Der  Punkt  P  beschreibt  also  eine  Ellipse.  —  Es  ist  leicht  ersicht- 
lich, dass  hierbei  der  beschreibende  Punkt  auch  auf  der  Verlängerung 
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der  anveränderlichen  Oeraden  gelegen  sein  kann.  Die  Gerade  A!B^ 
in  Fig.  42,  die  mit  dem  Punkte  Al  auf  der  ^- Achse  and  mit  B^ 
auf  der  o;- Achse  gleitet^  stellt  diesen  Fall  dar.  A^F  ist  hier 
wieder  »  a  und  B^P^^h  angenommen. 

Sowie  im  §  1 5  unter  II.  die  Parabel  durch  Zerlegung  der  Seiten 
ihrer  Gleichung  in  zwei  Faktoren  ersten  Grades  mittels  des  Durchsclmit- 
tes  von  zwei  veränderlichen  Geraden  dargestellt  wurde,  so  lässt  sich 
auch  ein  ähnliches  Verfahren  für  die  Ellipse  und  überhaupt  für  jede 
Linie  zweiten  Grades  anwenden.  Haben  zwei  Gerade  die  Gleichungen 


9) 
10) 


Ol  a 


y 


X 


a 


so  gilt  für  ihren  Durchschnittspunkt  auch  die  durch  Multiplikation 
derselben  entstehende  Gleichuug: 


x^  x^ 

«1 s     oder     — «  + 


.8 


1, 


Fig.  43. 


und  diese  gehört  einer  Ellipse  an,  wenn  h^  h^  »=  h^  oder  wenn  die 
stetige  Proportion 

II)  h^:b^h:h^ 

erfüllt  wird.     Hierauf  gründet  sich  die  folgende  Konstruktion. 

In  dem  Rechtecke  CABB  (Fig.  43),   dessen  Seiten  CA,   und 
CB  die  Halbachsen  der  zu  konstruierenden  Ellipse  darstellen»    teile 

man  DB  und  CB  in   den  Punkten 
M  und  N^  so,   dass   die  Proportion 
BMiDB^CN^iCB 

stattfindet.  Legt  man  hierauf  durch 
den  Scheitel  A  der  grossen  Achse 
die  Gerade  AN^  und  durch  den  zw^eiten 
Scheitel  A^  die  Gerade  A^N^^  so  ist 
der  Durchschnittspunkt  P  beider  Ge- 
raden ein  Ellipsenpunkt.  Wird  n&m- 
lieh  CN^  «  &i ,  CN^ «—  &2  gesetzt  und  bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich 
die  Halbachsen  mit  a  und  6,  so  stellt  Nr.  9)  die  Gleichung  der 
Geraden  A^N^  und  Nr.  10)  die  von  AN^^  dar.  Was  die  dabei 
zu  erfüllende  Bedingung  11)  betrifft,  so  gilt  der  Konstruktion  zu- 
folge die  Proportion: 


B 

J) 
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Hieraus  ensteht  aber,  wenn  man  AC  mit  der  gleichen  Strecke  DB 
yertanscht  nnd  die  gegebene  Relation 

DMiDB^CN^iCB 

anwendet,  die  verlangte  Bedingung. 

Brennpunkte  der  Ellipse.  Soll  die  Ellipse  mittels  ihrer 
Brennpunkte  konstruiert  werden,  so  entsteht  wieder,  wie  bei  der 
Parabel,  die  Frage  nach  der  Anzahl  und  Lage  solcher  Punkte. 
Wir  haben  im  §  15  unter  Nr.  6)  und  7)  gefunden,  dass,  wenn 
X  und  y  die  Koordinaten  eines  auf  einer  Linie  zweiten  Grades  gele- 
genen Punktes,  |  und  ri  dagegen  die  eines  zugehörigen  Brennpunktes 
darstellen,  zwischen  diesen  Grössen  eine  Gleichung  von  der  Form 

12)  {X  -  D*  +  (y  -  riY  ^  {ax  +ßy  +  yf 

stattfinden  muss,  welche  nach  Ausführung  der  Rechnung  in 

.     I  (l^a')a^+(l^ß^)y^^2aßxy'-2(^+ay)x 

übergeht.  Damit  es  möglich  ist,  diese  Gleichung  auf  die  Formen  l) 
oder  2)  der  Ellipsengleichung  zurückzuführen,  müssen  die  Beding- 
anifeu 

erfüllt  werden,  von  denen  die  erste  und  zweite,  oder  die  erste  und 
dritte  nur  dann  neben  einander  bestehen  können,  wenn  entweder 
zugleich  a  =*  0  und  |  =  0,  oder  ß  =  0  und  t^  =  0  ist.  Man  sieht 
hieraus,  dass  Brennpunkte  der  Ellipse  nur  in  einer  der  beiden 
Achsen  gelegen  sein  können.  Nehmen  wir  zunächst  /5  =  0  und  t^  =  0, 
suchen  also  solche  Brennpunkte,  die  in  der  ir- Achse  gelegen  sind. 


so  ist  nach  der  zweiten  der  zu  erfüllenden  Bedingungen  a  —  — 

y 

zu  setzen.  Mit  Substitution  dieser  Werte  kann  Nr.  13)  auf  die  Form 

^-'x'+y'-y'-^^ 
T 

gebracht  werden,  woraus  sich  die  Gleichung 

ergiebt.     Dieselbe  gehört  einer  Ellipse  an,  für  deren  Halbachsen 
die  Beziehungen 
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a  =  y,  ■  b«  =  y»  -  I» 
stattfinden.  Durch  Verbindung  der  beiden  letzten  Belationen  entsteht: 

14)  S*  -  a«  -  h\ 

oder  mit  Einführung  der  linearen  Excentricität  c: 

15)  g  =  ±  c, 

wodurch  wir  auf  die  zwei  bereits  in  Fig.  29  dargestellten  Brenn- 
punkte zurückkommen. 

Für  Brennpunkte  in   der  y- Achse  müsste  a  =-  0   und  |  •«  0 

gesetzt  und  dazu  die  Bedingung  jS  =» gefügt  werden.     Wird 

mit  Benutzung  dieser  Grössen  die  vorhergehende  Rechnung  wieder- 
holt, so  gelangt  man  durch  blosse  Buchstabenvertauschung  zu  dem 
Resultate: 

16)  i?2  «  52  _  ^2^ 

was,  da  a  >  &  vorausgesetzt  ist,  zu  imaginären  Werten  hinführt. 
Die  Ellipse  enth&lt  also  nur  die  beiden  in  der  grossen  Achse  zu 
beiden  Seiten  des  Mittelpunktes  im  Abstände  c  gelegenen  Brennpunkte. 
Bezeichnen  wir  mit  %  den  Abstand  eines  Ellipsenponktes  xy 
von  dem  auf  der  Seite  der  positiven  x  gelegenen  Brennpunkte,  so 
ist  in  der  aus  Nr.  12)  folgenden  Gleichung 

gi^'^iccx  +  ßy  +  yy 

nach  den  oben  gefundenen  Relationen 

S  c 

'         ^     ^  y  a 

zu  setzen,  wobei  b  wie  früher  (vgl.  §  14  Nr.  8)  die  numerische 
Excentricit&t  darstellt.     Hieraus  folgt: 

^1  =  («  —  «^)^ 
und,    da   für  jedes  x  (also  z.  B.  auch  für  a;  =  0)    nur    positive 
Werte  von  z^  zolllssig  sind, 

17)  gy^  a  —  sx. 

In  gleicher  Weise  findet  sich,  wenn  man  J  =  —  c  nimmt,  ftlr  den 
auf  den  andern  Brennpunkt  bezogenen  Brennstrahl: 

18)  j?,  =  a  +  sx, 

und  endlich  aus  der  Verbindung  von  17)  und   18): 

19)  Zy  +  z^=^2a. 
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So  gelangen  wir  durch  die  analytische  Untersuchung  der 
EUipsengleichimg  zu  der  bereits  im  §  14  aus  Fig.  29  hergeleiteten 
ünyeränderlichkeit  der  Summe  der  Brennstrahlen  zurück.  Es  ge- 
währt durchaus  keine  Schwierigkeit,  dieser  Eigenschaft  die  Mittel 
zur  Konstruktion  einer  Ellipse  zu  entnehmen,  für  welcne  die  grosse 
Achse  und  die  Brennpunkte  gegeben  sind. 


§  21. 
Die  Ellipse  und  die  G-erade. 

Für  die  Koordinaten  derjenigen  Punkte,  welche  gleichzeitig 
in  einer  Ellipse  mit  der  Gleichung 

1)  a^y^  +  b^x^  -  a^b^ 

ond  einer  Geraden 

2)  y^Mx  +  n* 

gelegen  sind,  müssen  die  Gleichungen  beider  Linien  Geltung  finden. 
Durch  Elimination  von  y  erhält  man  hieraus  für  die  Abscissen 
dieser  Punkte: 

3)  (a^Jf*  +  6«)  x^  +  2a«  Mnx  +  a«  (n*  -  b^)  =  0. 

Das  y,  welches  einem  jeden  hieraus  folgenden  x  zugehört^  ist 
ans  Nr.  2)  zu  berechnen. 

Da  a«3f«  +  b^  ii^  einer  Ellipse  nicht  gleich  Null  sein  kann,  so 
ist  die  Gleichung  3)  stets  quadratisch,  gewährt  also  rücksichtlich 
der  Beschaffenheit  ihrer  Wurzeln  die  bei  quadratischen  Gleichungen 
möglichen  drei  Fälle,  welche  nach  dem  Vorzeichen  der  Diskriminante 

J  «  a^M^n^  -  a«  (n*  -  6«)  (a^M*  +  b^ 

m  beurteilen  sind.     Durch  einfache  Umformung  des  letzteren  Aus- 
druckes gelangt  man  zu  dem  Resultate 

wonach,  da  a^b^  immer  positiv  sein  muss,  die  Unterscheidung  der 
drei  Fälle  einzig  davon  abhängt,  ob  die  Differenz 


*  Um  Yerwechselungen  mit  den  Eonstanten  der  Ellipse  zu  vermei- 
den, ist  die  Bichtungskonstante  der  Geraden  mit  M  und  die  Ordinate 
ihres  in  der  y- Achse  gelegenen  Punktes  mit  n  bezeichnet  worden. 
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positiv,  gleich  Null  oder  negativ  ist.  Im  ersteren  Falle  stellt  die 
Gerade  eine  Sekante,  im  zweiten  eine  Tangente  der  Ellipse  dar; 
im  dritten  sind  keine  gemeinschaftlichen  Punkte  vorhanden. 

um  dem  gefundenen  Unterscheidungsmerkmale  eine  geome- 
trische Deutung  abzugewinnen^  wollen  wir  uns  zunächst  auf  den 
einfachen  and  praktisch  wichtigsten  Fall  beschränken,  wo  die  an- 
gegebene Differenz  gleich  Null  ist,  die  Gerade  also  den  Chaxakter 
einer  Tangente  an  sich  trägt.  Das  hierfür  geltende  analytische 
Kennzeichen 

4)  a^M^  +  6»  -  „2 

kommt,  wenn  man  mittels  der  Gleichung 

^2  «  ^a  _  ^2 

die  lineare  Excentricitttt  c  einführt,  auf  die  Form: 

a*  (1  +  M^)  -  c^  +  n\ 

Bezeichnen  wir  nun  mit  cc  den  von  der  Geraden  und  der 
o;- Achse  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  bekanntlich 

1  +  M^  -«  sec^a, 

und  es  entsteht  hiermit  aus  der  vorhergehenden  Gleichung: 

a*  sec^  a  ^  c^  -{-  n^ 
oder: 

5)  .  a^  -«  (c  cos  ay  +  (n  cos  a)^. 

Um  diese  Gleichung  zu  deuten,  ist  in  Fig.  44  CF^^c  gesetzt, 

indem  C  den  Mittelpunkt  und  F 
einen  Brennpunkt  der  Ellipse  dar- 
stellt. TV  ist  die  zu  unter- 
suchende Tangente,  also  CN^^n, 
Zieht  man  CU  und  FV  senk- 
recht auf  TVf  so  wird 

UV^  ccosa,     CU ^  ncasa; 
folglich  erhält  man  a    i  5): 

a«  -«  UV^  +  CÜ^  «  Cf^,     a  -  CV, 

Der  Fusspunkt  V  des  vom  Brennpunkte  F  auf  d'*  Tangente  ge- 
fällten Perpendikels  oder  die  Projektion  des  Bre  /.punktes  auf  die 
Tangente  liegt  hiemach  im  Abstände  a  vom  Mittelpunkte  der  El- 
lipse, d.  i.  auf  der  Peripherie  des  umgeschriebenen  Kreises. 


§  21.    Die  Ellipse  und  die  Gerade.  129 

untersucht  man  in  gleicher  Weise  die  beiden  noch  übrigen 
Falle,  was  durch  blosse  Vertauschung  der  Gleichheits-  und  Un- 
gleichheitszeichen  in  den  letzten  Formeln  geschehen  kann,  so  ge- 
langt man  zu  dem  Satze:  Eine  Gerade  schneidet  eine  Ellipse 
in  zwei  Punkten,  berührt  sie  in  einem  Punkte  oder  hat 
keinen  Punkt  mit  ihr  gemein,  je  nachdem  die  Projek- 
tionen der  Brennpunkte  auf  die  Gerade  innerhalb,  auf 
oder  ausserhalb  der  Peripherie  des  über  der  grossen 
Achse  beschriebenen  Kreises  liegen.  —  Durch  Umkehrong 
dieses  Satzes  kommt  man  unter  anderem  zu  dem  Resultate,  dass, 
wenn  man  auf  einer  Ellipsentangente  in  den  beiden  Punkten,  worin 
sie  den  umgeschriebenen  Kreis  schneidet,  Senkrechte  errichtet,  jede 
dieser  Senkrechten  durch  einen  der  beiden  Brennpunkte  hindurch- 
gehen muss. 

Tangenten  der  Ellipse.  Die  auf  Tangenten  bezüglichen 
Pandamentalaufgaben,  eine  Berührende  in  gegebener  Richtung  oder 
durch  einen  gegebenen  Punkt  an  eine  Ellipse  zu  legen,  können 
leicht  geometrisch  mit  Hilfe  des  umgeschriebenen  Kreises  nach 
dem  obigen  Lehrsatze  gelöst  werden.  Die  analytische  Behand- 
lang dieser  Aufgaben  stützt  sich  auf  die  Bedingungsgleichung  4), 
welche  das  Kennzeichen  für  den  Fall  enthält,  in  welchem  eine 
Gerade  zur  Tangente  der  Ellipse  wird. 

Soll  erstens  eine  Gerade,  deren  Richtungskonstante  den  Wert 
if  besitzt,  die  Ellipse  berühren,  so  gelten  für  diesen  Fall  die 
Gleichungen : 

aus  denen  die  unbekannte  Konstante  n  eliminiert  werden  kann. 
Es  folgt  dann  als  Gleichung  der  Tangente  bei  gegebener 
Richtung: 

6)  y  -=  Mx  ±  Ya^M^  +  h\ 

Da  hierin  die  Wurzelgrösse  nicht  verschwinden  kann,  so  sind  nach 
jeder  Richtung  hin  zwei  parallele  Tangenten  möglich,  welche  mit 
Rücksicht  auf  die  Form  von  Gleichung  6)  die  ^- Achse  zu  beiden 
Seiten  des  Mittelpunktes  in  gleichem  Abstände  durchschneiden. 
Was  die  Koordinaten  der  zugehörigen  Berührungspunkte  betrifft, 
so  ergeben  sich  dieselben  aus  den  Resultaten  der  folgenden 
Aufgabe. 

Furt   Q.  Schlömilcb,  »nal.  Oeora.  I.   5.  Aufl.  9 
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Wird  nämlich  zweitens  die  Forderung  gestellt,  durch  einen 
gegebenen  Punkt  x^y^  Tangenten  an  die  Ellipse  zu  legen,  so  läuft 
unter  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen  diese  Aufgabe  dar- 
auf hinaas,  M  und  n  zu  berechnen,  wenn  x^  und  y^  gegeben  sind. 
Die  hierzu  nötigen  Bedingungsgleichungen  können  aber  ebenfalls 
benutzt  werden,  um  die  Werte  von  x^  und  y^  aus  M  und  n  ab- 
zuleiten. 

Mit  Bücksicht  auf  die  gestellten  Bedingungen,  dass  die  Ge- 
rade mit  den  Eonstanten  M  und  n  Tangente  sein  und  auf  ihr  der 
Punkt  x^yi  liegen  soll,  gelten  die  Gleichungen: 

a^M^  +  6^  =  n^,        t/j  «  Mxj^  +  n, 

woraus  durch  Elimination  von  n  die  zur  Berechnung  von  M  die> 
nende  Gleichung 

7)  (a«  -  x^^)  M*  +  2x,y,M+  (6«  ~  y,^)  -  0 

entsteht.     Die  Konstante  n,   welche  einem  jeden  hieraus   berech- 
neten M  zugehört,  ergiebt  sich  aus 

8)  ♦^  =  yi  -~  ^^v 

Die  Form  von  Nr.  7)  zeigt,  dass  durch  den  gegebenen  Punkt 
entweder  zwei  Tangenten  gelegt  werden  können,  oder  nur  eine 
oder  endlich  keine  möglich  ist,  je  nachdem 


oder  auch 


und  es  geht  aus  der  zu  Nr.  3)  im  §  20  gemachten  Bemerkung 
hervor,  dass  diese  zu  unterscheidenden  Fälle  darauf  hinauskommen, 
ob  der  gegebene  Punkt  ausserhalb,  auf  der  Peripherie  oder  inner- 
halb der  Ellipse  gelegen  ist. 

Fassen  wir  zunächst  den  Fall  ins  Auge,  wo  sich  der  Punkt 
x^yj^  auf  der  Peripherie  befindet,  also  den  Berührungspunkt  ab- 
giebt,  so  erhalten  wir  aus  Nr.  7)  auf  sehr  einfache  Weise  die 
Richtung  der  Tangente,  wenn  wir  vor  allen  Dingen  diese  Gleichung 
mit  a^h^  multiplizieren.     In  dem  hieraus  entstehenden  Besultate 

an*  (a«  -  Xi«)  M*  +  2an*XiyiM+  a^h*  (h*  -  y^«)  «-  0 

kann  nämlich,  wenn  Xj^y^  Peripheriepunkt  ist,  nach  der  Ellipsen- 
gleichung l) 
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gesetzt  werden,  und  man»  erhält  hieraus: 

a^y^^M^  +  2a^h^x^y^M  +  h^'x^^  =  0 
oder  nach  Wnrzelausziehung  und  Reduktion  auf  M\ 

9)  Jf  «  -  4^- 
'  «Vi 

(Aqs  dieser  für   die  Richtungskonstante  der  Tangente  im  Be- 

rtthrungspunkte   o^^^i   geltenden    Gleichungjolgt    unter    anderem 

dass,  solange  M  einen  gegebenen  Wert  besitzt,  auch  der  Quotient 

—  konstant  bleiben   muss,   wonach   sich    mit   Bücksicht   auf   die 

Gleichung  l)  im  §  5  die  Berührungspunkte  paralleler  Tangenten, 
deren  es  nach  dem  Resultate  der  vorigen  Aufgabe  je  zwei  giebt, 
aaf  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  (den  Eeordinaten- 
anfang)  gehenden  Geraden  befinden. 

Wird   das  Ergebnis  von  Nr.  9)  in  8)   eingesetzt,   so   findet 
sich  bei  nener  Reduktion  mit  Hilfe  der  Ellipsengleichung: 

10)  n  =  -. 

Vi 

Die  Gleichungen  10)  und  9)  sind  auf  y^  und  x^  zu  reduzieren, 
wenn  aus  den  Eonstanten  einer  gegebenen  Tangente  die  Koordi- 
naten des  Berührungspunktes  abgeleitet  werden  sollen.  Die  Aus- 
führung hiervon  kann  der  Selbstübung  des  Lesers  überlassen  bleiben. 
Durch  Einsetzung  der  in  9)  und  10)  gefundenen  Werte  in 
die  Gleichung  der  Geraden  ergiebt  sich  für  die  Gleichung  der 
durch  den  Berührungspunkt  x^y^  gehenden  Tangente: 

y  = ^  •«?  +  —» 

<^  Vi  Vi 

woraus  nach  gehöriger  Reduktion 

hergeleitet  wird.  Für  die  Abscisse  des  in  der  x- Achse  gelegenen 
Ponktes,  die  wir  mit  m  bezeichnen  wollen,  folgt  hieraas: 

12)  m  -=  -• 

«1 


/ 


■/ 
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Die  Werte  10)  und  12)  sind  besonders  zur  geometrischen  Darstel- 
lung der  Tangente  geeignet.  Da  nämlicl^m  nur  von  a  und  x^  ab- 
hängt, so  müssen  in  allen  über  derselben  grossen  Achse  konstruierten 
Ellipsen  die  Berührenden  solcher  Punkte,  die  eine  gleiche  AbscisBe 
besitzen,  die  o;- Achse  in  demselben  Punkte  schneiden;  es  gilt  dies 
also  auch,  da  die  kleine  Achse  ganz  ausser  dem  Spiele  bleibt,  für 
die  Tangente '  im  umgeschriebenen  Kreise.  In  gleicher  Weise  wird 
mit  Eücksicht  auf  Nr.  10)  die  ^- Achse  bei  gleich  bleibender  Ordi- 
nate der  Berührungspunkt  von  den  Tangenten  aller  Über  derselben 
kleinen  Achse  befindlichen  Ellipsen  in  demselben  Punkte  geschnit- 
ten, also  auch  von  der  Tangente  im  eingeschriebenen  Kreise.  Hier- 
nach kann  die  Darstellung  der  Tangente  leicht  mit  der  in  Fig.  41 
enthaltenen  Konstruktion  der  Ellipse  aus  den  Über  den  Achsen  be- 
schriebenen Kreisen  in  Verbindung  gebracht  werden. 

Befindet  sich  der  Punkt  x^y^,  durch  welchen  Berührende  an 
die  Ellipse  gelegt  werden  sollen,  ausserhalb  der  Peripherie,  so 
führt  eine  gleiche  Schlussfolgerung,  wie  die  zur  Herleitong  von 
Nr.  3)  im  §  10  und  Nr.  13)  im  §  16  angestellte,  zu  dem  Re- 
sultate, dass 

a^  "^  fe»  " 
die  Gleichung  der  Berührungssehne  darstellt.  Hiermit  iSsst  sich 
in  ähnlicher  Weise,  wie  es  bei  den  Tangenten  geschah,  die  Be- 
rührungssehne  in  der  Ellipse  mit  den  entsprechenden  Linien  im 
umgeschriebenen  und  im  eingeschriebenen  Kreise  in  Zusammen- 
hang bringen. 

Normalen  der  Ellipse.  Für  die  Normale  im  EUipsen- 
pnnkte  x^y^  ergiebt  sich  mittels  der  in  Nr.  9)  geftmdenen  Ricb- 
tungskonstante  der  hierzu  senkrechten  Tangente  die  Gleichung: 

13)  y-yi-r^(^-^i)- 

Wird  hierin  y  "  0  gesetzt,  so  entsteht,  wenn  wir  die  zugehörige 
Abscisse  mit  |  bezeichnen,  für  die  Subnormale  der  Wert: 


14)  I  -  «1  =  - 


a* 


und  hieraus  für  $  selbst  mit  Einführung  der   numerischen  Ezcen- 
tricitfit  nach  bekannten  Bednktionsformeln: 

15)  I  =  b\. 
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Hieraas  wird  unter  Berücksichtigung  des  ümstandes,  dass  die  x 
aller  Ellipsenpunkte  zwischen  den  Grenzen  -f  a  und  —  a  enthalten 
sind,  leicht  abgeleitet,  dass  die  grosse  Achse  von  jeder  Normale 
zwischen  den  beiden  Brennpunkten  und  zwar,  von  der  kleinen 
Achse  aus  gerechnet,  auf  derselben  Seite  geschnitten  wird,  auf 
welcher  sich  der  zugehörige  Ellipsenpunkt  befindet. 

Sind  nun  in  Fig.  45  F^  und  F^  die  beiden  Brennpunkte,  ist 
femer  C  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  und  P^N  die  Normale   des 
Punktes  P^ ,  so  hat  man  | «  CN^ 
nnd  hiemach  folgt  für   die  Ab-  **' 

stände   des  Punktes  N  von  den 
beiden  Brennpunkten: 

NF^  =  c  —  |  =  £(a  —  BX^) 

Mit  Rücksicht  auf  die  im  §  20  unter  17)  und  18)  gefundenen 
Längen  der  Brennstrahlen  P^-Fi  und  F1F2  ist  also 

NF^^  e .  P^F^,         F^N^s  .  F^P^. 

Dies  giebt  die  Proportion: 

16)  F^NiNF.^^F^P.iP.F,, 

woraus  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze  geschlossen  wird, 
dass  die  Normale  P^N  den  Winkel  F^P^Fj^  halbiert.*  Man  erhalt 
60  den  Satz:  die  Normale  eines  jeden  Ellipsenpunktes 
bildet  mit  den  zugehörigen  Brennstrahlen  gleiche  Win- 
kel. Geometrisch  wird  hieraus  abgeleitet,  dass  die  Tangente  T'T 
den  Winkel  F^^P^L  halbiert,  welchen  ein  Brennstrahl  mit  der  Ver- 
l&ngerung  des  andern  einschliesst.    Zu  demselben  Resultate  gelangt 


*  Setzt  man  LNP^F^  =  y^,  LF^P^N^y^,  LP^NF^^v,  so  gelten 
die  Proportionen: 

sin  71  isinv^  NF^  •  -^i  -^i , 

siny^  :  sinv  =  F^N :  F^Pi . 

Hieraus  folgt: 

miyj  F^N   F^P^ 

siny,         NF,''  P,~F^' 
also  mit  Rücksicht  auf  16): 

siny^      .       .  .  r 

;  —  =  1 ,  stnyj  =  stny,  u.  s.  f. 
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man  durch  Berechnung  der  Strecken  F^T  und  F^T  mit  Hilfe  von 
Nr.  12);  dieselben  stehen  ebenfalls  im  Verhältnis  der  Brenn- 
strahlen. 

Die  Länge  der  Normale  P^-^,    die   wir   mit  u   bezeichnen 
wollen,  findet  sich  aus  der  Formel: 

Mit  Benutzung  des  obigen  Wertes  von  l  und  der  für  x^y^  gelten- 
den Ellipsengleichung  erhält  man  hieraus  nach  einfachen  Reduk- 
tionen : 


17)  ««=^(a»-tV), 

oder,  wenn  man  für  die  Brennstrahlen  P^F^  und  F^P^  die  bereits 
im  §  20  angewendeten  Bezeichnungen  z^  und  e^  gebraucht, 

18)  ^^  "°  ^2  •  ^*  ^^' 

Hierauf  kann  eine  einfache  Formel  für  die  Grösse  des  Winkels 
basiert  werden ^  welchen  die  Normale  mit  jedem  der  Brennstrahlen 
einschliesst,  und  den  wii*  mit  y  bezeichnen  wollen.  Nach  einem 
bekannten  trigonometrischen  Satze  erhält  man  nämlich  im  Dreieck 
JjPi-^^i  Fig-  4ö,  dessen  drei  Seiten  gleich  jBfg,  e^  und  2c  sind, 

cos^y  =  (^1+^2  +  2^)  (^1  +  ^2-20)^ 

4^1  ^2 

also  mit  Rücksicht  auf  §  20  Nr.  19)  und  §  14  Nr.  9) 


cos^ 


hh 


Wird  diese  Gleichung  durch  Multiplikation  mit  Nr.  18)  verbunden, 
so  entsteht  das  Resultat: 

2         2^* 

oder  nach  §  14  Nr.  6),  bei  Beachtung  des  ümstandes,  dass  nur 
positive  Werte  von  cos  y  in  Frage  kommen  können, 

19)  ucosy^^p^ 

wobei  p  den  Halbparameter  darstellt.  Nach  dieser  Formel  kann  der 
Winkel  y  leicht  berechnet  werden;  zugleich  ist  darin  der  Lehrsatz 
enthalten:   In   der   Ellipse   giebt   die  Projektion   der   Nor- 
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male  auf  einen  Brennstrahl  des  zugehörigen  Peripherie- 
punktes den  Halbparameter.* 

§  22. 
Fortsetzung. 

Durchmesser  der  Ellipse.  Wir  sind  berechtigt,  die  Gleich- 
ung 3)  des  vorigen  Paragraphen  durch  a^lP  +  6*  zu  dividieren, 
weil  dieser  Wert  immer  von  Null  verschieden  sein  muss.  Dann 
entsteht  für  die  Abscissen  derjenigen  Punkte,  welche  die  in  Unter- 
suchung stehende  Oerade  mit  der  Ellipse  gemein  hat,  die  Gleichung: 

n  2-L9        fl'-^^  €?{n^-\!') 

Angenommen  nun,  die  Ellipse  werde  von  der  Geraden  in  zwei 
reellen  Punkten  geschnitten  und  es  seien  x  und  y  die  Koordinaten 
des  Mittelpunktes  der  zwischen  den  beiden  Durchschnittspunkten 
enthaltenen  Sehne,  so  ist 

^       ^1  +  ^2  ..  ->  ^1  +  ^2 

wenn  unter  x^  und  x^  die  Wurzeln  der  obigen  Gleichung  und  unter 
^1  und  y^  die  zugehörigen  Ordinaten  verstanden  werden.  Mit  Rück- 
sicht auf  die  Summe  der  Wurzeln  von  Nr.  l)  und  auf  die  Gleich- 
ung der  Geraden  ergiebt  sich: 

Hieraus  erhält  man  durch  Elimination  von  n  für  die  Mitten  einer 
Schar  paralleler  Sehnen  (mit  der  gemeinschaftlichen  Bichtungs- 
konstante  Jlf)  die  Gleichung: 

3)  €?My  +  ft^o;  =  0, 

aus  deren  geometrischer  Deutung  sich  der  Lehrsat?  ergiebt:  Die 
Mitten   aller   parallelen   Sehnen   einer   Ellipse   liegen   in 

*  Da  sich  dieser  Satz  unabhängig  von  der  Grösse  der  Achsen  zeigt, 
60  muss  er  auch  für  die  Parabel  gelten,  von  der  wir  früher  (vgl.  die 
auB  der  Zusammenstellung  der  Gleichungen  unter  Nr.  16  im  §  14  ge- 
zogenen Folgerungen)  gesehen  haben,  dass  sie  als  Ellipse  mit  unend- 
licher grosser  Achse  aufgefasst  werden  kann.  Ohne  alle  Rechnung  er- 
giebt sich  übrigens  für  die  Parabel  dieselbe  Eigenschaft  aus  der  Grösse 
der  Subnormale  mittels  der  zu  Fig.  86  angestellten  Betrachtungen. 


y^-^J-^^^ 
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einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden.  Die  Kurve 
besitzt  also  geradlinige  Durchmesser^  die  sich  sämtlich  im  Mittel- 
punkte  schneiden^  und  es  kann  hiemach  dieser  Punkt  mittels  des 
Durchschnittes  zweier  Geraden  konstruiert  werden,  von  denen  jede 
zwei  parallele  Sehnen  halbiert.  Bei  einer  vollständig  gegebenen 
Ellipse  reicht  übrigens  hierzu  bereits  die  Konstruktion  eines  ein- 
zigen Durchmessers  hin,  da  dessen  Mitte  mit  dem  Mittelpunkte 
zusammenfallen  muss. 

Bringen  wir  Nr.  3)  auf  die  Form 

so  findet  sich  für  die  Richtnngskonstante  des  Durchmessei*s,  die 
wir  mit  M^  bezeichnen  wollen,  die  Gleichung: 

— ^m' 

oder  auch: 

4)  MM' ^, 

ar 

d.  h.  die  Bichtungskonstanten  eines  beliebigen  Systems  paralleler 
Sehnen  und  ihres  zugehörigen  Durchmessers  bilden  für  jede  Ellipse 
ein  unveränderliches  Produkt.  Da  hierbei,  unbeschadet  der  Rich- 
tigkeit der  Gleichung,  die  Paktoren  M  und  M'  ihre  Rollen  aus- 
<a^  i  tauschen  können,  ^  folgt,  dass,  wenn  man  den  Sehnen  die  Rich- 
tung des  zugehörigen  Durchmessers  giebt,  letzterer  die  Richtung 
der  Sehnen  annimmt.]  Legt  man  also  zu  den  Sehnen,  welche  von 
einem  Durchmesser  halbiert  werden,  eine  Parallele  durch  den  Mittel- 
punkt, so  ist  diese  Parallele  selbst  wieder  Durchmesser  für  die- 
jenigen Sehnen,  welche  mit  dem  ^ersten  gleiche  Richtung  haben- 
Zwei  in  der  angegebenen  Weise  von  einander  abhängige  Durch- 
messer heissen  zugeordnete  oder  konjugierte  Durchmesser. 
Einer  derselben  kann  immer  in  beliebiger  Richtung  durch  den 
Mittelpunkt  der  Ellipse  gelegt  werden  ;rm an  findet  dann  den  andern, 
wenn  man  den  Halbierungspunkt  einer  dazu  parallelen  Sehne  ge- 
radlinig mit  dem  Mittelpunkte  verbindet)  Ebenso  folgt,  dass,  wenn 
man  durch  den  Mittelpunkt  zwei  Gerade  so  legt,  dass  von  jeder 
eine  zu  der  andern  parallele  Sehne  halbiert  wird,  diese  Geraden 
^^  )  ^  •/  konjugierte  Durchmesser  sein  müssen. /Man  erreicht  dies  z.  B. ,  wie 
1*. ' 'i-  -^  leicht  geometrisch  nachgewiesen  werden  kann,  wenn  man  durch  den 


^ 
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Mittelpunkt  Parallelen  zu  zwei  Sehnen  zieht,  welche  die  Enden 
eines  Durchmessers  mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Ellipse  yer- 
bindend  Sehnen  dieser  Art  werden  Supplementars  ebnen  ge- 
Dannt;^an  erhält  also  den  Satz:  Durchmesser  der  Ellipse, 
die  mit  zwei  Supplementarsehnen  parallel  laufen,  sind 
konjugiert. 

Die  beiden  Achsen  der  Ellipse  sind  als  ein  specieller  Fall  der 
konjugiei-ten  Durchmesser  zu  beti'achten,  und  zwar  als  der  einzige, 
wo  diese  Linien  senkrecht  auf  einander  stehen.  Für  jeden  andern 
Fall  gilt  nSmlich,  wenn  mit  a  und  ß  die  in  der  Drehrichtung  der 
Polarwinkel  gemessenen  Winkel  bezeichnet  werden ,  welche  die  Rich- 
tung der  beiden  Durchmesser  gegen  die  Achse  der  positiven  x  be- 
stimmen, nach  Nr.  4)  die  Gleichung: 

^^ 
0)  tan  a  .  tan  j3  =  - 


Bei  rechtwinkliger  Lage  mtlsste  das  darin  enthaltene  Produkt  zu 
—  1  werden,  was  bei  Ausschliessung  des  vorerwähnten  speciellen 
Falles,  in  welchem  das  Produkt  der  beiden  Winkeltangenten  die 
anbestimmte  Form  0 .  oo  annimmt,  allgemein  nur  möglich  ist,  wenn 
6  =  a,  d.  h.  wenn  die  Ellipse  in  einen  Kreis  übergeht.  —  Die  Be- 
merkung, dass  die  beiden  Achsen  den  einzigen  Fall  darstellen,  in 
welchem  konjugierte  Durchmesser  einen  rechten  Winkel  einschliessen, 
gewährt  ein  einfaches  Mittel ,  in  einer  Ellipse  mit  gegebenem  Mittel- 
punkte die  Lage  der  Achsen  zu  bestimmen.  ^Beschreibt  man  näm- 
lich über  einem  Durchmesser  einen  die  Ellipse  schneidenden  Halb 
kreis  und  verbindet  den  Durchschnittspunkt  geradlinig  mit  den 
Enden  des  Durchmessers,  so  erhält  man  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Supplementarsehnen;  die  hierzu  parallelen  Durchmesser  sind 
also  ^  die  beiden  AchsenJ 

Das  in  Nr.  5)  rechter  Hand  befindliche  Vorzeichen  weist  darauf 
bin,  dass  von  den  Winkeln  a  und  ß  der  eine  immer  spitz,  der 
andere  stampf  sein  muss,  dass  also  jeder  der  beiden  Durchmesser 
von  den  vier  Quadranten  der  Ellipse  zwei  gegenüberliegende  durch- 
schneidet. Verstehen  wir  nun  unter  a  den  spitzen  dieser  beiden 
Winkel,  so  ist  /S  —  a  der  von  der  kleinen  Achse  durchschnittene 
Winkel,  welcher  die  beiden  Durchmesser  zu  Schenkeln  hat;  in  die 
Nebenwinkel  des  letzteren  fUUt  die  grosse  Achse.  Bezeichnen  wir 
dieses  Supplement  von  ß  —  et  mit  w,  so  ist 


\8^SZ 


-\/ 
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tana  —  tanß 


tan  G)  =  tan  (cc  —  ß) 


1  +  tan  a  .  tan  ß 

und  es  folgt  hieraus,   wenn"  mit  Hilfe   von  Nr.  5)  der  Winkel  ß 

eliminiert  wird, 

^v  a^  tan  a  +  h^  cot  a 

b)  tana  =    s -5 

^  a^—Jr 

Da  dieser  Wert  immer  positiv  ist,  so  zeigt  sich,  dass  von  den 
beiden  durch  die  konjugierten  Durchmesser  begrenzten  Nebenwin- 
keln der  stumpfe  von  der  kleinen  und  der  spitze  von  der  grossen 
Achse  durchschnitten  wird.  Der  letztere  (in  unserer  Bezeichnung  o) 
fahrt  den  Namen:  Konjugationswinkel.  Für  die  Grösse  des- 
selben gilt  die  Formel  6),  woraus  nach  goniometrischen  Sätzen 
das  Besultat 


sin^co  = 


(a^tana  +  b'^cota) 


2 


(a2  -  h^y  +  (a«  tan  a  +  h^  cot  af 
oder  nach  einfacher  Umformung 

- ,  .  9  (ß^  s^in^  ff  +  6^  cos^  aY 

a*  stn^  a  +  h^  cos'  a 

abgeleitet  wird.  Die  letztere  Formel  wird  später  dazu  dienen,  die 
Grösse  des  Konjugationswinkels  von  den  Längen  der  Durchmesser 
abhängig  zu  machen. 

Die  konjugierten  Durchmesser  lassen  sich  noch  in  eine  ein- 
fache Beziehung  zu  den  Tangenten  der  Ellipse  bringen,  wenn  man 
auf  Nr.  3)  zurückgeht.    Reduziert  man  nämlich  auf  Mf  so  entsteht: 

8)  M^--f: 

wobei  X  und  y  als  Koordinaten  des  Sehnenmittelpunktes  einen 
Punkt  des  zugehörigen  Durchmessers  und  M  als  Richtungskonstante 
der  Sehne  die  Richtung  des  konjugierten  Durchmessers  anzeigen. 
Da  der  Durchmesser  mit  dem  Punkte  xy  durch  den  Koordinaten- 
anfang  geht,  so  gilt,  wenn  wir  mit  x^  und  y^  die  Koordinaten 
eines  der  beiden  Punkte  bezeichnen,  worin  er  die  Ellipse  schneidet, 
die  Proportion: 

X  ',  X-^  =  y  '  y^i 

durch  deren  Anwendung  Nr.  8)  in  die  Formel  9)  des  vorhergehen- 
den  Paragraphen  übergeführt  werden  kann.  Da  durch  diese  Formel 
die  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  x^y^   bestimmt   wurde,    so 
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folgt  der  Satz:  Jeder  Durchmesser  der  Ellipse  läuft  pa- 
rallel mit  den  Tangenten  der  in  seinem  konjugierten 
Durchmesser  gelegenen  Ellipsenpnnkte.'^  Hiemach  ist  es 
leicht,  eine  Tangente  mittels  des  durch  ihren  Berührungspunkt 
gehenden  Durchmessers  zu  konstruieren,  indem  man  die  Richtung 
des  hierzu  konjugierten  Durchmessers  ermittelt. 

Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  ein  schiefwink- 
liges Koordinatensystem,  dessen  Achsen  mit  zwei  konjugierten  Durch- 
messern znsammenfallen,  so  müssen  nach  der  Eigenschaft  dieser 
Linien  jedem  Werte  der  einen  Koordinate  Doppelwerte  der  andern 
Koordinate  von  gleicher  Grösse  und  entgegengesetzten  Vorzeichen 
zngehören;  die  auf  dieses  System  bezogene  Gleichung  der  Ellipse 
muss  daher  wieder  in  Beziehung  auf  x  sowohl,  als  auf  y  rein  quad- 
ratisch sein.  Wir  können  diese  Bemerkung  durch  Anwendung 
der  Transformationsformeln  bestätigen.  Sind  a  und  ß  die  Winkel, 
welche  der  Beihe  nach  in  der  im  §  4  zu  Fig.  10  festgestellten 
Drehrichtung  die  neue  x-  und  ^- Achse  mit  der  grossen  Achse  der 
Ellipse  bilden,  so  ist  beim  Übergange  zum  neuen  Systeme  nach 
Nr.  1)  des  angeführten  Paragraphen 

X  cos  cc  -\-  y  cos  ß  für  x 
X  sincc  +  y  sinß    „    y 

zu  setzen.     Man  erhält  dann  als  Gleichung  der  Ellipse: 
fx  cosa  '{'  y  cos ß\.    /x  sina  +  y  sin ß\^ 

and  hieraus  nach  einfachen  Umformungen: 

a^sin^a  +  h^cos^a      ^      a^sin^ß  +  h^co^ß     ^ 

.   ^    a^  sin  cc  sin  ß  4- h^  cos  a  cos  ß 

Aus  Nr.  5)  ergiebt  sich,  dass  für  konjugierte  Durchmesser  als  Koor- 
dinatenachsen der  Zähler  des  letzten  Bruches  zu  Null  wird.  Ge- 
braucht man  daher  noch  die  Abkürzungen: 


*  Veranschaalicht  wird  dieser  Satz  durch  parallele  Verschiebung 
der  Sehne,  wobei,  wenn  schliesslich  beide  Endpunkte  zusammenfallen, 
die  Gerade,  Ton  welcher  die  Sehne  eine  begrenzte  Strecke  darstellte, 
in  eine  Tangente  übergeht 
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1        a^  sinket  +  h^cos^a 


9) 


1        d^sin^ß  +  h^cos^ß 


so  bleibt  die   auf  zwei  konjugierte  Durchmesser  bezogene 
Ellipsengleichung: 


•0)  ©'+  (f )'-  '• 


Die  Vergleichung  der  Formeln  9)  mit  der  in  §  20  Nr.  3)  aufge- 
stellten Polargleichung  der  Ellipse  zeigt,  dass  hierin  a^  und  b^  die 
in  den  Koordinatenachsen  gelegenen  Halbmesser  darstellen.  Be- 
stätigt wird  diese  Bemerkung,  wenn  wir  in  Nr.  10)  eine  der  bei- 
den Koordinaten  zu  Null  werden  lassen. 

Aus  der  Übereinstimmung  der  Form  von  Nr.  10)  mit  der  auf 
die  beiden  Achsen  der  KUipse  bezüglichen  Gleichung  dieser  Kurve 
folgt,  dass  alle  aus  dieser  Form  entnommenen  Schlussfolgerungen, 
soweit  sie  von  der  rechtwinkligen  Lage  des  KoordinatensjstemB 
unabhilngig  bleiben,  auch  dann  noch  Anwendung  finden ^  wenn  bei 
schiefwinkligem  Koordinatensystem  die  Achsen  die  Bolle  konju- 
gierter Durchmesser  spielen.  Was  z.  B.  die  im  §  20  gegebenen 
Konstruktionen  der  Ellipse  betrifft,  so  kann  die  in  Fig.  43  darge- 
stellte unverändert  beibehalten  werden,  wenn  man  das  mit  den 
Halbachsen  gebildete  Rechteck  gegen  ein  über  zwei  konjugierten 
Halbmessern  beschriebenes  Parallelogramm  austauscht.  Auch  alle 
übrigen  Konstruktionen  lassen  sich  auf  die  konjugierten  Durch- 
messer übertragen,  wenn  man  anfangs  eine  Ellipse  mit  den  Halb- 
achsen a^  und  \  bildet  und  dann  die  den  einzelnen  Abscissen 
zugehörigen  Ordinaten  durch  Drehung  um  die  mit  der  a;- Achse 
gebildeten  DurchschnittspuDkte  in  die  nötige  schiefe  La^e  über- 
führt. Ebenso  behalten  die  auf  die  Tangentengleichung  bezüglichen 
Entwickelungen,  insofern  man  von  der  goniometrischen  Deutung 
der  Richtungskonstante  absieht,  ihre  volle  Geltung.    Die  Gleichung 

stellt  wieder  die  Gleichung  der  Tangente  im  Berührungspunkte 
x^yi  dar,  oder  gehört  der  Berührungssehne  an,  wenn  der  Punkt 
x^y^  ausserhalb  der  Ellipse  gelegen  ist. 
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Formeln  von  bemerkenswerter  Einfachheit  ergeben  sich,  wenn 
man  die  excentrischen  Anomalien  (§  20)  (p  und  i^  der  End- 
punkte zweier  konjugierter  Diameter  beachtet.  Sind  o?^  und  y^  die 
rechtwinkligen  Koordinaten  des  Endpunktes  des  ersten  Ellipsen- 
diameters,  x^  und  y^  die  des  andern,  bezogen  auf  die  Achsen ,  so  ist 

Xi'^  a  cos  9>,         3/i  =*  2>  sin  9, 
x^^  a  costif^         y2'^h  sinilf. 

Hieraus  und  aus  der  Gleichung  5)  folgt 

tang> .  toni/;  =  —  1, 
und  dies  ergiebt 

12)  t/;  =  g>  +  90^. 

Manr  hat  daher  den  Satz:  Die  excentrischen  Anomalien  der 
Endpunkte  zweier  konjugierter  Diameter  unterscheiden 
sich  um  einen  rechten  Winkel.  Die  Koordinaten  x^  und  y^ 
kann  man  hiernach  durch  g>  ausdrücken  und  erhält 

y^^^  b  cos  g> .  ^ 

Für  die  Strecken  o^  und  h^  ergiebt  sich 


.  Ix^^acoscp, 


">    {? 


^^  Xi^+  ^1*=  a^cos^fp  +  H^sirftp, 
*-«  x^+y^^  a^siffq)  +  h^cos^q>. 

Aus  13)  folgen  die  Gleichungen 

y,        h 
tan  a  =  —  «  —  •  to/n  cp, 


«1  «1 


2lv2  7,  2 

a^sin^a  +  h^cos^a  ««  — j-  (o*Äin*9  +  6*005*9)  =  a*6*  •  -^• 


«1  «1 


Daher  erhält  man  aus  7)  für  den  Sinus  des  Konjugationswinkels 

svn'o)  "— 


Hieraus  folgt  ^    ^ 

15)  öl  61  sm  00  -=  a6. 

Dies    giebt   unter   anderm    die    geometrische   Deutung:   In   einer 
Ellipse    sind    alle   Parallelogramme,    welche    entstehen. 
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wenn   man    die    Endpunkte    irgend    zweier    konjugierter 
Durchmesser  geradlinig  verbindet,  flächengleich. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  14)  folgt  femer 

16)  V  +  6i2=-a«  +  6», 

d.  h.  in  einer  Ellipse  ist  die  Summe  der  Quadrate  irgend 
zweier  konjugierter  Halbmesser  konstant. 

Die  ünveränderlichkeit  der  Summe  a^^  +  b^*  zeigt,  dass  das 
Produkt  ay^bi^  also  auch  a^^  möglichst  gross  und  damit  nach 
Nr.  13)  der  Sinus  des  Konjugationswinkels  möglichst  klein  werden 
muss,  wenn  die  beiden  koi\jugierten  Durchmesser  gleich  lang  sind. 
Mit  Bücksicht  auf  die  Ausdrücke  9)  findet  sich  leicht,  dass  dies 
nur  vorkommen  kann,  i^enn  /3  » 180^—  a,  d.  h.  wenn  die  grosse 

Achse  den  Konjugationswinkel  halbiert.     Aus 

h^ 

tan  ß  =  —  tan  a    und     tan  a  .  tan  /3  = § 

ar 

folgt  dann,  wenn  wir  immer  noch  unter  a  den  spitzen  Winkel 
verstehen, 

17)  <a«a  — —  • 
^  a 

Die  Diagonalen  eines  Eechteckes,  dessen  Seiten  die  Tangenten  der 
Achsenscheitel  bilden,  enthalten  hiemach  die  gleichen  konjugier- 
ten Durchmesser  und  schliessen  den  kleinsten  in  der  EUipee 
möglichen  Konjugationswinkel  ein.  Bezeichnen  wir  mit  k  einen 
dergleichen  Halbmesser,  so  ergiebt  sich  aus  14): 

18)  ft»  =  ^. 

und  für  den  zugehörigen  kleinsten  Konjugationswinkel 
folgt 

19)  stnm  ^  -9— TT«» 

"^  a*  +  6* 

ein  Wert,  der  leicht  mittels  der  Formel  17)  durch  Berechnung 
von  sin  2  a  verifiziert  werden  kann.  —  Die  auf  die  gleichen  Durch- 
messer als  Koordinatenachsen  bezogene  Ellipsengleichung  lautet 
nach  10): 

20)  x^  +  y^^  Ä«, 

ist  also  mit  der  auf  zwei  im  Mittelpunkte  sich  rechtwinklig  schnei- 
dende Koordinatenachsen  bezogenen  Kreisgleichung  identisch, 
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dass  sie  bei  der  Ellipse  für   ein  einziges  Koordinatensystem ,  und 
zwar  für  ein  schiefwinkliges,  Geltung  findet. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  15)  und  16)  können  irgend  zwei 
der  darin  enthaltenen  fünf  Grössen  berechnet  werden,  wenn  die 
drei  anderen  gegeben  sind;  man  kann  daher  z.  B.  aus  zwei  nach 
Lage  und  Grösse  bestimmten  konjugierten  Durchmessern  die  Achsen 
finden.  Am  leichtesten  gelangt  man  hierbei  zum  Ziele,  wenn  man 
Summe  und  Differenz  der  beiden  Halbachsen  als  Unbekannte  be- 
trachtet. Aus  der  Verbindung  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 
entstehen  nämlich  die  Formeln: 

(a  +  by  —  a^^  +  &i*  +  2aib^sin(0j 
(a  —  by  =  fli^  +  &i^  —  2a^\sino}, 


oder: 
21) 


(  («  +  &)' 

(a  -  by 


«1^  +  ^^  -  ^aib^cos  (90^  +  cö), 
«1^  +  h^  —  ^üib^cos  (90^  —  w). 


Diese  Ausdrücke  lassen  eine  einfache  geometrische  Konstruktion 
zu,  da  die  rechter  Hand  stehenden  Werte  mit  Hilfe  zweier  Dreiecke 
dargestellt  werden  können ,  für  deren  jedes  zwei  Seiten  mit  dem  ein- 
geschlossenen Winkel  gegeben  sind.  Stellen  nttmlich  'CA  —  A'C^  a^ 
und  CB  '^  B^C  '^b^  in  Fig.  46  die  konjugierten  Durchmesser 
dar,  welche  den  Konjuga- 
tionswinkel A  CB  —  (0  ein- 
schliessen,  so  errichte  man 
CB  -  CB  senkrecht  auf  BB^-, 
dann  ist  AD  ^  a  —  b  und 
^'D  =  a  +  ^«  Zieht  man  nun 
CE\  AD,  so  wird 


Fig.  46. 


C£  = 


a  — 6 


ED 


a  +  b 


2  2 

folglich,  wenn  man  GE^CE 
nimmt,  GD  —  a,  JiG  —  &. 

Werden  die  Koordinaten  von  D  in  Bezug  auf  die  Hauptachsen 
mit  x^y^  bezeichnet,  so  ist,  weil  CD  normal  auf  BC  und  gleich 
BC  ist  (Nr.  13) 

Für  den  Mittelpunkt  H  der  Strecke  AD  ergeben   sich  daher  die 
Koordinaten  und  der  Abstand  vom  Centrum 


144  Sechstes  Kapitel.    Die  Ellipse. 

Die  einfachen  Werte  für  a:^,  y^,  rrg,  yj  veranlassen,  die  Aus- 
drücke zu  bilden,  durch  welche  die  Strecken  Ca  und  Cß  bestimmt 
sind,  welche  die  Gerade  AD  von  den  Achsen  abschneidet.  Nach 
den  im  §  5  Nr.  11)  enthaltenen  Formeln  ist 

Vi  -Vs  ^1  -  ^3 

Setzt  man  hier  die  in  Nr.  13)  und  21)  gegebenen  Werte  ein,  so 

erhillt  man 

Ca  ^  (a  +  h)  cos(p,         Cß  =  (a  +  b)  ain g>. 

Vergleicht  man  dies  mit  Nr.  23),  so  erkennt  man,  dass 

aH=^Hß^CH. 

Die  Hauptachsen  gehen  daher  durch  die  Punkte,  in  welchen 
der  um  H  beschriebene,  C  enthaltende  Kreis  die  Grerade  ÄD 
schneidet. 

§  23. 
Die  Krümmungskreise  der  Ellipse. 

Bei  Untersuchung  der  möglichen  gegenseitigen  Lagen  der 
Ellipse  und  eines  Kreises ,  deren  Gleichungen  beiderseits  dem  zweiten 
Grade  angehören,  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise,  wie  bei  der  ent- 
sprechenden auf  Parabel  und  Kreis  bezüglichen  Betrachtung  (§  18), 
eine  Gleichung  vierten  Grades,  aus  deren  Wurzeln  die  gemein- 
schaftlichen Punkte  beider  Linien  zu  entnehmen  sind.  BeschrSnkt 
man  sich  hierbei  wieder  auf  den  besonders  wichtigen  Fall,  wo 
drei  dieser  Punkte  zusammenfallen,  also  die  Gleichung  drei  gleiche 
Wui*zeln  enthalt  und  der  Kreis  nach  den  im  §  18  aufgestellten 
Begriffen  die  Bedeutung  des  Krtimmungskreises  erhält,  so  ge- 
langt man  jedoch  einfacher  als  durch  Diskussion  der  Gleichung 
vierten  Grades  zur  Bestimmung  des  zugehörigen  Krümmungs- 
mittelpunktes, wenn  man  auf  Grund  der  an  der  angegebenen 
Stelle  gewonnenen  Begriffe  diesen  Punkt  als  den  Grenzort  auffasst 
in  welche  der  Durchschnittspunkt  der  Normalen  zweier  Ellipsen- 
punkte übergeht,  wenn  die  letzteren  in  einen  einzigen  zusamraen- 
schwinden.  Von  dieser  Auffassung  aus  ergiebt  sich  der  folgende 
Bechnungsgang. 
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Nehmen  wir  die  beiden  Achsen  der  Ellipse  in  der  früheren 
Weise  als  Koordinatenachsen  an,  so  lautet  nach  §  21  Nr.  13)  die 
Gleichung  der  Normale  im  Ellipsenpunkte  x^y^: 

Durch  einfache  Umgestaltung  kommt  dieselbe  auf  die  Form: 

In  gleicher  Weise  erhält  man  für  eine  zweite  Normale  im  Punkte 
^2^2  ^^^  Gleichung: 

2)  a^y^x  —  h^x^ y  «  (a^  —  6>)  Xj y^ , 

aus  deren  Verbindung  mit  Nr.  1)  die  Koordinaten  des  Durch- 
schnittes beider  Linien  zu  berechnen  sind.  Man  erhält  durch  Eli- 
mination von  y\ 

X  =  5 —  • •  X^X^y 

or        x^y^  —  x^y^ 

oder,  wenn  wir  die  numerische  Excentricität  e  und  die  Abkürzung 

x^yi  —  Xj^y^ 
m  MB 

einführen: 

X  ^  £   • • 

m 

Nach  §  5  Nr.  11)  stellt  hierbei  m  die  Abscisse  desjenigen  Punktes 
der  X-Achse  dar,  in  welchem  sie  von  der  Verbindungsgeraden  der 
Punkte  x^y^  und  x^y^  geschnitten  wird.  Lässt  man  nun,  um  zum 
Krünmiungsmittelpunkte  zu  gelangen,  die  Puiikte  Xiy^  und  x^y^ 
in  einen  Übergehen,  so  wird  die  Verbindungsgerade  zur  Tangente 
im  Punkte  x^y^,  folglich  nach  §  21  Nr.  12) 

Hieraus  entsteht  für  die  Abscisse  des  zu  Xiy^  zugehörigen  Ejüm- 
mungsmittelpunktes  der  Wert: 

3)  x^'-^-' 

Dieser  Ausdruck  kann  leicht  konstruiert  und  damit  der  in  der  Nor- 
male gelegene  Krümmungsmittelpunkt  gefunden  werden.  Nach  §  21 
Nr.  15)    ist  nämlich    s^x^   die   Abscisse   des   Durchschnittspunkted 

Fort   11.  SohlOmllcli,  anal.  Geom.  I.  5.  Aufl.  10 
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2 


X 


Fig.  47. 


Yon  Normale  und  o;- Achse,  die  wir  wie  an  der  angegebenen  Stelle 
mit  §  bezeichnen.     Daher  folgt: 

-  ^  Ä)' 

wobei  sich  der  in  der  Klammer  enthaltene  Quotient  mittels  des 
über  der  grossen  Achse  beschriebenen  Kreises  darstellen  l&sst.  Ist 
P  in  Fig.  47    derjenige    Punkt   dieses   Kreises,    der    mit   P^  die 

Abscisse  CM  =  x^  gemein  hat,  so  ist,  wenn 
wir  L  MCP  =  a  setzen,  so  dass  «  die 
excentrische  Anomalie  des  Punktes  P^  dar- 
stellt: 

-   ==  cosa. 
a 

Wird  nun  die  Normale  P^N  des  Punktes  Pj 
gezogen,  so  ist 

QC  «  CN .  cos*a, 

folglich,  wenn  NK  senkrecht  auf  CP,  und  KO  senkrecht  auf  CM 
errichtet  wird,  CL  =  x  und  0  der  gesuchte  Krümmungsmittel- 
punkt.  • 

Substituieren  wir  den  Wert  von  x  in  der  Gleichung  l)  der 
Normale,  so  erlangen  wir  für  die  Ordinate  yon  0  das  Besultat: 

y- ^2 ' 

oder,  wenn  wir  mittels  der  Ellipsengleichung  x^  durch  y^  aus- 
drücken: 

4) 


y^ 


^^a^Vi 


&* 


Die  Einsetzung  von  x  und  ^  in  die  Gleichung 

9»  =  (o;  -  x,y  +  (y  -  yO« 

(vgl.  §  18  Nr.  11)  lässt  den  Krümmungshalbmesser  q  berechnen. 
Man  erhält,  wenn  man  beide  Koordinaten  durch  x^  ausdrückt  und 
soweit  als  möglich  reduziert: 

Nach  §  21  Nr.  17)  ist  hierin 


a*  —  t^x^^ 


wenn  u  die  Länge  der  Normale  bezeichnet,  folglich 
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.2_„ 


a^u^ 


6 


6» 


und 
6) 


u 


p' 


p 


übereinstiminend  mit  dem  in  §  18  Nr.  13)  gefondenen  Werte  des 
Krümmungshalbmessers  der  Parabel.  Beachten  wir,  dass  nach  §21 

Nr.  19)  der  Ausdruck  —  wie  in  der  Parabel  die  Sekante  des  von 

P 

Normale  und  Brennstrahl  eingeschlossenen  Winkels  bedeutet,  so 
gelangen  wir  zu  dem  Residtate,  dass  die  in  Fig.  36  enthaltene 
Konstruktion  des  Krümmungshalbmessers  auch  für  die  Ellipse  un- 
geänderte  Anwendung  findet. 


Fig.  48. 


§24. 
Die  Quadratur  der  Bllipse. 

Auf  die  in  §  20  Nr.  7)  gefundene  Proportionalität,  welche 
zwischen  den  Halbachsen  einer  Ellipse  und  den  zu  gleicher  Abscisse 
gehörenden  Ordinaten  der  Ellipse  und  des 
über  der  grossen  Achse  beschriebenen  Kreises 
stattfindet,  lässt  sich  eine  Vergleichung  der 
Ellipsenfläche  mit  der  Fläche  dieses  Kreises 
gründen.  Wir  teilen  zu  diesem  Zwecke  die 
Abscisse  Cüf  =  x  (Fig.  48)  in  n  gleiche  Teile, 
ziehen  durch  alle  Teilpunkte  Ordinaten  und 
konstruieren  mit  der  Anfangsordinate  eines  w 
jeden  hierdurch  gebildeten  Streifens  und  der 


MÄ 


X 


Strecke  —  ein  Rechteck:   dann   ist   die  Summe   dieser  Rechtecke. 
n  ' 

welche  8  heissen  möge,  grösser  als  die  elliptische  Fläche  CBPM^  F. 

Bezeichnen  wir  CB  mit  y^,  und  mit  y^,  y^,  ^j...,  y^^^MP  der 

Reihe  nach  die  darauf  folgenden  Ordinaten,  so  ist 

jj 

5  =  —  (%  +  ^1  +  ^2  +  •  •  •  +  Vn^l), 

oder,  wenn  CjB'==  ly^i  %>  %---7  Vn^  ^P'  die  mit  y^y  y^,  y,..., 
rfn  zu  gleichen  Abscissen  gehörenden  Ordinaten  des  umgeschrie- 
benen Kreises  ausdrücken: 

10* 
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1)        OH 

1)  S=  -•  — (i?o+^i+i7a  +  ...i?i— i). 

Setzen  wir  ferner 

SO  bedeutet,  wenn  die  vorhergehende  Eonstraktion  auf  den  über 
der  grossen  Achse  beschriebenen  Kreis  übertragen  wird,  £>'  die 
Summe  der  dort  in  gleicher  Weise  wie  in  der  Ellipse  gebildeten 
Bechteckflftchen,  und  stellt  eine  obere  Grenze  für  die  teilweis  vom 
Kreise  begrenzte  Fllkshe  CB'P^M^  F'  dar.  Aus  der  Verbmdimg 
von  1)  und  2)  folgt: 

a 
oder  in  Proportionsform: 

3)  8:S^^h:a. 

Dasselbe  Verhältnis  muss  aber  auch  zwischen  den  Fl&chen  Fxm^F^ 
stattfinden,  weil  mit  fortwährender  Yergrösserung  der  Zahl  der  aaf 
der  Abscisse  gebildeten  Teile  schliesslich  8  mit  F  und  S'  mit  F' 
zum  Znsammenfallen  gebracht  werden  kann.     Bildet  man  nämlich 

in  der  elliptischen  Fläche  mit  der  Strecke  —  und  den  Endordinaten 

w 

der  einzelnen  Streifen,  worein  sie  zerlegt  wurde,  eingeschriebene 
Rechtecke,  so  folgt  für  deren  Summe,  die  s  heissen  mag,  in  ähn- 
licher Weise  wie  oben  das  Resultat: 

*)  ^  ^  —  '  —  iVi+  %+  Vz  + '   -  +  Vn)' 

Die  Yergleichung  von  1)  und  4)  giebt: 

a  n 

und  dieser  Wert  kann  kleiner  als  jede  beliebige  Zahl  gemacht 
werden,  wenn  man  nur  n  hinreichend  gross  annimmt.  Bei  un- 
endlichem Anwachsen  der  Zahl  n  fallen  also  8  und  s,  folglich  nach 

der  Ungleichung 

8>F>s 

um  so  mehr  8  und  F  zusammen.  In  gleicher  Weise  kann  unter 
gleichen  Umständen  das  Zusammenfallen  von  8'  and  JP'  bewiesen 
werden,  und  es  folgt  dann  aus  Nr.  3): 
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5)  FiF'^hxa, 

d.  h.  die  über  irgend  einer  Abscisse  stehende  Ellipsen- 
fläche yerhftlt  sich  zu  der  über  derselben  Abscisse  be- 
findlichen Fläche  des  umgeschriebenen  Kreises  wie  die 
kleine  Halbachse  zur  grossen. 

LKsst  man  den  Punkt  M  nach   A  rücken,    so   ergiebt  sich, 
wenn  wir  die  FlOche  der  ganzen  Ellipse  mit  E  bezeichnen, 

4  a     4  4      ' 

folglich 

6)  E  =^n  ah, 

Nach  §  22  Nr.  13)  entsteht  hieraus,  wenn  %,  h^  und  m  zwei 
konjugierte  Halbmesser  nebst  ihrem  Konjugationswinkel  bedeuten, 

7)  E -^  %  a^hi&inai. 

Mittels  dieser  Formel  kann  die  Ellipsenflache  aus  irgend  zwei  nach 
Lage  und  Orösse  gegebenen  konjugierten  Durchmessern  berechnet 
werden. 
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§  25. 

Die  aieiohung  (—)  -  (—)  ==  1. 
Die  in  der  Überschrift  enthaltene  Gleichung 

welche  durch  Multiplikation  mit  —  a*&*  in 

2)  a^y^-b^x^^-aH^ 

umgeformt  werden  kann,  gehört  nach  §  14  Nr.  12)  einer  Hyperbel 
an,  deren  Hauptachse  2a  mit  der  o;- Achse  und  deren  Nebenachse 
2  h  mit  der  ^- Achse  zusammenfällt.  So  wesentlich  sich  nun  auch 
diese  Kurve  in  ihrer  Gestalt  von  der  im  vorigen  Kapitel  unter- 
suchten Ellipse  imterscheidet,  so  stehen  doch  beide  Linien  rück- 
sichtlich  der  analytischen  Entwickelung  ihrer  Eigenschafben  in  der 
innigsten  Beziehung.  Da  nämlich  die  Gleichung  l)  durch  blosse 
Yertauschung  von  b^  mit  —  b*  aus  der  Gleichung  hervorgeht, 
welche  wir  der  Untersuchung  der  Ellipse  zu  Grunde  gelegt  haben,  so 
befinden  wir  uns  in  der  günstigen  Lage,  den  grössten  Teil  der  für 
letztere  Kurve  angestellten  Eechnungen  mit  Anbringung  eines  ein- 
fachen Zeichenwechsels  auf  die  Hyperbel  übertragen  zu  können.  Neu 
treten  allein  die  auf  die  Asymptoten  bezüglichen  Betrachtungen  auf. 
Um  den  im  §  20  bei  der  Ellipse  benutzten  Gang  der  Unter- 
suchung festzuhalten,  woUen  wir  zunächst  die  x  und  y  der  Gleich- 
ung 2)  in  Polarkoordinaten  transformieren,  deren  Achse  mit  der  Achse 
der  positiven  x  identisch  ist.     Daraus  entsteht  die  Polargleichung: 


3)  r«-= 


b^  cos^  ip  --  a^  sifi^  <p 
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Wird  hierin  mittels  der  auB  §  14  Nr.  15)  folgenden  Formel 

die  lineare  Excentricität  c  eingeführt,  so  ergiebt  sich: 

Die  Gleichung  3)  zeigt,  dass  reelle  r  von  endlicher  Grösse  nur 
solange  möglich  sind,  als  die  Differenz 

5*  cos*  9  —  a*  sm^  q> 

einen  positiven  Wert  giebt.     Setzen  wir   nun  nach  §  14  Nr.  14) 

h        . 

—  =  tany. 

a 

wobei  y  den  von  einer  Asymptote  und  der  Hauptachse  gebildeten 
spitzen  Winkel  oder  die  Hälfte  des  Asymptotenwinkels  bezeichnet, 
so  folgt  nach  einfacher  Umgestaltung^  dass  für  die  Hyperbel- 
punkte  die  Ungleichung 

tan^  g>  <  tan^  y 

gelten  muss.  Wir  werden  so  zu  der  bereits  bekannten  Eigenschaft 
zdrückgefUhrt,  dass  beide  Zweige  der  Hyperbel  von  den  Asymptoten 
umschlossen  werden.  Spitze  Werte  von  9>,  welche  einen  der  vier 
unter  sich  kongruenten  Quadranten  der  Hyperbel  in  sich  fassen, 
müssen  daher  zwischen  den  Grenzen  0  und  y  enthalten  sein.  Aus 
Nr.  4)  ist  dann  ersichtlich,  dass  innerhalb  dieser  Grenzen  r  gleich- 
zeitig mit  ^  wächst,  dass  also  die  beiden  Achsenscheitel  die  dem 
Mittelpunkte  am  nächsten  gelegenen  Punkte  der  Hyperbel  dar- 
stellen. Ein  über  der  Hauptachse  als  Durchmesser  beschriebener 
Kreis,  den  wir  Hauptkreis  nennen  wollen,  wird  in  den  Scheiteln 
von  der  Hyperbel  berührt;  alle  übrigen  Hyperbelpunkte  liegen 
ausserhalb  des  Hauptkreises. 

An  die  Stelle  der  Beziehungen ,  welche  zwischen  den  Ordinaten 
der  Ellipse  und  ihres  umgeschriebenen  Kreises,  oder  zwischen  ihren 
Abscissen  und  denen  des  eingeschriebenen  Kreises  stattfinden,  treten 
bei  der  Hyperbel  entsprechende  Relationen  für  ihre  Yergleichung 
mit  zwei  gleichseitigen  Hyperbeln,  deren  eine  die  Strecke  a,  die 
andere  die  Länge  h  zur  Halbachse  hat.  Diese  beiden  Kurven  sind 
durch  die  Gleichungen 
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5)  0?*  -  f/«  =  a^       Ä^  -  y^  =  h* 

bestimmt;  sie  kömien  aber  nicht  wie  die  beiden  Kreise  der  Ellipse 
zu  einer  bequemen  Konstruktion  von  Hjperbelpunkten  verwendet 
werden,  weil  sie  selbst  nicht  eine  wesentlich  einfachere  Darstellung 
als  alle  anderen  Hyperbeln  zulassen« 

An  die  Stelle  der  goniometrischen  Gleichung 

sin^  a  +  €08^  a  =«  1 , 

deren  Analogie  mit  der  Ellipsengleichung  zur  Auffindung  von  El- 
lipsenpunkten  gebraucht  wurde,  tritt  hier  die  Gleichung: 

sec^a  —  tan^a  ■=  1, 

wenn  wir  —  —  sec  cc  und  -    «=  tan  a   setzen.     Durch    Konstruktion 
a  h 

der  Werte  x  ^^  a  seca  und  y  =^h  tan  a  sind  daher,  wenn  a  einen 
beliebigen  Winkel  bedeutet,  die  zusammengehörigen  Koordinaten 
eines  Hyperbelpunktes  bestimmt.  Die  Ausführung  dieser  Kon- 
struktion können  wir  um  so  mehr  übergehen,  als  wir  sp&ter  ein- 
fachere Mittel  zur  Darstellung  der  Hyperbel  kennen  lernen  werden« 
Was  femer  die  im  §  20  Nr.  9)  und  10)  angewendete  Zer- 
legung der  beiden  Seiten  der  Ellipsengleichung  in  zwei  Faktoren 
ersten  Grades  betrifft,'  so  kann  dieselbe  mittels  eines  einzigen 
Zeichenwechsels  für  die  Hyperbel  brauchbar  gemacht  werden.  Die 
Gleichungen  der  beiden  Geraden,  durch  deren  Durchschnitt  ein 
Hyperbelpunkt  bestimmt  wird,  lauten  nSmlich 

-   «  1  H »         —  -    =  1 » 

Oj  a  0^  a 

wobei  wieder  die  Relation 

gelten  muss.  Der  Leser  wird  leicht  die  einfache  Änderung  aus- 
findig machen,  welche  hiernach  an  der  in  Fig.  43  gegebenen  Kon- 
struktion anzubringen  ist,  wenn  sie  zur  Gewinnung  von  Hyperbel- 
punkten  benutzt  werden  soll. 

Geben  wir  der  Gleichung  l)  die  Form: 

^*  -  «* + (f )  V, 

so  kann  davon  eine  Darstellung  der  Hyperbel  mit  Benutzung  der 
Asymptoten  abgeleitet  werden.  Mit  Einführung  des  halben  Asymp- 
totenwinkels entsteht  n&mlich: 
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6)  Q?  ^  a^  •\-y^  cot^yy 

wonach  das  x  eines  Hjperbelpunktes  als  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreieckes  mit  den  Katheten  a  und  ycoty  zu  konstruieren 
ist  Auch  hier  wird  die  Ausführung  der  Konstruktion  keine  be- 
sondere  Schwierigkeit  gewähren. 

Brennpunkte  der  Hyperbel.  Zur  Aufsuchung  von  Brenn- 
punkten der  Hyperbel  können  fast  wörtlich  dieselben  Schlüsse  wieder- 
holt werden,  welche  bei  der  gleichen  auf  die  Ellipse  bezüglichen 
Untersuchung  zum  Ziele  führten;  nur  ist  in  den  Endresultaten  5^ 
mit  —  6*  zu  vertauschen.     Aus  der  Gleichung 

(a;  -  S)*  +  (y  -  nf  ■=  (««  +  ^y  +  yf, 

in  welcher  x  und  y  einen  beliebigen  Punkt  einer  Linie  zweiten 
Grades,  sowie  \  und  7\  einen  Brennpunkt  dieser  Linie  bezeichnen, 
folgern  wir  zunächst  wie  bei  der  Ellipse,  dass  Brennpunkte  nur 
in  einer  der  Achsen  gelegen  sein  können.  Für  Brennpunkte  in 
der  o;- Achse  gelten  dann  die  Gleichungen: 

woraus  durch  Zusammenstellung  mit  der  Gleichung  der  Hyperbel 
die  Resultate 

7)  y«a,       J««a«  +  6*-=c« 

hervorgehen.     Dies  giebt 

d.  i.  die  beiden  bekannten  Brennpunkte  der  Hyperbel.  Für  die  Kon- 
stante a  folgt  noch  aus  £  +  a^^  =»  0: 

a 
wobei   B   wie  früher  die    numerische   Excentricität   bezeichnet.   — 
Brennpunkte  in  der  Ordinatenachse  führen  zu  imaginären  Werten; 
die   Hyperbel   enthält   also   keine   weiteren   Brennpunkte ,   als   die 
beiden  auf  der  Verlängerung  der  Hauptachse  gelegenen. 

Stellt  Zj^  den  Brennstrahl  eines  Hyperbelpunktes  xy  für  den 
auf  der  Seite  der  positiven  x  gelegenen  Brennpunkt  und  z^  ^^^  ^^' 
dem  Brennstrahl  desselben  Hyperbelpunktes  dar,  so  ergiebt  sich 
aus  den  berechneten  Werten  in  Übereinstimmung  mit  den  für  die 
Ellipse  gefundenen  Besultaten: 

^i"  =■  (ö  —  f  ^)^     ^2^  =  (fl + ^^Y' 
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Beachtet  man,  dass  diese  beiden  Werte  auch  in  der  Form 

^\  ""  (^^  "~  ^)^         ^2^  =  (*^  +  a)* 
geschrieben  werden  können,  so  lässt  sich  rücksichtlich  der  in  den 
hieraus  hervorgehenden  Formeln 

8)  «?!  =  ±  («a?  —  a),         je^s  =  ±  (««^  +  «) 

zur  Geltung  zu  bringenden  Vorzeichen  mittels  der  für  die  Scheitel 
der  Hauptachse  geltenden  Substitution  rr  ^  ^  a,  unter  Berück- 
sichtigung des  stetigen  Verlaufes  der  Kurve  innerhalb  eines  jeden 
der  beiden  Hjperbelzweige  leicht  die  Begel  ableiten,  dass  ftlr  po- 
sitive X  das  obere,  für  negative  dagegen  das  untere  Zeichen  zu 
verwenden  ist.  Dieselbe  Begel  gilt  für  das  Vorzeichen  in  dem 
aus  Subtraktion  der  beiden  Gleichungen  8)  entstehenden  Resultate: 

9)  ^2  —  ^1«*  ±  2a, 

welches  zu  dem  bereits  im  §  14  aus  Fig.  31  abgeleiteten,  zur  Kon- 
struktion von  Hjperbelpunkten  brauchbaren  Lehrsatze  zurückführt 

§26. 
Die  Hyperbel  und  die  Gerade;  die  ErümmTingskreise. 

Die  auf  die  gegenseitigen  Lagen  einer  Hyperbel  und  einer  Ge- 
raden bezüglichen  Untersuchungen,  soweit  sie  nicht  die  neu  auf- 
tretenden Eigenschaften  der  Asymptoten  berühren,  sind,  wenn  wir 
Wiederholung  derselben  Rechnungen  vermeiden  wollen,  am  einfachsten 
auf  die  entsprechenden  Betrachtungen  im  §  21  und  im  §  22  zu- 
rückzuführen. Bezeichnen  wir  daher  wie  dort  die  Gleichung  der 
Geraden  mit 

1)  y--Jfa;-fn, 
während 

2)  ay-bV=^a«5* 

die  Gleichung  der  Hyperbel  darstellt,  so  gilt  für  die  Abscissen 
der  etwa  vorhandenen  gemeinschaftlichen  Punkte  beider  Linien 
die  Gleichung: 

3)  (a« Jf2  -  &«)  x*  +  2  a«  Mnx  +  a«  (n«  +  6«)  «  0. 

Dieselbe  ist  immer  quadratisch,  mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles, 
wenn 

oder 
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a 
d.  i.  wenn  die  Gerade  mit  einer  der  beiden  Asymptoten  parallel 
läuft.    Dann  bleibt  aus  Nr.  3)  eine  Oleichung  ersten  Grades,  und 
es  folgt   hieraus   der  Satz:   Jede  Parallele  zu  einer  Asymp- 
tote schneidet  die  Hyperbel  in  einem  Punkte.* 

In  jedem  anderen  Falle,  d.  h.  sobald  die  Gerade  die  Asymp- 
toten schneidet,  behält,  wie  schon  bemerkt  wurde,  die  Gleichung  3) 
ihre  quadratische  Form;  die  Gerade  und  die  Hyperbel  besitzen 
also  höchstens  zwei  gemeinschaftliche  Punkte.  Aus  der  für  die 
Ellipse  geführten  Bechnung  leiten  wir  her,  dass  hierbei  die  Gerade 
Sekante  oder  Tangente  darstellt,  oder  endlich  keinen  Punkt  mit 
der  Hyperbel  gemein  hat,  je  nachdem 

Die  Beachtung  des  ümstandes,  dass  der  ausserhalb  der  Pa- 
renthese befindliche  Faktor  einen  negativen  Wert  besitzt,  zeigt, 
dass  das  Eintreten  des  ersten,  zweiten  oder  dritten  Falles  davon 
abhängig  gemacht  werden  muss,  ob  die  Differenz 

positiv,  gleich  Null  oder  negativ  ist.  Soll  die  Gerade  die  Hyper- 
bel in  einem  Punkte  berühren,  so  muss  die  Gleichung 

4)  a«  Jf  2  «  6«  +  n« 

Geltung  finden.     Führen  wir  hierin  mittels  der  Belationen 

M  .=  tan  a,         ^^^  «=  c*  —  a* 

den  zwischen  der  Geraden  und  der  o;- Achse  enthaltenen  Winkel  a 
und  die  lineare  Excentricität  c  em,  so  kommen  wir  auf  die  Gleich- 
ung 5)  des  §  21  zurück,  die  genau  so  wie  dort  geometrisch  ge- 
deutet werden  kann.  Es  folgt  das  Besultat,  dass  der  Fusspunkt 
eines  von  einem  Brennpunkte  auf  die  Tangente  gefällten  Perpen- 
dikels oder  die  Projektion  des  Brennpunktes  auf  die  Tangente  auf 
der  Peripherie  des  Hauptkreises  gelegen  ist.  Werden  endlich  mit 
Anwendung  derselben  Hilfsmittel   die  beiden  noch   übrigen  Fälle 


*  In  'gleicher  Weise  wie  bei  den  zur  Parabelachse  parallelen  Ge- 
raden lässt  sich  auch  hier  ableiten,  dass  die  Parallelen  zu  einer  Hyper- 
belasymptote als  Sekanten  aufgeiasst  werden  können,  bei  welchen  der 
eine  Durchschnittspunkt  in  die  Unendlichkeit  t&llt. 
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untersucht,  so  ergiebt  sieb  als  Seitenstück  zu  dem  früher  ftlr  die 
gegenseitigen  Lagen  einer  Geraden  und  einer  Ellipse  gefandenen 
Kriterium  der  folgende  Satz:  Eine  Gerade,  die  nicht  parallel 
mit  einer  Asymptote  iSuft,  kann  die  Hyperbel  in  zwei 
Punkten  schneiden,  in  einem  Punkte  berühren  oder  keinen 
Punkt  mit  ihr  gemein  haben;  der  erste,  zweite  oder  dritte 
dieser  Fälle  findet  statt,  je  nachdem  die  Projektionen 
der  Brennpunkte  auf  die  Gerade  ausserhalb,  auf  oder 
innerhalb  der  Peripherie  des  Hauptkreises  liegen.* 

Tangenten  der  Hyperbel.  Zur  analytischen  Lösung  der 
auf  Tangenten  bezüglichen  Aufgaben  dient  die  obige  Gleichung  4), 
welche  zu  diesem  Zwecke  in  ganz  gleicher  Weise  wie  Nr.  4)  im 
§  21  zu  benutzen  ist.  Für  die  Gleichung  einer  Tangente 
von  gegebener  Richtung   folgt  dann  nach  Analogie  Yon  §  21 

Nr.  6):  

5)  y^Mx±  Ya^llP-'  h\ 

Die  hierin  unter  dem  Wurzelzeichen  befindliche  Differenz  l&sst  er- 
kennen, dass  nicht  wie  bei  der  Ellipse  nach  jeder  Richtung  hin 
Tangenten  möglich  sind,  sondern  nur  unter  der  Bedingung,  dass 
die  Relation 

stattfindet.  Es  giebt  dies  die  geometrische  Deutung,  dass  der  von 
einer  Tangente  und  der  Hauptachse  gebildete  spitze  Winkel  immer 
zwischen  den  Grenzen  90^  und  y  enthalten  sein  muss,  wobei  y 
wie  früher  den  halben  Asymptotenwinkel  bezeichnet.  Berechnen 
wir  die  Koordinaten  der  Berührungspunkte,  so  zeigt  sich,  dass  die 
Asymptoten  selbst  Tangenten  für  unendlich  ferne  Punkte  der  Hy- 
perbel darstellen,  d.  h.  dass  sie  als  Susserste  Grenzen  der  Tangenten 
auftreten.  Die  Form  der  Rechnung  bleibt  hierbei  dieselbe  wie  bei 
der  Ellipse,  und  es  gelten  auch  im  übrigen  rücksichtlich  der  Lage 
der  Berührungspunkte  die  dort  gefundenen  Resultate. 

Soll  die  Aufgabe,  eine  Tangente  an  die  Hyperbel  durch  einen 
Punkt  x^y^  zu  legen,  analytisch  gelöst  werden,  so  sind  zu  diesem 

*  Die  zu  einer  Asymptote  parallelen  Geraden  haben  rückBichÜich 
des  FuBspunktes  die  geometrische  Eigenschaft  der  Sekanten;  die  Asymp- 
toten selbst  fallen  unter  die  Tangenten. 
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Zwecke  die  zur  Herleittmg  yon  §  21  Nr.  7)  bis  12)  angewendeten 
Entwickelangen  zu  wiederholen,  wobei  nur  an  h^  der  mehrfach  er- 
wähnte Zeichenwechsel  angebracht  werden  muss.  Als  Gleichung 
der  Tangente   im  Peripheriepankte   x^y^   findet  sich   dann: 

und  hieraas  fttr  die  Richtongskonstonte  der  Tangente  der  Wert: 

7)  M^'^. 

während  die  auf  den  Achsen  abgeschnittenen  Strecken  m  und  n 
die  Grössen 

«^  «*  ** 

^1  Vi 

erhalten.  Aus  der  Yergleichung  des  für  m  gefundenen  Resultates 
mit  der  Oleichimg  der  Berührungssehne  im  Kreise  (§  10  Nr.  3) 
folgt  u.  a.,  dass  die  Tangente  des  Hyperbelpunktes  x^y^  und  die 
demselben  Punkte  zugehörige  Berührungssehne  des  Hauptkreises  sich 
in  der  Hauptachse  schneiden.  Zu  einer  einfacheren  Konstruktion 
der  Tangente  als  diejenige  sein  würde,  welche  auf  diese  Bemer- 
kung gegründet  werden  kann,  führt  die  folgende  Betrachtung. 

Da  die  absolute  Grösse  von  m  »  —  für  alle  Hjperbelpunkte 

höchstens  gleich  a  sein  kann,  so  muss  jede  Tangente  die  Haupt- 
achse zwischen  den  Scheiteln,  also  um  so  mehr  auch  zwischen  den 
Brennpunkten  schneiden,  in  ähnlicher  Weise,  wie  letzteres  bei  der 
Ellipse  mit  den  Normalen  stattfand.  Bezeichnen  wir  nun  die  Ent- 
fernungen dieses  Durchschnittspunktes  von  den  beiden  Brennpunkten 
mit  t^  und  ^,  wobei  t^  dem  auf  der  Seite  der  positiven  x  gele- 
genen Brennpunkte  zugehören  soll,  so  folgt: 

f^^c-j «  —  (€a?i -f  a), 

ond  hieraus  mit  Bücksicht  auf  die  im  §  25  Nr.  8)  gefondeneu 
Werte  der  Brennstrahlen  e^  und  0^: 

h      — '         fj «     -  • 
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Diese  beiden  Resultate  geben  die  Proportion: 

9)  h'h-^^i'^ii 

welche  der  im  §  21  Nr.  16)  für  die  Normale  einer  Ellipse  gefun- 
denen vollständig  entspricht.  Es  entsteht  daher  auch  die  ent- 
sprechende geometrische  Deutung:  Die  Tangente  an  einer  Hy- 
perbel halbiert  den  von  den  Brennstrahlen  des  Berüh- 
rungspunktes eingeschlossenen  Winkel. 

Für  einen  ausserhalb  der  Hyperbel  gelegenen  Punkt  x^y^ 
stellt  Nr.  6)  die  Gleichung  der  Berührnngssehne  dar. 

Normalen  der  Hyperbel  Die  Normale  im  Hyperbelpunkte 
x^y^  erhält  mit  Benutzung  von  Nr.  7)  oder  auch  sofort  nach  §  21 
Nr.  13)  die  Gleichung: 

10)  y_y^=_^(^_^J. 

Hiemach  ergiebt  sich  für  die  Abscisse  ihres  Durchschnittspunktes 
mit  der  o;- Achse  in  vollständiger  Übereinstimmung  mit  dem  bei 
der  Ellipse  gefundenen  Resultate: 

11)  I  =  ^x^, 

woraus  leicht  hergeleitet  wird,  dass  hier  dieser  Punkt  stets  ausser- 
halb der  von  den  beiden  Brennpunkten  begrenzten  Strecke  gelegen 
sein  muss.  Mit  Ausnahme  der  hierdurch  bedingten  geringen  Ab- 
änderungen gelten  im  Übrigen  fast  wörtlich  die  auf  die  Normalen 
der  Ellipse  bezüglichen  Schlüsse.  Für  die  Länge  der  Normale 
findet  sich: 

12)  ^^"^7^  («*^i*  ~"  *')  =^  :^  ^1^8' 

und  die  Projektion  von  u  auf  einen  der  Brennstrahlen  giebt  wieder 
den  halben  Parameter. 

Erümmungsmittelpunkt  und  Krümmungshalbmesser 
der  Hyperbel.  Aus  der  Gleichung  der  Normale  werden  in  ganz 
gleicher  Weise  wie  im  §  23  die  Koordinaten  des  Krümmungs- 
mittelpunktes  abgeleitet.  Man  erhält  hierbei,  da  ein  Vorzeichen- 
Wechsel  im  Werte  von  h*  ohne  Einfluss  auf  die  Resultate  3)  und 
4)  dieses  Paragraphen  bleibt,  diese  beiden  Grössen  ungeändert 
wieder.  Die  Koordinaten  des  KiUmmungsmittelpunktes  sind  also 
wie  bei  der  Ellipse: 

13)  ^-V-'         ^^ h^'-' 
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Zum  Zwecke  der  geometrischen  Darstellung  kann  der  erste  dieser 
Werte  in  der  Form 

geschrieben  werden,  wobei  ^  ^  s^x^  nach  Nr.  ll)  die  Abscisse  dea 
Dorchschnittspunktes  der  Normale  und  der  o;- Achse  bedeutet  und 

der  Winkel  a  mit  Hilfe  der  Crleichung  secce  ^  —  zu  konstruieren 

a 

ist.    Nach  einer  im  §  25  gemachten  Bemerkung  erhält  man  den- 
selben  Winkel  auch  mittels  der  Relation:  tana  =»  ^'  Die  AusfQlinmg 

0 

der  hieraas  folgenden  Konstruktion  des  Erümmungsmittelpunktes 
mag  dem   eigenen  Nachdenken  des  Lesers  überlassen  bleiben. 

Die  Ableitung  des  Krümmungshalbmessers  ist  ebenfalls  in 
Übereinstimmung  mit  dem  im  §  23  eingeschlagenen  Verfahren. 
Man  findet  zunächst: 

und  hieraus  wieder  mittels  des  obigen  Wertes  von  u  (Länge  der 
Normale): 

wobei  p  wie  früher  den  Halbparameter  bedeutet,  welcher  durch 
Projektion  Yon  u  auf  einen  der  Brennstrahlen  des  Punktes  x^^y^ 
dargestellt  werden  kann.  Hieraus  folgt,  wie  im  §  23,  dass  die 
in  Fig.  36  aus  Nr.  13)  des  §  18  abgeleitete  Konstruktion  des 
Krümmungshalbmessers  ebenso  wie  für  die  Parabel  und  Ellipse 
anch  für  die  Hyperbel  angewendet  werden  kann.  Diese  Konstruktion 
gilt  also  für  alle  Kegelschnitte  ohne  Unterschied. 

§  27. 

FortsetBung. 

Durchmesser  der  Hyperbel.  Wenn  wir,  um  den  geo- 
metrischen Oit  der  Sehnenmitten  ausfindig  zu  machen,  die  Gleich- 
nng  3)  des  vorhergehenden  Paragraphen  mittels  Division  durch 
a^M^  —  h^  auf  die  Form 

bringen,  so  ist  dabei  vorausgesetzt,  dass  nicht 
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sein  darf.  Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  sich  dieser  anszuschliessende 
Fall  auf  die  Asymptoten  and  die  damit  parallelen  Geraden  bezieht, 
rücksichtlich  deren  wir  bereits  zu  der  Erkenntnis  gelangt  sind,  dasfi 
sie  nicht  Sehnen  der  Hyperbel  bilden  können.  In  jedem  anderen 
Falle  findet  sich  wie  bei  der  Ellipse  zu  einem  Systeme  paralleler 
Sehnen  mit  der  Richtungskonstante  M  ein  geradliniger,  durch 
den  Mittelpunkt  gehender  Durchmesser.  Seine  Gleichung  lautet 
analog  mit  §  22  Nr.  3): 

2)  a^My  -  h^x  «  0. 

Wird  seine  Bichtungskonstante  mit  M*  bezeichnet ,  so  entsteht  die 
Belation: 

3)  MM^ 5, 

aus  welcher  in  gleicher  Weise  wie  aus  Nr.  4)  §  22  hergeleitet  wird, 
dass  auch  die  Hyperbel  die  Eigenschaften  konjugierter  Durch- 
messer besitzt,  welche  ebenso  wie  dort  mit  den  Supplementar- 
sehnen  im  Zusammenhange  stehen.  Charakteristisch  für  die  Hy- 
perbel sind  dabei  die  folgenden  Eigentümlichkeiten. 

Sind  a  und  ß  die  in  der  Drehrichtung  der  Polarwinkel  ge- 
messenen Winkel  zwischen  der  Hauptachse  und  zwei  konjugierten 
Durchmessern,  so  folgt  aus  Nr.  3): 

4)  tana  .  tanß  «  -«• 

ar 

Dieses  Produkt  ist  stets  positiv,  beide  Winkeltangenten  haben  also 
gleiche  Vorzeichen,  wonach  beide  Durchmesser  in  denselben  Qua- 
dranten gelegen  sein  müssen.  Da  femer  durch  die  Asymptoten 
der  Fall 

tan  a  —  tan  /5  -=  ±  — 

a 

ausgeschlossen  ist,  so  muss  der  absolute  Wert  einer  dieser  beiden 

Winkeltangenten  grösser,  der  andere  kleiner  als  —  sein.  d.  h.  der 

a 

eine  Durchmesser  liegt  zwischen  Asymptote  und  Hauptachse,  der 
andere  zwischen  Asymptote  und  Nebenachse.  Nach  der  Polar- 
gleichung 3)  im  §  25  wird  daher  nur  einer  der  beiden  Durch- 
messer die  Hyperbel  schneiden,  so  dass  zwischen  ihnen  ein  gleicher 
Gegensatz  wie   zwischen  der  Haupt-  und  Nebenachse  stattfindet. 
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welche  selbst  einen  speciellen  Fall  konjngiertef  Durchmesser  bilden. 
Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  beiden  Achsen  ebenso  wie  in  der 
Ellipse  das  einzige  Paar  konjugierter  Durchmesser  sind,  welches 
einen  rechten  Winkel  einschliesst,  da  das  Produkt  tan  a .  tan  ß  bei 
Ausschliessung  des  Falles,  wo  es  die  unbestimmte  Form  0  *  co  an- 
nimmt, nie  gleich  —  1  sein  kann.  Nach  dieser  Bemerkung  zeigt 
sich  die  zur  Auffindung  der  Achsen  einer  gegebenen  Ellipse  die- 
nende Konstruktion  auch  für  die  Hyperbel  brauchbar. 

Wir  gehen  dazu  über,  die  Gleichung  der  Hyperbel  für  ein 
schiefwinkliges  Koordinatensystem  aufzustellen,  dessen  Achsen  ein 
Paar  koi\jugierter  Durchmesser  bilden;  a  sei  der  Winkel,  welchen 
die  Hauptachse  mit  dem  die  Hyperbel  schneidenden  Durchmesser 
einschliesst,  ß  der  Winkel  zwischen  der  Hauptachse  und  dem  andern 
Durchmesser.  Dann  ist,  wenn  wir,  um  uns  yon  den  Vorzeichen 
unabhängig  zu  halten,  die  Quadrate  von  tana  und  tanß  bilden, 

tofi'a<-5>  tofi'/3>— 51 

folglich  sind  die  Differenzen 

&*  cos^oc  —  a*  st»*a,         a*  sin^ß  —  6*  cos^ß 

beide  positiv.  Als  Gleichung  der  Hyperbel  ergiebt  sich  durch  die- 
selbe Rechnung,  welche  im  §  22  zu  gleichem  Zwecke  benutzt 
wurde: 

6*  cos'  cc  —  a^  sin*  a     ^      a*  sin*  ß  —  h*  cos*  ß     , 

a*  sma  sinß  —  h*  coscc  cosß 
-2 ^, xy-l. 

Der  zu  2xy  gehörige  Faktor  ist  nach  Nr.  4)  gleich  Null.  Mit 
Einftlhrung  der  Abkürzungen 

^        b*  cos*  a  '—  a*  sin*  a 

V '^ 


5) 


o*  sin*  ß-b*  cos*  ß 
entsteht  die  Gleichung: 
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Infolge  der  oben  gemachten  Bemerkung  über  das  Vorzeichen  der 
Differenzen,  welche  -sich  in  den  Nennern  der  Werte  yon  (4'  und 
bj^  befinden,  sind  hierbei  a^  und  \  reelle  Grössen.  Aus  Nr.  6), 
sowie  auch  aus  der  Polargleichung '  der  Hyperbel  zeigt  sich,  dass 
o^  die  HSlfte  des  die  Hyperbel  schneidenden  Durchmessers  dar- 
stellt, wenn  wir  uns  denselben  in  den  beiden  mit  der  Hyperbel 
gebildeten  Dnrchschnittspunkten  begrenzt  denken;  \  kann  nsck 
einer  auf  Yergleichung  mit  der  Ellipse  gestützten  Analogie  als 
Hälfte  des  andern  Durchmessers  aufgefasst  und  auf  demselben  in 
einer  gleichen  Weise  aufgetragen  wer^pn,  wie  wir  dies  früher  mit 
der  Grösse  h  auf  der  Nebenachse  gethan  haben. 

Die  Übereinstimmung  der  Form,  welche  sich  in  der  auf  zwei 
konjugierte  Durchmesser  bezogenen  Gleichung  6)  der  Hyperbel  und 
der  fUr  die  Achsen  geltenden  Hauptgleichung  darlegt,  berechtigt 
wieder,  wie  dies  früher  schon  bei  Parabel  und  Ellipse  geschehen, 
zu  dem  Schlüsse,  dass  die  der  Gleichungsform  entnommenen  Re- 
sultate auch  auf  das  neue  System  übertragen  werden  können,  in- 
soweit sie  nämlich  von  der  rechtwinkligen  Lage  der  Koordinaten- 
achsen unabhängig  sind.  Wir  sehen  davon  ab,  diejenigen  Beäeli- 
ungen  zu  wiederholen,  die  sich  in  gleicher  Weise  bei  der  Ellipse 
Torgefanden  haben,  und  beschränken  ups  darauf,  die  Gleichungen 
der  Asymptoten  im  neuen  Systeme  zu  ermitteln. 

Wenden  wir  dieselben  Folgerungen  an,  welche  im  §  14  unter 
ni  bei  Ableitung  von  Nr.  13)  zu  dem  Begriffe  der  Asymptoten 
und  deren  Gleichungen  hinführten,  so  ergiebt  sich  aus  Nr.  6),  dass 
eine  dadurch  repräsentierte  Kurve  zwei  geradlinige  Asymptoten  be- 
sitzt, welche  in  der  Gleichung 

7)  tf'-±^x 

zusammengefasst  werden  können.  Der  möglicherweise  entstehende 
Zweifel,  ob  hierin  wirklich  die  bereits  bekannten  geraden  Linien 
ausgedrückt  sind,  kann  am  vollständigsten  beseitigt  werden,  wenn 
wir  die  Gleichungen  der  früheren  Asymptoten,  welche  beide  in 
der  Formel 

2       ^*    2 

enthalten  sind,  für  unser  jetziges  Koordinatensystem  transformieren. 
Mittels  der  bekannten  Transformationsformeln  entsteht  dajin: 
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{xsina  +  y  sinßy  =-  -^(x  cosa  +  y  co$ß)\ 

OL 

und  hieraus  nach  gehöriger  Redaktion: 

+  2  {(k^sina  sinß  —  h^cosa  cosß)  xy  —  0. 

Das  letzte  Glied  linker  Hand  ist  nach  Nr.  4)  gleich  Null;  es  bleibt 
daher: 

^  '^  a^sin^ß-b^cos^ß  '     ' 
oder  mit  Bücksicht  anf  die  Formeln  5): 

wodurch  wir  nach  Ausziehnng  der  Quadratwurzel  auf  Nr.  7)  zurück- 
kommen. Die  Oleichungsform  der  Asymptoten  ist  also  wie  die  der 
Hyperbel  selbst  immer  dieselbe,  welches  Paar  konjugierter  Durch- 
messer auch  die  Stelle  der  Koordinatenachsen  vertreten  mag.  Hier- 
nach kann  die  auf  diese  Form  gegründete  Konstruktion  der  Asymp- 
toten leicht  yerallgemeinert  werden.  Legt  man  nämlich  zu  zwei 
konjugierten  Durchmessern,  deren  vom  Mittelpunkte  aus  gemessene 
Hüften  die  Längen  a^  und  \  besitzen,  durch  ihre  Endpunkte  Pa- 
rallelen, so  sind  die  Asymptoten  Diagonalen  eines  jeden  auf  diese 
Weise  gebildeten  Parallelogrammes.  Es  liegt  hierin  zugleich  ein 
einfaches  Mittel,  aus  zwei  nach  Lage  und  Grösse  gegebenen  kon- 
jugierten Durchmessern  die  Lage  der  Hyperbelachsen  durch  Kon- 
straktion herzuleiten,  insofern  durch  die  Haupt-  und  Nebenachse 
die  von  den  Asymptoten  gebildeten  Winkel  halbiert  werden. 

Die  Beziehungen,  welche  nach  §  22  Nr.  15)  und  16)  zwischen 
den  konjugierten  Durchmessern  und  den  beiden  Achsen  einer  Ellipse 
stattfanden,  wiederholen  sich  bei  der  Hyperbel  in  fast  ungeänder- 
ter  Weise.     Ans  den  Gleichungen  5)  folgt: 

ON         2,8 ö^V 

Das  Produkt  im  Nenner  ist  identisch  mit 

a* l>* sin^ 0^  —  «)  ""  (p^ cos a  cosß  —  a^sina  sin ß)\ 

I>er  Subtrahend  verschwindet  nach  4);  daher  folgt   aus  8),  wenn 
man  den  Konjugationswinkel  ß  —  a  mit  od  bezeichnet: 


1 
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9)  (h^  co^a-a^  sin^cc)  (a*  sin^ß  -  h^  cos^ß)  «  a«  fe*  «n*». 
Setzt  man  dies  in  8)  ein,  so  erhält  man: 

10)  a^hiSinm  =  ab. 

Ferner  erhSlt  man  aus  5)  durch  Subtraktion  unter  Berflck- 
sichtigung  von  9): 

11)  Oi^-ft.^ rV-  [a^isin^cc  +  sm^ß)  -  6«  (co^a  +  co^ß)\ 

Aus  4)   ergiebt    sich,   wenn  der  Elammerinhalt   mit  M  be- 
zeichnet wird: 

M^  a^  (sin a  +  sin ßY  —  6*  (cosa  +  cos /3)* 
«  a*  (siw  a  —  5iw  j3)*  —  b^  {cos  a  —  cosßY . 

Hieraus  folgt  nach  bekannten  goniometrischen  Beziehungen: 

3f  =  4cos«-|  0)  [a*siV|  («  +  /?)-  6*c<?5*^  (a  +  ß)] 
-  4m« -Jw  [a«cos*-J  («  +  /?)-  b^sin^i(a  +  ß)]. 

Ersetzt  man  co^-^cd  durch  1  —  sin^  l  co,  so  erhält  man 

a^sin^^(cc  +  ß)-  b^cos^-l(a  +  ß)  =-  (a*-  &«)sm«-|», 

daher  ist 

Hieraus  und  aus  11)  folgt  schliesslich 

12)  ai»- V=a«-&^ 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  die  Längen  zweier  konjugierter 
Durchmesser  gleichzeitig  wachsen,  während  dabei  nach  10)  die  Grösse 
des  Koi^jugationswinkels  abnimmt.  Aus  der  Polargleichung  ist  er- 
,  r^^  i  sichtlich,  dass  bei  diesem  Anwachsen  der  Durchmesser  beide  den 
^  r,/ '  j  Asymptoten  immer  näher  rücken,  bis  sie  schliesslich  in  den  Asymp- 
toten zusammenfallen.  Konjugierte  Durchmesser  von  gleicher  Länge 
sind  nur  in  der  gleichseitigen  Hyperbel  möglich,  und  zwar  gilt 
dort  diese  Gleichheit  für  jedes  zusammengehörige  Paar. 

Mittels  der  Gleichungen  10)  und  12)  können  die  Längen  der 
Achsen  gefunden  werden,  wenn  a^,  b^  und  oo  gegeben  sind;  nur 
lässt  sich  dabei  nicht  dieselbe  bequeme  Rechnung  anwenden,  welche 
zu  den  Formeln  19)  im  §  22  hinfahrte.  Ein  einfacheres  Mittel 
aus   zwei   konjugierten  Durchmessern   die  Grösse  der  Hauptachse 


/  '    / 


c  f  v- 
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und  Nebenachse  konstmktiy  herzuleiten,  werden  uns  im  folgenden 
Paragraphen  die  Asymptoten  liefern. 

§28. 
Die  Asymptoten  als  Eoordinatenaohsen. 

Eine  Besonders  einfache  Gleichungsform  erlangt  die  Hyperbel, 
wenn  man  ihre  beiden  Asymptoten  zu  Koordinatenachsen  nimmt. 
Nach  dem,  was  wir  früher  über  die  Grösse  des  Asymptotenwinkels 
kennen  gelernt  haben,  kann  dieses  Koordinatensystem  nur  für  eine 
gleichseitige  Hyperbel  rechtwinklig  sein. 

Bezeichnen  wir  wie  früher  die  Hälfte  des  Asymptotenwinkels 
mit  y^  wobei  die  Belation 

1)  tony--^ 

Geltung  hat,  so  mag  über  die  beiden  Koordinatenachsen  so  Ter- 
fügt  werden,  dass  die  positive  Seite  der  t/- Achse  unter  dem  Win- 
kel y  und  dieselbe  Seite  der  rc- Achse  unter  dem  Winkel  (—  y)  gegen 
die  Hauptachse  geneigt  ist,  wobei  wir  voraussetzen,  dass  positive 
Winkel  in  der  früher  für  die  Anomalien  festgestellten  Drehrichtung 
gemessen  werden.  Soll  nun  die  neue  Gleichung  der  Hyperbel  durch 
Transformation  der  Koordinaten  ans  der  auf  die  Achsen  bezogenen 
Gleichung 

©*- (!)■-' 

hergeleitet  werden,  so  ist  durch  die  angegebenen  Bestimmungen 
derjenige  Transformationsfall  getroffen,  für  welchen  die  Formeln  5) 
im  §  4  aufgestellt  wurden.  Beim  Übergange  zum  ^  neuen  Systeme 
ist  also 

(y  +  ^)  co^  y  ftlr  a?,         (y  —  a;)  «n  y  f ür  y 

zu  setzen.     Dann  entsteht  aus 

(y  +  fl?)'  cos^y      {y  —  xfsin^y 

nach  Entwickelung  der  Quadrate  und  besserer  Anordnung  und  Ver- 
einigung der  Glieder: 

l^cos^y  —  a^sin^y   ,«  ,     «v    .   ^  b^ co^ y  +  a^ sin* y 

^-^, '-(^  +  y^  +  2 L l-xt,~i. 
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Mittels  der  aus  l)  folgenden  Relation 

erlangt  diese  letzte  Gleichung  die  einfache  Form: 

4  xy  cos^y 

oder  auch: 

a^l  +  ZonV) 
xy^ 1 ' 

und  mit  Einsetzung  des  obigen  Wertes  von  tany\ 


2)  xy  «  — -     • 

Die  auf  die  Asymptoten  als  Achsen  bezogenen  Koordinaten 
eines  Hyperbelpunktes  besitzen  hiernach  ein  konstantes  Produkt, 
nftmlich: 


ay 


welches  den  Namen  Potenz  der  Hyperbel  führt.  In  dieser  Eigen- 
schaft ist  hauptsächlich  das  wesentliche  Merkmal  der  Asymptoten 
begründet,  indem  daraus  folgt,  dass,  wenn  eine  Koordinate  wächst, 
die  andere  abnehmen  muss,  imd  dass  dabei  die  eine  dieser  Längen 
immer  so  gross  genommen  werden  kann,  dass  die  andere  kleiner  vrird, 
als  jede  angebbare  Grösse,  d.  h.  dass  die  Hyperbel  den  Asymptoten 
beliebig  nahe  rücken  kann,  ohne  sie  doch  je  vollständig  zu  erreichen. 
Mittels  der  Gleichung  2)  findet  die  Lösung  der  im  vorigen 
Paragraphen  besprochenen  Aufgabe,  aus  Lage  und  Grösse  zWeier 
konjugierten  Durchmesser  die  Lage  und  Grösse  der  Achsen  abzuleiten, 
ihren  Abschluss.  Sobald  nämlich  die  Asymptoten  und  die  Achsen 
in  der  früher  angegebenen  Weise  ihrer  Lage  nach  bestimmt  worden 
sind,  hat  man  nur  noch  die  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Koordi- 
naten eines  Endpunktes  des  die  Hyperbel  schneidenden  Durchmessers 
zu  konstruieren,  um  dann  mit  Hilfe  der  aus  2)  folgenden  Gleichung 

c  =  2  y i7i 
welche  eine  einfache  geometrische  Darstellung  zulässt,  die  lineare 
Excentricität  und  somit  auch  die  Lage  der  Brennpunkte  zu  ermitteln. 
Aus  den  Asymptoten  und  Brennpunkten  kann  aber  nach  früheren 
Sätzen  leicht  die  Länge  der  Achsen  hergeleitet  werden. 
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Sind  a;,  y  und  x^ ,  y^  die  Koordinaten  zweier  anf  die  Asymptoten 
bezogenen  Hyperbelpunkte,  so  gelten  nach  Nr.  2)  die  Gleichungen: 

a«  +  1^                      a«  +  J)^ 
xy — f        x^yi — » 

folglich  ist  auch 

Hieraus  folgt  die  Proportion: 

yiiy^xix^, 

der  man  ohne  Schwierigkeit  die  Mittel  entnehmen  wird,  beliebig 
viele  Punkte  einer  Hyperbel  konstruktiv  darzustellen,  sobald  ein 
Peripherieptuikt  nebst  den  Asymptoten  gegeben  ist.  Zu  einer  noch 
einfacheren  Lösung  dieser  Aufgabe  führt  die  folgende  Betrachtung. 
Schreiben  wir  die  Gleichung  2)  in  der  Form 


3)  ^y-d)' 


und  bezeichnen  eine  Gerade,  welche  beide  Asymptoten  ausserhalb 
des  Mittelpunktes  schneidet,  mit 

4)  ^  +  ^-1. 

so  findet  sich  durch  Eliminierung  von  y  für  die  Abscissen  der  etwa 
vorhandenen  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Geraden  und  der  Hy- 
perbel nach  einfeusher  Umformung  die  Gleichung: 

♦WC 

5)  x^  —  mx  +  -  —  «  0; 

m  xmä  n  stellen  hierbei  die  von  der  Geraden  auf  den  Asymptoten 
abgeschnittenen  Strecken  dar.  Im  Falle,  dass  die  Gerade  die  Hy- 
perbel schneidet,  folgt  hieraus  für  den  Mittelpunkt  xy  der  Ton 
ihr  gebildeten  Sehne: 

und  wenn  man  diesen  Wert  in  Nr.  4)  einsetzt: 

y^  .]«. 

Vergleicht  mau  diese  Resultate  mit  den  bekannten  Formeln 
für  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  einer  geradlinigen  Strecke, 
80  ergiebt  sich  sofort,  dass  der  Halbierungspunkt  der  Sehne  zugleich 
in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten  gelegen  ist,  worin  sie 
selbst  oder  ihre  Verlängerung  die  Asymptoten  schneidet.   Eine  leicht 
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nachzuweisende  Folge  hiervon  ist,  dass  der  Abstand  zwischen  dem 
einen  Endpunkte  der  Sehne  und  ihrem  Dorchscfanitte  mit  der 
einen  Asymptote  der  Entfernung  ihres  anderen  Endpunktes  von 
dem  Punkte,  worin  sie  die  andere  Asymptote  schneidet,  gleich 
sein  muss. 

Die  soeben  gefundene  Eigenschaft  der  Hyperbel  gewährt  nun 
ein  besonders  einfaches  Mittel,  einzelne  Punkte  dieser  Eunre  zn 
konstruieren ,  sobald  ein  Peripheriepunkt  nebst  den  Asymptoten  ge- 
geben ist.  Mit  Benutzung  dieser  Eigenschaft  kann  nftmlich  anf 
jeder  Geraden,  welche  man  durch  den  gegebenen  Punkt  so  legt, 
dass  sie  beide  Asymptoten  schneidet,  ein  zweiter  Hyperbelpunkt 
angetragen  werden,  der  nachher ,  wenn  man  das  Anhäufen  m 
vieler  in  einem  Punkte  sich  schneidenden  Geraden  vermeiden  will, 
als  neuer  Ausgangspunkt  der  Konstruktion  verwendbar  bleibt.  — 
In  ähnlicher  Weise  ist  zu  verfahren,  wenn  mittels  einer  Asymptote 
und  dreier  Peripheriepunkte  die  andere  Asymptote  gefunden  werden 
solL  Mit  Hilfe  der  drei  Sehnen,  welche  durch  die  drei  Hyperbel- 
punkte gelegt  werden  können,  erlangt  man  drei  sich  gegenseitig 
kontrelierende  Punkte  der  zu  konstruierenden  Asymptote. 

Sucht  man  die  Bedingung,  unter  welcher  die  obige  Gleich- 
ung 5)  zwei  gleiche  reelle  Wurzeln  giebt,  so  erhält  man  als  Kenn- 
zeichen fdr  den  Fall,  in  welchem  die  durch  Nr.  4)  repräsentierte 
Gefade  zur  Tangente  wird,  die  Belation: 


V2y        4« 


oder  nach  gehöriger  Hebung: 

6)  mn  —  c*. 

Wird  mittels  dieser  Bedingungsgleichung  die  Strecke  n  aus  Nr.  5) 
eliminiert,  so  entsteht  für  die  Abscisse  des  Berührungspunkted, 
die  wir  mit  Xj^  bezeichnen  wollen,  das  Besultat: 

«1*  —  wrci  +  -^  —  0,  ♦ 
und  hieraus  folgt: 

7)  x^^-jfn. 

Aus  4)  ergiebt  sich  dann  für  die  zugehörige  Ordinate: 

8)  «i=f«. 
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Die  Werte  7)  und  8)  lassen  erkennen,  dass  der  Berührungspunkt 
einer  Hyperbeltangente  in  der  Mitte  zwiscben  den  beiden  Punkten 
gelegen  ist,  in  welchen  die  Tangente  von  den  Asymptoten  geschnitten 
wird.  Es  ist  dies  wieder  die  oben  für  die  Sehnen  gefundene  Eigen- 
schaft, ausgedehnt  anf  den  Fall,  wo  die  beiden  Durchschnitte  der 
Geraden  und  der  Hyperbel  in  einen  übergehen  und  die  Sehne  zur 
Tangente  wird. 

Sind  die  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Koordinaten  x^  und  y^ 
eines  Hyperbelpunktes  gegeben,  so  erhalten  die  von  der  Tangente 
dieses  Punktes  auf  den  Asymptoten  abgeschnittenen  Sti*ecken  nach 
7)  und  8)  die  L&ngen: 

m  =  2x^y         n  —  2yj, 

von  denen  jede  einzelne  ausreicht,  um  damit  die  Tangente  zu  kon- 
struieren. Werden  endlich  diese  Werte  in  Nr.  4)  eingesetzt,  so 
erlangt  die  auf  die  Asymptoten  bezogene  Gleichnng  der  Hyper- 
beltangente im  Punkte  x^Pi  die  Gestalt: 

9)  -+^-1, 

oder  wenn  man  mit  der  für  Xi  and  y^  geltenden  Gleichung 

multipliziert: 

10)  Pi^  +  x^y --^  \  c^. 

Die  letzte  Gleichung  gehört  nicht  allein  in  Beziehung  auf  x  und  ^, 
sondern  aach  für  x^  und  y^  dem  ersten  Grade  an  und  gestattet  in- 
folge ihrer  symmetrischen  Form  die  Vertauschung  der  Punkte  xy 
und  x^y^.  Diese  Bemerkungen  reichen  hin,  um  daraas  mit  Hilfe 
einer  schon  mehrfach  angewendeten  Schlossfolgerang  das  Besultat 
herzaleiten,  dass  für  einen  ausserhalb  der  Hyperbel  gelegenen  Ponkt 
x^y^  Nr.  10)  die  Gleichung  der  Berührungssehne  darstellt. 

§  29. 
Die  Qoadratnr  der  Hyperbel. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellte  Gleichung  der  Hy- 
perbel kazm  aneh  benutzt  werden,  um  daraus  den  Inhalt  hyper- 
bolisch begrenzter  Flächen  abzuleiten.  Wir  beschränken  ans  auf 
Berechnong  eines  Flftchenstreifens,  welcher  von  einer  Asymptote, 
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zwei  zur  andern  Asymptote  parallelen  Ordinaten  und  dem  zvnschen 
diesen  Ordinaten  gelegenen  Hjrperbelbogen  begrenzt  ist.  Andere 
Flächenteile,  in  deren  Begrenzung  ein  Hjperbelbogen  auftritt,  sind 
durcb  geometrische  Zerlegung  hierauf  zurückzuführen. 

Zur  Vorbereitung  entwickeln  wir  den  Flächeninhalt,  eines  Pa- 
rallelogrammes,  welches  von  den  Asymptoten  und  den  hierzu  pa- 
rallelen Koordinaten  eines  Hyperbelpunktes  begrenzt  ist,  d.  L  den 
Wert  von  xysina,  worin  x  und  y  den  Hyperbelpunkt  und  a  den 
hierbei  als  Koordinatenwinkel  auftretenden  Asjmptotenwinkel  be- 
zeichnet. —  Hat  7^  die  im  vorigen  Paragraphen  unter  l)  ange- 
wendete Bedeutung,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

a  =  2y 

in  Verbindung  mit  der  goniometrischen  Relation 

.   2     ^      2tany 
1  +  tan^  y 

bei  Einführung  des  Wertes  von  i(my\ 

2a6 
a*  +  }r 

Wird  diese  Gleichung  mit  Nr.  2)  des  vorhergehenden  Paragraphen 
durch  Multiplikation  verbunden,  so  ergiebt  sich: 

1)  xysinu'^^ab 

für  den  gesuchten  Flächeninhalt 

Mit  diesem  Inhalte  soll  ein  FlSchenstreifen  der  in  Bede  ste- 
henden Art,   wie  'P.^M^M^T^  in  Fig.  49,  in  Vergleichung  gestellt 

werden.  Zunächst  lässt  sich  die  Fläche 
dieses  Streifens  in  zwei  Grenzen  ein- 
schliessen,  indem  man  zur  oberen  Grenze 
ein  Parallelogramm  mit  den  anstossen- 
den  Seiten  ^-J^i  und  M^M^^  zur  unte- 
ren ein  Parallelogramm  mit  den  Seiten 
-^  M^M^  und  M^^^  nimmt.  Wird  die  ge- 
suchte Fläche  miti^  bezeichnet,  und  sind  rr^,  y^  die  Koordinaten  des 
Punktes  P^,   sowie  x^  und  y^  die  von  Pgv  ^^  erhält  man  hieraus: 

V\  (^  ~  ^i)  ^^'^  ^  >  -^^  y%  (^  ■"  ^)  ^^  ^• 

Werden  nun  diese  Ungleichungen  durch  die  aus  l)  folgenden 
Gleichungen 
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diridiert,  so 'wird  hierdurch  das  Verhältnis  zwischen  der  Fläche  J" 
und  der  in  l)  enthaltenen  konstanten  Fläche  -Iah,  welches  mit  q> 
bezeichnet  werden  soll,  von  dem  Verhältnisse  zwischen  der  End- 
nnd  Anfangsabscisse  des  Streifens,  welches  £  heissen  mag,  ab- 
^^^iigig  gemacht.     Mit  Anwendung  der  Bezj^ichnungen 

^)  fp^  — -,         §  —  — 

ao  Xi 

erhält  man  nämlich  aus  dieser  Division: 

i~l>g)>l-  j. 
und  hieraus  wieder,  wenn  man  auf  ^  reduziert: 

3)  ^>j>l  +  ^. 

1  —  9 

Die  in  Nr.  3)  enthaltenen  Grenzen  für  den  Quotienten  £  in 
seiner  Abhängigkeit  vom  Quotienten  q>  lassen  sich  enger  ziehen, 
wenn  man  zwischen  die  An^gs-  und  Endordinate  des  zu  berech- 
nenden Streifens  n  —  1  Ordinaten  so  einschaltet,  dass  dadurch  seine 

F 

Fläche  in  n  Streifen  vom  gleichen  Flächeninhalte  —  zerfällt.'^  Die 

fi 

ftr  diese  einzelnen  Streifen  geltenden  Verhältnisse  der  End-  und 
Anfangsabscissen,  d.  h.  die  darin  an  die  Stelle  von  |  tretenden 
Werte,  sollen  in  der  Beihenfolge  der  Streifen  von  M^  ans  nach 
M^  hin  mit  |^,  ^,  £3...$»  bezeichnet  werden,  so  dass,  da  bei 
Aufstellung  dieser  Verhältnisse  sämtliche  zwischen  x^  und  x^  ein- 
geschalteten Abscissen  sowohl  im  Zähler  als  im  Nenner  vorkommen, 
bei  Multiplikation  aller  dieser  Werte  das  Resultat 

V  §1  •  b2  •  §8  •  •  •  ^«  **  °™  5 

zum  Vorschein  kommt.     Wird   nun   auf  jeden   der  n  Streifen   die 

.  F 

obige   EinSchliessung  in   Grenzen   angewendet,  so  tritt  hierbei  — 

an  die  Stelle  von  F.  also  auch  ^  an  die  Stelle  von  00,  und  es  er- 
n 

*  Die  Art  der  AuBfQhrung  dieser  Einschaltung  ergiebt  sich  aus  den 
Besnltaten  der  vorliegenden  Untersuchung. 
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giebt  sich  für  irgend  eines  der  besprochenen  AbscissenTerhSltnisse, 
welches  £m  heissen  möge,  aus  Nr.  3)  mit  einer  einfachen  Form- 
änderung im  ersten  Teile  dieser  Ungleichung: 


i^-T 


>  Sm  >  1  +  - 

n 


Werden  nachher  alle  (^ese  AbscissenverhSltnisse  mit  einander  mul- 
tipliziert, so  erhält  man  mit  Bücksicht  auf  Nr.  4): 


(•-ir>^>('+j)' 


oder  auch,  wenn  man  noch  mit  —  potenziert  und 

n 

—     «-  CO 

setzt,  wobei  oo  eine  gleichzeitig  mit  n  wachsende  und  gleichzeitig 
mit  n  unendlich  werdende  Grösse  bezeichnet: 

Man  gelangt  jetzt  zu  einer  Oleichung  zwischen  dem  Abscissenver- 
hältnisse  £  und  dem  Flächenverhältnisse  97,  wenn  man  die  Anzahl 
der  einzelnen  Streifen,  d.  i.  die  Zahl  n  bis  in  das  Unendliche 
wachsen  iQ^st,  womit  also  m  ebenfalls  einen  unendlichen  Wert  er- 
langt    Nach  einem  bekannten   algebraischen  Satze*  konvergieren 


*  Aus  dem  in  der  Anmerkung  auf  S.  114  für  a>>&  und  ein  A- 
tionales  m  ]>  1  bewiesenen  Resultate 

a  —  ft  » 

welches  durch  Einschliessung  in  Grenzen  auch  auf  irrationale,  die  Ein- 
heit übersteigende  Werte  von  m  ausgedehnt  werden  kann,  folgt: 

ma*^^  (a  —  6)  >  a"»  —  &"•  >  m6*"-*  (a  —  6). 

k  +  1  k 

Wird  hierin  a  =  —7—»  6  ==1  und  1» «  —  gesetzt,  wobei  * > n >  1  aein 

soll,  so  folgt: 

(t)'-'>^'  "■»-»■  C4-')">(T)*- 

In  gleicher  Weise  erhält  man  unter  Beibehaltung  der  fSr  m  gemachten 

ife  — 1 
Substitution,  wenn  man  a  =  l,  &«— 7 —  setzt: 
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hierbei  die  beiden  in  Nr.  5)  enthaltenen  Grenzen  gegen  einen  ge- 
meinschaffclichen  Grenzwert,    nftmlich   gegen   die   irrationale  Zahl 

e  —  2,7182818..., 

d.  i  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensjstems.     Man  erhalt 
folglich  aus  Nr.  5): 

und  bei  Anwendung  von  Logarithmen  eines   beliebigen  Systems: 


9> 


löge 


Die  gefundenen  Besultate  zeigen,  dass,  wenn  man  n  zwiBchen  den  Gren- 

fortwährend  zunimmt,  während  dagegen  ( -j   fortwährend  abnehmen 

miiBB.  Da  jedoch  fiir  jedes  endliche  n  die  letztere  dieser  Funktionen 
inmier  grösser  ist  als  der  entsprechende  Wert  der  ersteren,  so  kann 
weder  jene  y erschwindend  klein  werden,  noch  diese  in  das  unendliche 
wachsen.  Schliesslich  müssen  beide  zusammenfallen,  weil  f%lr  ihre  Dif- 
ferenz aus  der  oben  zu  Ghrunde  gelegten  Ungleichung 

mar-^  («  —  &)>  o"—  ^ 

1   /    n    \" 

sich  als  obere  Grenze  —  l -)   ergiebt,   welcher  Wert  bei   unend- 

lieh  werdendem  n,  insofern  der  Faktor  ( -j  endlich  bleibt,  gegen 

die  Null  konvergiert.  Beide  Funktionen  haben  folglich  einen  gemein- 
schaftlichen Grenzwert,  fClr  welchen,  wenn  er  mit  e  bezeichnet  wird, 
Näherungsresultate  aus  der  Ungleichung 

abgeleitet  werden  können.  -—  Beachtet  man  nun,   dass  der  Ausdruck 

f    _    j   auch  in  der  Form  f  1 )     geschrieben  werden  kann,  so  lässt 

sich,  wenn  man  o  an  die  Stelle  eines  miendlich  werdenden  n  setzt,  das 
Besultat  der  TOrhergehenden  Betrachtungen  in  der  Gleichung 

zQsammenfassen,  wobei  m  ebensowohl  einen  positiven  als  einen  nega- 
tiven Wert  haben  kann. 
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oder  nach  Einsetsning  der  Werte  Ton  q>  und  |  aus  Nr.  2)  und 
Beduktion  auf  F: 

6)  r^-^log(^\ 

Bei  Anwendung  gemeiner  Logarithmen  entsteht  hieraus  in  Zahlen: 

')  ^'  =  2  ■  0^342945  ^  {j)  '  ^'^"^^^^  '  «*  '  '^  (?)' 

femer  erh&lt  man  bei  Benutzung  natürlicher  Logarithmen ,  wenn 
man  dieselben  durch  Vorsetzen  des  Buchstabens  {  vor  den  Logt- 
rithmanden  bezeichnet,  den  einfacheren  Ausdruck: 


8)  ^-l»»'©- 


Da  der  Flächeninhalt  in  der  Formel  6),  sowie  in  den  davon 
abgeleiteten  Gleichungen  7)  und  8)  ausser  von  den  darin  enthil- 

tenen  konstanten  Werten  nur    von   dem  AbscisseuTerhSltnisse  — 

«i 

abhängig  gemacht  ist,  so  folgt,  dass  bei  einer  gegebenen  Hyper- 
bel Flächenstreifen  der  betrachteten  Art  gleichen  Inhalt  besitzen 
müssen,  wenn  dieses  Verhältnis  in  denselben  einen  gleichen  Wert  hat 
Hieraus  ergiebt  sich  weiter,  dass  die  in  Fig.  49  angewendete  Zei^ 
legnng  der  Streifenfläche  in  Teile  gleichen  Inhaltes  lediglich  darauf 
hinauskommt,  den  aufeinander  folgenden  Abscissen  Werte  za  geben, 
welche  eine  geometrische  Progression  bilden. 

Zum  Schluss  ist  noch  zu  bemerken,  dass  mit  Bücksicht  auf 
die  aus  der  Gleichung  2)  im  §  28  hervorgehende,  umgekehrte 
Proportionalität  zwischen  x  und  y  bei  allen  in  diesem  Paragn^hen 
angestellten  Untersuchungen  an  die  Stelle  des  Abscissenverhftltnisses 

-^  auch  das  Ordinatenverhältnis  -^  gesetzt  werden  kann. 

^1  y% 
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§  30. 

DiBkoBsion  der  allgemeinen  Gleichting  der  Linien 

Bweiten  Grades. 

Nachdem  wir  in  den  vorhergehenden  Eapitehi  einige  Linien 
nflher  kennen  gelernt  haben,  deren  Gleichungen  s&mtlich  dem 
zweiten  Orade  angehörten,  bleibt  noch  die  Frage  za  entscheiden, 
ob  ausser  ihnen  andere  Linien  derselben  Ordnung  existieren  oder 
ob  mit  Untersuchung  der  Kegelschnitte  der  zweite  Grad  völlig  er- 
schöpft ist.  Wir  haben  zu  diesem  Zwecke  die  allgemeinste  Gleich- 
nng  zweiten  Grades  zwischen  den  Koordinaten  x  und  y  zu  betrachten, 
wofür  bereits  früher  (§  9  Nr.  7)  die  Form 

1)  At?  +  By^  +  2Ca?y  +  IBx  +  2-Ey  +  F «  0 

festgestellt  wurde,  und  zu  untersuchen,  welche  verschiedenen  Ge- 
bilde dadurch  repräsentiert  werden  können. 

Wir  wollen  dabei  zunächst  voraussetzen,  dass  die  Gleichung | 
in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  gegeben  ist     1 

Geht  man  entweder  von  der  Scheitelgleichung  der  Kegel- 
schnitte (§  13),  oder  von  der  Gleichung  der  Ellipse  und  der  Hy- 
perbel in  Bezug  auf  die  Hauptachsen  durch  die  allgemeinen  Trans- 
formationsformeln  für  rechtwinklige  Koordinaten  auf  ein  rechtwink- 
liges System  mit  willkürlichem  Anfangspunkte  und  willkürlicher 
Bichtung  der  Abscissenachse  über,  so  enthält  die  neue  Gleichung 
alle  Glieder  der  allgemeinen  Gleichung;  insbesondere  enthält  sie 
das  Glied  mit  dem  Produkte  xy^  das  weder  in  den  Scheitel- 
gleichungen noch  in  den  Hauptachsengleichungen  vorkommt.  Das 
Auftreten  dieses  Gliedes  ist  nicht  durch  die  Veränderung  des  Null- 
punktes,   sondern  nur  durch  die  Veränderung  der  Achsenrichtung 


f  X  dur( 

1  y    " 
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Yenirsacht,  denn  wenn  man  nur  eine  Yerscbiebung  der  Achsen 
Yomimmt,  so  hat  man  x  und  y  durch  Ausdrücke  von  der  Form 
x  +  a^  y  +  }>  zu  ersetzen;  bei  dieser  Transformation  kommt  kein 
Glied  mit  xy  zu  stände. 

Wir  suchen  daher  zunächst  durch  Drehung  des  Koordi- 
natensystems zu  einer  neuen  Gleichung  zu  gelangen,  in 
welcher  das  mit  dem  Eoordinatenprodnkte  xy  multipli- 
zierte Glied  fehlt. 

Bildet  die  neue  Abscissenachse  mit  der  alten  den  Winkel  tf, 
und  werden  im  neuen  Systeme  die  Koordinaten  mit  £  und  ij  be- 
zeichnet, so  hat  man  zu  ersetzen: 

durch  cos  go .  I  --  stn  9? .  iy, 

sin  9.1  +  cos  fp*t(ii 
mithin 

x^  durch C05* 9? . S^  +  sin^fp.vi^  —  2  8mq>  cosg).^!}, 

y^      „     sm^fp.^^  +  co^q>.'ri^  +  2smq>cosq>.lri^ 

xy     „     smfpcos(p.^-—sinq>cosfp.'q^'\-{co!?(p^sir?(p).lfl. 

Durch  diese  Substitutionen  erhält  man  eine  neue  Gleichung 

Ton  der  Form 

JÜ^^  +  ^V  +  2C'Si7  +  21>'S  +  2E'ri  +  J^«  0, 
wobei 

'  A!  ^^  A  cos^  (p  +  B  sir?  q>  +  2  C  sin  q>  cos  q) , 

B^ '^  A  sin^q)  +  B  cos^(p  —  2C sinq>  cosipj 

C'  '='  —  (A  —  B)  sing>  cos(p  +  C  (co^  <p  —  sin^  g>) , 

D'=  D  cosg>  +  E sing), 

^E''^  —  D  sing)  +  E  cos(p. 

Der  Koeffizient  (7'  verschwindet,  wenn  man  den  Drehungswinkel  (p 

80  wählt,  dass 

C  cos  2  g) '^^  ^(A—B)  sin  2g>, 
woraus  folgt 

tan  2^7 


3) 


4) 


A  —  B 

Dieser  Wert  wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  -4  «=  5  -=  C  -=  0; 
in  diesem  Falle  hört  die  gegebene  Gleichung  auf,  quadratisch  zu 
sein;  daher  kommt  derselbe  nicht  in  Betracht. 

Für  sin2g>  und  cos  2  9  ergeben  sich  aus  tan  297  die  Werte: 

2C  ^  A-B 

stn  29"-  — <       cos  2  9>  = 


Y(A-Bf  +  4:C*  V(^-jB)«  +  4C» 


r 
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Den  Radikand  kann  man  schreiben: 


IM ■ 


(A  +  £)*  +  4  (C*  -  AB);  ^   , 

setzt  man  zur  Abkürzung  

80  erhalt  man:  ^-C^- 

-.                             2C  A  —  B 


y~(A  +  Bf  +  4:/l  ViA  +  By  +  4.J 

Jeder  der  unendlich  vielen  Winkel  2(p,  welche  der  Gleichung  5) 
entsprechen,  macht  C'  verschwinden;  wir  wollen  von  denselben  den- 
jenigen auswählen,  der  zwischen  0^  und  360^  enthalten  ist,  und 
dessen  Sinns  und  Cosinus  die  Werte  5)  haben,  wenn  in  den- 
selben die  Quadratwurzel  positiv  gerechnet  wird. 

Um  zunächst  die  Koeffizienten  A!  und  JB'  zu  berechnen,  ver- 
binden wir  die  ersten  beiden  Gleichungen  4)  durch  Addition  und 
Subtraktion;  dies  ergiebt: 

J!+B'^A  +  B, 

A^  —  B*  ^  (A  —  B)  cos  2 (p  +  2Csin2q> 

Hieraus  folgt: 

g.  I  A'=^  i  [A  +  B  +  y{A  +  By  +  l2l 

Die  transformierte  Gleichung  ist  daher: 

^'1«  +  B'fl*+2{I)  cosq>  +  Esin<p)  g 
^)  +2  (—Dsimp  +  Ecosq))ri  +  F ^  0. 

Die  Eoe^izienten  A'  und  B'  verschwinden  nur  dann  beide  >  wenn 
J  ^  0  and  A  H--^""0;  beachtet  man  die  Bedeutung  von  Jj  so 
folgt,  däss  in  diesem  Falle  ^  »  ^  »  C  »  0  sein  müsste. 

Wenn  2/  «  0  ist,   aber  A  und  B  nicht   beide  verschwinden, 
so^  verschwindet  nur  einer  der   beiden  Koeffizienten  A'  oder   B^, 
fOhne   die    Allgemeinheit    unserer   Untersuchung   zu    beschränken,     r 
können  wir  voraussetzen,  dass  die  Summe  A  +  B  nicht  po- 
sitiv ist.*     Aus  z/ =  0  folgt  alsdann,  dass  auch  jI'—O  ist. 


Die  beiden  Fälle  J^O   und   J  ^  0   untersuchen  wir   nach 


einander. 


*  Ist  eine  Gleichung  zweiten  Grades  gegeben,  bei  welcher  die  Summe 
der  Koeffizienten  von  x^  und  y^  positiv  ist,  so  multipliziere  man  dieselbe  mit 
(— 1);  man  erhält  dann  eine  neue  GleichuDg,  in  welcher  A-\-B  negativ  ist. 

PoTt  a.  Sehlömilch,  anal.  Geom.  L  5.  Aufl.  12 


0 


178  Achtes  Kapitel.   Die  Linien  zweiten  Grades. 

§31. 
FortsetBung. 

Erster  Hauptfall:  //  ^  0.  unter  dieser  VoraassetEung  sind 

in  der  Gleichung  §^31,  Nr.  7)  Al    und  J5'  von  Null  verschieden. 
Man  kann  daher  deruleichunff  die  Form  ^eben: 

1)  ^  (i + 5) + ^'  (^ + J) = 1^  (-B'D" +^'£'«  -  ^^n 

Die  rechte   Seite   lässt  sich   rational   durch   die  Koeffizienten  der 
gegebenen  Gleichung  ausdrücken.     Man  hat  zunächst  nach  §  30, 

Femer  ist  nach  §  30,  Nr.  4): 

B^JD^^-^B^iP^co^fp  +  E^sin^(p  +  T)Esin2q>), 
Ä'E'*  -=  Ä^  (D«  sm^(p  +  E^  cos^  tp-DE  sin  2  9?). 

Hieraus  folgt: 

.B'D'*  +  Ä'E'^  -  2>«  (B'cos^  g>  +  Ä'sin^(p)  +E^  (B'$in^g>  +  Ä  co^q^ 

+  DE{B^-Ä')sin2g>. 

Da  nun  nach  §  30,  Nr.  4),  5)  und  6): 

{B' cos*(p  +  Ä' sin^ip)  +  {B^  sin*g>  +  Ä' cos^tp)  --  B'  +  Ä'  ^  B  +  A, 
{B^ cos^ fp  +  Ä' srn^ <p)  -  (B^sin^tp  +  A' cos^ (p)  ^  {B' -^ Ä')  cos  2tp 
so  ist:  ^B-Ä, 

.B'  sm*9)  +  -4.'  cos^g>  •=  A 

Hierdurch  und   durch  Benutzung  der  Werte  von  sin^q>  und  A'B* 
erhält  man 

jB'D'«  +  ^'^'*  -  ^'J?'l^  «  J?2>^  +  ^JE?  -  2  02>^  +  F^. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

BD^  +  AE^-  2  CDE  +  FA^-r, 

so  geht  die  Gleichung  l)  über  in 

if\2  /         jß^fy^i      p 

~2 


2) 


s)  ^    ..(i.|)%^ (,+!;)■ 


•  Die  Quotienten  —  D' :  ^'  und  —E'  :B'  können  als  Koordinaten 
fi  und  V  eines  bestimmten  Punktes  angesehen  werden.  Sind  w 
und  n  die  Koordinaten  desselben  Punktes  im  Systeme  XT^  so  ist 
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m '=^  cos  q> .  (i  —  sing>  .Vj 

n  =  sm  go  •  f»  +  cos  q>  ,v,  ^  /• 

Setzt  man  hier  für  fi  und  v  die  Werte  ein,  so  ergiebt  sich:      "^(P      ^ 

m -^^[D{B^co^q>+J!sin*fp)+E8i/nq>cosq>{B^'-^)\     '      ^J 

1     ,  ,     i^  >/7'^ 

In  Rücksicht  auf  §  30,  Nr.  5),  6)  und  §  31,  Nr.  2)  vereinfachen 

sich  diese  Werte  zu 

BB  "OE             AE-  CD 
m  «« ,     ^« . 

Wählt  man  diesen  Punkt  als  Anfangspunkt  eines  neuen  Systems 

X^,  welches  gegen    das   vorige  System  parallel  verschoben   ist, 

10  hat  man  zu  ersetzen 

S  durch  1  +  iL, 

V      V       9  +  ^> 
und  erhält  daher  die  transformierte  Gleichung: 

4)  ^'.£«+JB'.t)«-^. 

Diese  Gleichung  hat  im  allgemeinen  die  Glieder  der  Haupt- 
ftchsengleichung  für  Ellipse  und  Hyperbel;  die  weiteren  Unter- 
scheidungen hängen  von  den  Vorzeichen  der  darin  auftretenden 
Zahlen  ab.  Zunächst  mag  bemerkt  werden,  dass  J^  Ä  und  £' 
in  Bezug  auf  das  Vorzeichen  von  einander  abhängen.  Da  wir  vor-  . 
ausgesetzt  haben,  dass  A'\'B  nicht  positiv  ist,  so  folgt,  dass  \\  .•  / 
-4'<0  und  J?'<0,  wenn  A  <i^\  ist  hingegen  J>Oj  so  ist 
ii'>0  und  JB'<0.  5 

I.  Wenn  F  verschwindet,   so   erhält  man  die  Gleichung: 

5)  Ä'.f  +  B\t)^^0. 
Ist  ^>>  0,  so  kann  man  di^  linke  Seite  zerlegen  und  schreiben: 

6)  iY^.  i  +  -[Z^^.  \)) .  (YÄ!.  s  -  y^B^.  9)  -  0. 
Biese  Gleichung  wird  von  den  Paukten  erfüllt,  für  welche  entwiader 

l/Z.  E  +  T/:^^.  9  =  0, 

oder  

YÄ^.  l-Y-  B\  ^  -  0. 

Die  Gleichung  5)  stellt  daher  zwei  Gerade  dar,  die  den  Anfangs- 
punkt enthalten  und  symmetrisch  gegen  die  X^)- Achsen  liegen. 

12» 


f 
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Ist  dagegen  J  <iO,  so  haben  beide  Glieder  auf  der  linken 
Seite  der  Gleichung  5)  das  negative  Zeichen;  die  Gleichung  wird 
daher  nur  von  dem  Punkte  £  »  ^  =  0,  d.  i.  von  dem  neuen  Anfangs- 
punkte erftült;  kein  anderes  Paar  von  reellen  Werten  von  i  und  ^ 
genügt  derselben. 

Man  gewinnt  indessen  eine  formale  Übereinstimmung  mit  6), 
wenn  man  die  Zerlegung  vornimmt: 

Diese  Gleichung  zerfällt  in  die  linearen 

bei  welchen  das  Verhältnis  der  Konstanten  ima^^&r  ist  Man 
bezeichnet  dieselben  als  die  Gleichungen  zweier  imaginären  Ge- 
raden; dieselben  enthalten  einen  reellen  Punkt  1^  — >  9  "*  ^)  ^^ 
anderen  Punkte  sind  nicht  reell. 

II.  Wenn  F  nicht  verschwindet,  so  kann  man  der 
Kurvengleichung  die  Form  geben: 

A)  Ist  ^<0,  so  sind  Ä'  und  B'  negativ.  Ist  nun  r>0, 
so  haben  die   Konstanten  positive  Werte,  und  man  kann  setzen: 

r    ^  a^'  r    ^  6«' 

wobei  a  und  h  reelle  positive  Zahlen  sind.    Hierdurch  geht  die 

■ 

Gleichung  über  in  2        s 

1-  -U  5_  «,  1 

* 

I    Die  Kurve  ist  daher  eine  Ellipse  mit  der  grossen  Achse  2a 

r    und  der  kleinen  2&. 

Ist   dagegen  P<0,   so   sind   die  Konstanten  in  7)  negativ; 

setzt  man,  unter  a  und  h  wieder  reelle  Zahlen  verstehend: 

Ä^J  1  B',J  1 


;> 


r  a^  r  h^ 

so  erhält  man  für  die  Gleichung  eine  der  drei  Formen 


oder: 


\aV^) '^  \bV^l)      ^ 
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Der  Eurvengleicliiing  kann  daher  nicht  durch  reelle,  sondern  nor 
darch  imaginäre  Punkte  (d.  i.  durch  Paare  von  Zahlen  jr,  t)^  von 
denen  wenigstens  eine  imaginär  ist)  genügt  werden.  Die  obigen 
drei  Formen  zeigen,  dass  man  die  Kurve  als  imaginäre  Ellipse 
mit  imaginären  Achsen,  oder  auch  als  imaginäre  Hyperbel  mit 
imaginärer  Hauptachse  und  *reeller  Nebenachse  ansehen  kann:  der 
Mittelpunkt  ist  in  beiden  Fällen  reelL 

B)  Ist  J >0,  so  ist-A'>0,  JB' < 0.  Wenn  ausserdem  r >  0 
ist,  so  setzt  man 

r    '^  a^'        r   '^     h^ 

nnd  erhält  dadurch 

also  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  deren  Hauptachse  2a  mit  der 
Abscissetkachse,  deren  Nebenachse  26  mit  der  Ordinatenachse  zu- 
sammenfällt. 

Ist  dagegen  jr<0,  so  setzt  man: 

A!./i      _  1^         ^       1 

r    ""     V        r  "*a"«' 

die  Gleichung  wird  dadurch 

dieselbe  gehört  zu  einer  Hyperbel,  deren  Hauptachse  2a  mit  der 
Ordinatenachse,  und  deren  Nebenachse  2h  mit  der  Abscissenachse 
lasammenAllt  l  ^ 

§32.  _----"'      aV;y 

Sohluss. 

Zweiter  Hauptfall:  ^  «  0.  Wenn  C,  A  und  D  ver- 
schwinden, und  B  nicht  verschwindet,  so  ist  die  Gleichung 

1)  ^y»+2JE:y  +  F«0. 

Dieselbe  liefert  zwei  konstante  Werte  für  y,  bedeutet  also 
zwei  Terschiedene  reelle,  zwei  zusammenfallende  reelle 
oder  zwei  imaginäre  Parallele  zur  jt-Achse. 


/ 

/ 


XQ2  Achtes  Kapitel.    Die  Linien  zweiten  Grades. 

Wemi  C  und  Ä  verschwinden,  and  B  und  2)  nicht  yer- 
schwinden,  so  kann  man  die  gegebene  Gleichung  schreiben: 

Dieselbe  gehört  zu  einer  Parabel,  deren  Achse  mit  der  d?- Achse 
parallel  ist;  der  Scheitel  hat  die  Koordinaten 

FB-E^  E 

flu  s= ^  ^  ^ — »       •  ti  = — » 

2Bn  B 

der   Parameter   ist   der   absolute   Wert   von   D :  B-^  je   nachdem 

D :  B  ^Oj   erstreckt   sich   die  Kurve   entlang  der  positiven  oder 

der  negativen  o;- Achse  ins  unendliche. 

Wenn  G  und  J.  nicht  verschwinden,  so  bemerken  wir  zn- 
nSchst,  dass  zufolge  der  Voraussetzung  zf  »  0  für  Ä'  und  B^  er- 
halten wird 

^'«0,         B'=^Ä+B* 

Die  Gleichung  §  30  Nr.  7)  geht  demnach  über  in: 

3)  (Ä  +  B)fi^  +  2  (p  cosq)+E  sirnp)  g 

+  2  {—  J)  sinq>  +  E  cos q>)  fi  +  F -=^  0. 

Für  2q)  ergiebt  sich,  wenn  man  B  durch  C*  :  Ä  ersetzt: 

Hieraus  folgen  die  Funktionen 

4)  sm<p  «^  ±    .  =>         cos(p^-\- 


Da  J  verschwindet,  so  haben  Ä  und  B  dasselbe  Vorzeichen;  hieraus 
und  ans  der  allgemeinen  Voraussetzung  Ä  +  B  <iO  folgt,  dass  A 
und  B  negativ  sind.  Der  Winkel  2q)  liegt  zwischen  0  und  360^; 
mithin  ist  sin  (p>  0  und  cosq>  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  sin2^\ 
hieraus  folgt,  dass  in  den  Formeln  4)  die  unteren  Vorzeichen 
gelten,  wenn  man  die  Wurzeln  positiv  rechnet.     Es  ist  also 

Ä  C 

smtp  — .  ^         ca8q>  '^ 


Y^  +  0*         •  V^*  +  C* 


*  Da  nach  der  Voraussetzung  J.  +  -B  nicht  positiv  ist,  so  ist  der 
positive  Wert  yon  Y{A  +  Bf  «  -  (ul  +  B). 
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Setzt  man  dies  in  3)  ein,  so  erhält  man: 

Wenn  CD  —  ÄE  verschwindet,    so  vereinfacht    sich  die 
Gleichung  zu 

Diese  Gleichung  liefert  zwei  konstante  Werte  für  17,  die  reell  and 
verschieden,  reell  und  gleich  oder  konjugiert  komplex  sein  können; 
sie  stellt  daher  entweder  zwei  verschiedene  reelle,  oder  zwei 
vereinte  reelle,  oder  zwei  imaginäre  Paralle  zur  Abscissen- 
achse  dar. 

Die  Zahl  F  reduziert  sich  unter  der  Voraussetzung  ^  »  0  auf 

D  {BD  -  CE)  +  E  {ÄE  -  CD). 

Ist  (7»  0,  so  folgt  aus  J  ^  0,  dass  entweder  noch  Ä  =  0  oder 
^==0  ist;  wenn  nun  P»0  ist,  so  folgt  im  ersten  Falle,  dass  BD^y 
im  andern,  dass  ÄE^  verschwindet,  also  ergiebt  sich  D  —  0,  bez. 
^  »  0;  unter  beiden  Voraussetzungen  zerfällt  das  Gebilde  in  Ge- 
rade. Ist  C7  ^  0,  so  verschwinden  weder  Ä  noch  B  und  man  kann 
wegen  J  ^  0  setzen  B  ^  C^  :  Ä-,  dadurch  geht  F  über  in 

i  (DO  -  ÄEy. 

Verschwindet  nun  T,  so  folgt,  dass  DC  —  ÄE  =  0  ist  Folglich 
zeigt  auch  in  dem  Falle  J  ^  0  das  Verschwinden  von  F  den  Zer- 
fall des  Gebildes  in  reelle  oder  imaginäre  Gerade  an. 

Wenn  CD  —  ÄE  nicht  verschwindet,  so  kann  man  die 
Gleichung  5)  ersetzen  durch 

1..,  I   ^^l„   ,  Ä(ÄD  +  CE)y     • 


AE-CD 

=  2  •    , 

yA*  +  c* 


_  -F  {A*  +  Cy-A  (AD  +  CE)* 


2(AE~  CD).yA''  +  C* 

Dies  ist  die  Gleicliaiig  einer  Parabel,  deren  Scheitel  die  Koordi- 
naten hat 

_  -F  (A*  +  C')'-Ä  (AD  +  CE)*  _  _  A(AD  +  CE) 

*""        2  (AE -  CD)  YA'  +  C« '      '        "  yi«+"C*' 
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Der  Parameter  ist  der  absolute  Wert  von 

A  {ÄE  -  CD) 


s 


Die  Kurve  erstreckt  sich  entlang  der  positiven  oder  der  nega- 
tiven H&lfte  der  Abscissenachse  ins  unendliche,  je  nachdem 
Ä  {AE  -  CD)  ^  0. 

Die  Koordinaten  m  und  n  des  Parabelscheitels  im  ursprüng- 
lichen Systeme  ergeben  sich  aus  den  Transformationsformeln 

m  =  cos  <p  •  II  —  sin  q> .  v, 
n  *=  sm  q> .  ^  -\-  cos  q> .  v. 


zu 


♦»« 


_CF{A^'\'Cy-A{AD  +  CE)[E{A^  +  C^)  +  A(AE'-CI))\ 


2{AE-CD){A?+Cy 


_-AF{A^  +  C^'^  +  A{AD  +  CE)[D{A^+C^-C{AJE'---CJ))\ 
^  2  {AE  ~  CD)  {A^  +  Cy 

Wir  sind  hiermit  am  Ende  der  Untersuchung  angelangt^  welche 
geometrische  Gebilde  durch  eine  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
dargestellt  werden  kOnnen;  es  hat  sich  ergeben,  dass  ausser  den 
Kegelschnitten  es  keine  eigentlichen  Kurven  zweiter  Ordnung  giebi 
sondern  dass  jede  Gleichung  zweiten  Grades,  wenn  sie  keinen  reellen 
oder  imagin&ren  Kegelschnitt  darstellt,  in  Gebilde  erster  Ordnung 
zerfällt,  indem  sie  entweder  zwei  zusammenfallende  oder  verschiedene 
parallele  Gerade,  oder  zwei  eich  schneidende  Gerade  darstellt,  die 
reell  oder  imaginär  sein  können. 

§  32  b. 

Übersioht  der  Besnltate  und  Anwendung  auf 
sohiefwinklige  Koordinaten. 

Wir  fassen  die  Besultate  der  Untersuchung  in  folgender  Über- 
sicht zusammen. 

Ist  die  Gleichung 

Ax^  +  B^  +  2Cxy  +  2Dx  +  2Ey  +  F^0 

gegeben,  und  darin  A  +  B  nicht  positiv,  so  berechnet  man  die 
Diskriminante 

^  -  C^  -  AB. 
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Erster  Hauptfall.    Wenn  A  nicht  Null  ist,  so  berechnet 
man  die  Grössen  T,  tp,  m,  n,  Ä.   und  JS'  aus  den  Formeln: 

T BD^  -  AE^  +  ICBE  —  FA, 

JDB  —  CE  AE-  CD 

m  ■=* 1         fi  = 9 

2C  ^  A-B 


V(^"+^)2  +  4^  y(A  +  B)^  +  4^ 

^^^  yU  +  ^+  1/U  +  B)^  +"4^L 
J? ' «  {-  U  +  5  -  >/(^  +  ^)a  +  4^] , 

wobei  die  Wurzeln  positiv  zu  rechnen  sind  und  2  <p  zwischen  0^  und 
360^  enthalten  ist. 

L  Wenn  Pyerschwindet,  so  stellt  die  Gleichung  zwei  Gerade 
dar,  die  den  Punkt  mn  enthalten,  symmetrisch  gegen  die  Gerade 
iiegen,  die  mit  der  Abscissenachse  den  Winkel  (p  einschliesst,  und 
gegen  diese  Symmetrieachse  um  Winkel  or  geneigt  sind,  für  welche 


i(m 


'-±\/-^. 


Ist  2/  >^  0,  so  sind  die  Geraden  reell,  ist  z/  <  0,  so  sind  sie 
imaginSr. 

IL  Wenn  T  nicht  verschwindet,  so  stellt  die  Gleichung 
einen  centralen  Kegelschnitt  dar,  dessen  Centrum  der  Punkt  mn  ist. 

A)  Ist  z/  <  0,  so  stellt  die  Gleichung  eine  Ellipse  dar.  Ist 
r>0,  so  ist  die  Ellipse  reell;  die  grosse  Achse  schliesst  mit  der 
Abscissenachse  den  Winkel  9)  ein;  die  grosse  und  kleine  Halb- 
achse sind  

Ißt  r<  0,  so  ist  kein  Punkt  der  Kurve  reell. 

B)  Ist  //  >  0,  so  ergiebt  die  Gleichung  eine  Hyperbel.  Wenn 
r>  0  ist,  80  sind  die  halbe  Haupt-  und  Nebenachse 


'-VL'   '=i/- 


ond  die  erstere  schliesst  mit  der  x-  Achse  den  Winkel  <p  ein. 

Wenn    P<0  ist,    so    sind   die   halbe    Haupt-   und    Neben- 
achse 
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'-]/w   '-"|Ai 


r 

^' 

und  die  erstere  sclilieBst  mit  der  a;- Achse  den  Winkel  q>  +  ^^^  ^^ 

Zweiter  Hauptfall:  /i  «  0.    A)  Ist  ^  =  C  =-  0,  so  stellt 

die  Gleichung  eine  Parabel  dar;  der  Scheitel  hat  die  Koordinaten 

FJB-E^  E 

911  SB y         n  =^  — •  — » 

2BD  B 

die  Achse  ist  der  x- Achse  parallel;  der  Parameter  hat  den  abso- 
luten Wert  von  D  :  B;  je  nachdem  D  :  B  ^0  erstreckt  sich  die 
Parabel  entlang  der  positiven  oder  der  negativen  Abscissenachse. 
Wenn  Ä  und   C  nicht  zugleich  verschwinden,    so  berechnet 

man  a>  aus 

^  ^  Q 

sin  q)  = ; —    f        cos  fp 


die  Wurzeln  positiv  genommen. 

B)  Wenn  CD  ■—  J.JEJ  verschwindet,  so  stellt  die  Gleichung 
zwei  verschiedene  reelle  oder  zusammenfallende  reelle,  oder  ima- 
ginäre parallele  Gerade  dar;  sie  bilden  mit  der  o;- Achse  den  Winkel 
rp ;  ihre  Abstünde  17  vom  Nullpunkte  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

4  (^*  +  c*)  n*  +  2  ^^E±££  n  +  j- -  0, 

A^  ''  '  Ya*  +C* 

C)  Wenn  CD  —  AE  nicht  verschwindet,  so  ergiebt  die 
Gleichung  eine  Parabel.     Der  Scheitel  hat  die  Koordinaten: 

CF  (A*  +  Cy  -  A  (AB  +  CE)  [E  (A* +C^  +  A{AE— CD)] 
*"  ,     2  (AE  -  CD)  (A*  +  C*)' 

-AF(A*+Cy+A(AD  +  CE)[D{A^+C')-C{AE~CD}] 
"  2iAE-  CD)  (A^  +  C*)» 

die  Hauptachse  bildet  mit  der  Abscissenachse  den  Winkel  9;  der 
Parameter  p  hat  den  absolnten  Wert  von 

Ä{ÄE-  CD) 

yÄ^+  C^f  ' 

die  Parabel  erstreckt  sich  entlang  der  positiven  oder  der  nega- 
tiven |- Achse  ins  Unendliche,  je  nachdem  Ä  (ÄE  —  CJD)  positiv 
oder  negativ  ist. 


§  82  b.  Übersicht  d.  Besultate  n.  Anwend.  auf  schiefwkl.  Eoordin.    Ig7 

Es  hat  sich  hiernach  ergeben,  dass  zwei  ans  den  Koeffizienten 
der  Gleichung  zweiten  Grades  zusammengesetzte  Zahlen  für  den 
Charakter  des  durch  die  Gleichung  dargestellten  geometrischen  Ge- 
bildes besonders  wichtig  sind,  nSmlich  J^  und  J;  das  Verschwinden 
der  ersten  Zahl  zeigt  den  Zerfall  des  Gebildes  in  zwei  gerade 
Linien  an;  das  Verschwinden  der  zweiten  Zahl  ist  für  die  Parabel 
charakteristisch,  und  wenn  keine  der  beiden  Zahlen  verschwindet, 
so  geben  die  Vorzeichen  derselben  darüber  Aufschluss,  ob  die  Kurve 
eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  ist. 

Da  nun  die  geometrischen  Beziehungen  unabhängig  vom  Ko- 
ordinatensysteme sind,  so  folgt,  dass  auch  die  zugehörigen  arith- 
metischen Beziehungen  von  F  und  J  sich  beim  Übergange  aus 
einem  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  zum  anderen  nicht  ändern 
können«  Indem  wir  eine  Übertragung  der  im  §  32  angegebenen 
Kriterien  auf  schiefwinklige  Parallelkoordinaten  ins  Auge  fassen, 
wollen  wir  zunächst  zeigen,  wie  sich  J  und  F  ändern,  wenn  man 
von  einem  rechtwinkligen  Systeme  zu  einem  andern  Parallelkoor- 
dinatensysteme mit  demselben  Anfangspunkte  übergeht,  imd  als- 
dann, welchen  Einfluss  eine  Verschiebung  der  Achsen  auf  diese 
Zahlen  hat. 

Der  Übergang  von  einem  rechtwinkligen  Systeme  Xr  zu  einem 
andern  Parallelkoordinatensysteme  SH  mit  demselben  Anfangspunkte 
und  beliebigem  Koordinatenwinkel  erfolgt  durch  Substitutionen  von 
der  Form  .    .    ^ 

y  =-  yS  +  iri^ 
Man  hat  daher  zu  ersetzen: 

x^  durch  aH^+  ß^ri^+  2a/3  Jij, 

^y      u     ccyi^  +ßd  ri^  +  {ad  +  ßy)lri. 

Werden   die  Koeffizienten  der  transformierten   Gleichung  mit  Ä^y 
J5i , . . .  1^1  bezeichnet,  so  ist 

A^^a^A  +  y^B+2ctyC, 

B^^ß^Ä  +  6''B+2ßöC, 

Ol  =  aßA  +  yöB  +  {aö  +  ßy)  C, 

Z)i=  aD  +  yE, 

E^^ßD  +  ÖE, 
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Bildet  man  mit  Hilfe  dieser  Zahlen 

80  heben  sich  die  mit  J.*,  B^^  ÄC  und  BC  multiplizierten  Glieder 
auf;  die  übrigen  ergeben 

Um  Z\  zu  berechnen,  bilden  wir  zunächst 

Man  erkennt  leicht ^  dass  sich  die  Glieder  aufheben,  welche  mit 
ADE,  BBE,  B^C  und  CE^  multipUziert  sind.  Die  übrig  blei- 
benden ergeben 

(a J  -  ßyf  (BD^  +  AE^  -  2  CDE). 
Daher  ist 

ri-=(«d-^y)«r. 

Die  Grösse  {ccS  —  ßy)  bezeichnet  man  als  die  Substitutions- 
determinante.  Die  neuen  Grössen  J^  und  J\  sind  daher 
die  Produkte  aus  den  alten  und  aus  dem  Quadrate  der 
Substitutionsdeterminante.  — 

Bei  einer  Verschiebung  der  Achsen  hat  man  die  Substitaiionen 

y  «  ^  +  n. 
Daher  ist  zu  ersetzen: 

ic*  durch  g*+  2w5  +  ♦»*, 
y*       „      ij*+2ni?  +  w«, 
^y     «     S»?  +  wj  +  wiy  +  wn. 
In    der   transformierten   Gleichung   haben   die   quadratischen 
Glieder  dieselben  Koeffizienten,  wie  in  der  gegebenen  Gleichung. 

Ferner  ist: 

Di-=  mA  +  nC+B, 
E^^  nB  +  mC  +  E, 
Fl  =  m^A  +  n^B  +  2mn  C  +  2mD  +  2n  JS  +  F. 

Berechnet  man  mit  Hilfe  dieser  Werte  die  Grösse 

r^-F^J^  BDj^  +  AEj^^-2  CD^Ei, 

und  fasst  rechts  der  Reihe  nach  die  Glieder  zusammen,  welche  mit 

wi^  w*,  2w«,  2»n,  2n 

multipliziert  sind,  so  erhält  man 
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hieraus  folgt 

Bei  einer  parallelen  Verschiebung  der  Koordinaten- 
achsen bleiben  daher  die   Grössen  ^  und  J^  ungeändert. 

Insbesondere   folgt   hieraus:     Auch   bei   Gleichungen   zweiten 
Grades  für  schiefwinklige  Koordinaten  zeigt  J" »  0  den  Zerfall  des 

Gebildes  in  zwei  getrennte  oder  zusammenfallende  Gerade,  F^O 

einen  eigentlichen  Kegelschnitt  an,   und   zwar   eine   Ellipse   oder 

eine  Hyperbel,  je  nachdem  J  ^  0, 

§33. 
Geometrisohe  Örter. 

Wird  eine  Kurve  dadurch  erzeugt,  dass  man  einen  Punkt  sich 
oaeh  einem  bestimmten  Gesetze  bewegen  Iftsst,  dessen  mathema- 
tischer Ausdruck  in  Parallelkoordinaten  auf  eine  Gleichung  zweiten 
Grades  hinführt,  so  muss  nach  den  in  den  Yorhergehenden  Para- 
graphen angestellten  Betrachtungen  der  geometrische  Ort  des  be- 
wegten Punktes  eine  der  Kegelschnittslinien  sein.  Die  aufgefun- 
denen Kriterien  entscheiden  dAüber,  welche  besondere  Linie  in 
jedem  einzelnen  Falle  in  Frage  kommt.  Bei  der  speciellen  ünter- 
sitfhung  der  Kegelschnitte  haben  wir  bereits  mehrere  solche  Ent- 
stehungsweisen dieser  Kurven  kennen  gelernt;  zum  Zwecke  der  Ein- 
tlbnng  der  bei  Gelegenheit  der  allgemeinen  Diskussion  erhaltenen 
Besnltate  mögen  hierzu  noch  die  folgenden  Beispiele  treten. 

I.  Man  soll  den  Ort  der  Scheitel  aller  derjenigen 
Breiecke  suchen,  welche  auf  einer  gegebenen  Grundlinie 
2m  stehen,  und  in  welchen  die  an  dieser  Grundlinie  ge- 
legenen Dreieckswinkel  eine  konstante  Differenz  ö  be- 
sitzen. 

Die  Grundlinie  2  m  werde  zur  o;- Achse  und  die  Senkrechte 
in  ihrem  Halbierungspunkte  zur  Achse  der  y  in  einem  rechtwink- 
ligen Koordinatensysteme  gewählt.  Der  auf  der  Seite  der  positiven 
X  au  der  Basis  gelegene  innere  Dreiecks winkel  heisse  a^,  der  andere 
«2,  und  es  sei 
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Bezeichnen  nun  x  und  y  die  Koordinaten  des  Scheitels  fflr  irgend 
eine  Lage  des  Dreieckes,  so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  im 
Scheitel  zusammentreffenden  Dreiecksseiten  (vgl.  §  5  Nr.  7): 

y  =«  —  (x—m)  tan cc^,        y  =  (a?  +  m)  tan «,, 

und  man  erhSlt  demnach: 

y  y 

tana.  « >        tonor, «»  — ; — 

m  —  X  m  +  X 

Mit  Bücksicht  auf  die  aus  dem  Werte  von  $  hervorgehende  Gleichung 

tan  er,  —  tan  a« 

^^^^  T-rr 7"^ 

1  +  ^^  «1 .  ton  aj 
folgt 

2a;y 

tan  0  «"  — 5 5— — 51 

nr  —  x^+  yr 

imd  hieraus  entsteht  für  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung: 

1)  ic*  —  y*  +  2a;y  cotö  «=  m*, 

oder,  wenn  man  für  den  speciellen  Fall  d  ■»=  0  das  ünendlichwer* 
den  des  mit  dem  Faktor  cotd  behafteten  Gliedes  vermeiden  will: 

2)  0^ smS  —  y^sind  +  2a;y  cosd  •=  rn^sind. 

Hierbei  ist  J = 8in^ö  +  cos^ö^^  1,  also  immer  positiv,  und  JT-«  in*sini\ 
die  Linie  ist  also  eine  Hyperbel,  die  für  den  besonderen  Fall  d»0 
in  zwei  sich  schneidende  Gerade  —  die  Koordinatenachsen  —  über- 
geht.  Das  Centrum  fällt  mit  dem  gewählten  KoordinatenanÜBinge 
zusammen. 

Da  das  Koordinatensystem  rechtwinklig  ist  und  die  Koeffizien- 
ten von  a?  und  y^  nur  durch  das  Vorzeichen  unterschieden  sind, 
so  folgt,  dass  die  Hyperbel  gleichseitig  sein  muss.  Bestätigt  wird 
diese  Bemerkung,  wenn  man,  um  über  Lage  und  Grösse  der  Hj- 
perbelachsen  zu  entscheiden,  durch  Drehung  der  Koordinaten- 
achsen zu  einem  neuen  rechtwinkligen  Systeme  Übergeht.  Dabei 
ist  nach  §  4  Nr.  4) 

X  cosa  —  y  sina  für  aj, 
X  sina  +  y  cosa    „    y 

zu  setzen,  wenn  a  den  Winkel  bedeutet,  unter  welchem  die  neue 
o;- Achse  gegen  die  ursprüngliche  geneigt  ist.  Mit  Einsetzung  dieser 
Werte  entsteht  aus  2)  nach  gehöriger  Reduktion: 
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(x*—  y*)  Äin  (2tf  +  *)  +  2xy  cos  (2a  +  6)^  in*«n*. 

Macht  man  hierin   2a  +  ö^90^  oder  «-=45®  — -J-tf,   so  bleibt 

3)  x^  —  1/^  «  wi*  sindy 

d.  L  die  Gleichnng  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt 
mit  dem  Halbiemngspnnkte  der  gegebenen  Dreiecksgrnndlinie  za- 
sammenfftUt  nnd  deren  Hauptachse  unter  dem  Winkel  45®~J<^ 
gegen  diese  Grundlinie  geneigt  ist.  Die  LSnge  der  halben  Haupt- 
achse betrSgt  mYsinS, 

Die  hier  untersuchte  Eigenschaft  iSsst  zwischen  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  und  dem  Kreise  insofern  eine  gewisse  Analogie 
erkennen,  als  letzterer  nach  einem  bekannten  Satze  den  geometri- 
schen Ort  für  die  Scheitel  aller  derjenigen  Dreiecke  bildet,  in 
welchen  bei  gegebener  Grundlinie  die  Summe  der  Winkel  an  der 
Basis  konstant  ist. 

n.  Welche  Linie  beschreibt  ein  Eckpunkt  eines  ge- 
gebenen Dreieckes,  wShrend  jeder  der  beiden  andern 
Eckpunkte  dieses  Dreieckes  sich  auf  einem  Schenkel 
eines  festen   Winkels  fortbewegt? 

Wir  wShlen  die  Schenkel  des  festen 
Winkels  zu  Koordinatenachsen,  und  es 
sei  PÄB  Fig.  50  das  gegebene  Dreieck 
in  einer  der  Lagen,  welche  es  infolge 
der  Aufgabe  einnehmen  kann.  P  stelle 
den  Eckpunkt  dar,  welcher  die  gesuchte 
Linie  beschreiben  soll. 

Setzen  wir  NP^  x,  MP^  y,  BF^  a,AF  ^^l,  L  YBP^  <p, 
LXAP^=='iff  und  bezeichnen  den  Koordinaten winkel  mit  cd,  so  ist 
nach  einem  bekannten  Dreieckssatze: 

xsinoo  ysinm 

a  0 

0 

Wird  nun  der  Dreieckswinkel  ÄPB  mit  y  bezeichnet,  so  findet  die 

Relation 

^  -j-  'V'  *=  OD  +  y 

statt,  und  man  erhält  hiermit  aus 

m^q>C08^rif  +  C08^(psin^ij;  -f  2sinq>cos(p$inrjfC0Stlf  =  sin^  (qp  +  ip), 

wemi  man  linker  Hand  den  sich  selbst  aufhebenden  Ausdruck 


Tig.60. 
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addiert: 

sin^q>  +  sm^'^  +  2sintp  5mi(;  cos((o  +  y)  «=  m*(co  +  y). 

Hieraus  entsteht,  wenn  die  obigen  Werte  von  sintp  und  sin^ 
substituiert  werden,  ftir  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung: 

Dieselbe  gehört  dem  zweiten  Grade  an  und  giebt,  sobald  nicht 
CO  -j-  y  =s  180^,  für  jd  und  F  negative  Werte;  die  Linie  ist  also 
im  allgemeinen  eine  Ellipse,  und  zwar  f&llt,  wie  man  aus  der 
Form  der  Gleichung  leicht  erkennt,  ihr  Mittelpunkt  mit  dem  Eo- 
ordinatenanfang,  d.  i.  mit  dem  Scheitel  des  gegebenen  Winkels  zu- 
sammen. In  dem  speciellen  Falle,  wenn  o)  -|~  y  "^  IBO^,  bleibt  ans 
Nr.  4): 

©'+  (f )  -  ^  1  -  »• 

und  hieraus  folgt: 

a        ö 

d.  L  die  Gleichung  einer  durch  den  Eoordinatenanüang  gehenden 
Geraden.  Die  Ellipse  geht  demnach  in  diesem  besonderen  Falle 
in  eine  gerade  Linie  über. 

Beachtet  man,  dass  in  Fig.  50  für  jede  Lage  von  AB  der 
Punkt  P  zwei  Lagen,  zu  beiden  Seiten  von  ÄB^  einnehmen  kann, 
ohne  dass  an  den  Bedingungen  der  Aufgabe  irgend  etwas  geändert 
wird,  so  iSsst  sich  durch  eine  der  yorhergehenden  ganz  ähnliche 
Entwickelung  noch  ein  zweiter  geometrischer  Ort  yon  P  ermitteln. 
Man  findet  wieder  eine  Ellipse,  deren  Gleichung: 

»)  (7)+(f)'+^'i-(-')-(^?^T 

lautet. 

Kommt  an  die  Stelle  des  gegebenen  Dreiecks  eine  Gerade, 
80  dass  der  beschreibende  Punkt  P  in  die  Seite  AB  selbst  fällt, 
so  geht  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  der  Winkel  y  in  180^  über 
und  die  beiden  gefundenen  Ellipsen  werden  dabei  zu  einer  einzigen, 
weil  zu  CD  + 180^  und  ©  —  180^  gleiche  trigonometrische  Funk- 
tionen gehören.     Diese  Ellipse  hat  die  Gleichung: 
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xy 


(f) +(!)'- 3 


COS  CO  ==  1. 


h 

^Wird.    dann  noch  die  Verfügung  getroffen,   dass  der  Koordinaten- 
inlcel   ein  rechter  sein  soll,  so  entsteht: 

x\^  .    /v\^ 


©+©-• 


d..   i.   die   Gleichung  einer  Ellipse,  deren  Achsen  die  Stelle  der  Ko- 

ordinsttenachsen   einnehmen.     Wir   kommen   hierdurch    zu   der  in 

Fig.  4:2  enthaltenen  Konstruktion  der  Ellipse  zurück,  welche  als  spe- 

ciellex-  Fall  der  jetzt  behandelten  Aufgabe  betrachtet  werden  kann. 

m.  Die  Seiten  AC  und  BC  des  gegebenen  Dreieckes 

^SO   (Fig.  51)  werden  von  der  beweglichen  Geraden  Ml^ 

in.    den  Punkten  Jf  und  K  geschnitten.    Welche  Linie  be- 

sclireibt  der   auf  MH^  gelegene  Punkt  P,   wenn   die   Be- 

^wegung  dieser  Geraden  so  vor  sich  geht,  dass  immer  die 

Proportion 

MP:PN^ÄM:MC=  CNiNB 

G-eltnng  findet? 

Wir  wählen  CA  als  o;- Achse  und  CB  als  ^- Achse  eines  ^Pa- 

xstllelkoordinatensystemes  mit  dem  Anfangs- 

Fig.  6t. 

ponlrte  C,  und  gebrauchen  die  Bezeichnungen: 
a^  —  a,  CB-^h,  CM^  m,  GN^n.   Die  / 

Koordinaten     des    beweglichen    Punktes    P  j^r/    \ 

heissen  x  und  y.  —  Aus  der  Figur  ergiebt         j/.\p  \ 

sich  dann  sogleich  die  fortlaufende  Proportion:       /  /  \  \ 

MT:  FN=^(m'-x):x^y:{n'-y),      ^  M  A 

-vrelclie  in  Verbindung  mit  der  gegebenen  Bedingung  zu  den  Be- 

snltaten  /  \  /  \ 

(m  —  a?)  :  ic  «  (a  —  w)  :  w», 

{n  —y)\y  ^  (h^n)'.n 
hinführt.     Hieraus  folgt: 


XI 

m 

1— 

m 

:a, 

und   man 

erh&lt 

demnach : 

n 

n 

:6, 

m  =  (aaj)"^, 

n 

-  Q>y)X 

Wird 

hierzu 

die 

Gleichung 

X 

m 

+ 

y 

n 

1 

Fort  n.  SohlOmiloh,  anal.  Ocom.  I.  5.  Aufl.  13 
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als  Bedingung  dafür  gefügt,  dass  die  Punkte  P,  J9f  und  N  in  einer 
geraden  Linie  liegen  sollen,  so  entsteht  für  den  gesuchten  Ort  die 
Gleichung: 

Durch  zweimalige  Quadrierung  können  hierin  die  gehrochenen  Ex- 
ponenten entfernt  werden.   Das  erste  Mal  ergiebt  sich  das  Resultat: 

a        h  \ah/ 

und  hieraus  wieder: 


f—  +  -^  -  iV«  4  ^1 
\a        h         J         ah 


oder  nach  Auflösung  der  Parenthese  und  besserer  Ordnung   der 
Glieder: 

^  a^       Jr  ah  a  h 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt  zunächst,  dass  der  geometrische 
Ort  des  Punktes  P  eine  Linie  zweiten  Grades  ist,  welche  dnruh 
die  Punkte  Ä  und  B  geht,  und  in  diesen  Punkten  von  den  Ko- 
ordinatenachsen oder  den  Dreiecksseiten  CA  und  CB  tangiert  ^wird, 
so  dass  die  dritte  Seite  AB  die  dem  Punkte  C  zugehörige  Be- 
rührungssehne darstellt.  Wird  nSmlich  in  7)  y  =  0  gesetzt,  so 
bleibt  für  die  Abscissen  der  in  der  o;- Achse  gelegenen  Punkte  der 
untersuchten  Linie  die  Gleichung: 

x^  X 

2-  +  l«0, 
a*  a 

welche  die  beiden  gleichen  Wurzeln  x  ^  a  enthalt.  Hiemach  ist  CA 

Tangente  im  Punkte  Au    In  gleicher  Weise  führt  die  Substitution 

o;  «=  0  zu  dem  Resultate ,  dass  CB  die  Tangente  im  Punkte  JB  ab- 

giebi 

Aus  7)  folgt  femer,   dass  für  die  fragliche  Linie  die  G^Gsse 

4 
2/  =  0  und  P= „rz^  also  von  Null  verschieden  ist:  die  Linie  ist 

daher  eine  Parabel. 

Wir  wollen  noch  untersuchen,  ob  bei  der  angegebenen  Ent- 
stehung dieser  Parabel  die  erzeugende  Gerade  MN  (Fig.  51)  ausser 
dem  beschreibenden  Punkte  P  noch  einen  zweiten  Punkt   mit   der 
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Kurve  gemein  haben  kann.  Verbinden  wir  za  diesem  Zwecke  die 
Gleichting  von  MN,  nftmlich 

vn       n 
mit  der  nnserer  Aufgabe  zn  Onmde  liegenden  Bedingung: 

(a  —  w)  :  m  «»  n  :  (5  —  n), 

so  iSsst  sie  sich  nach  Elimination  von  n  auf  die  Form 

£11/ 

(a  —  m)  a?  +  w  -^  —  w  (a  —  w)  —  0 
bringen.     Für  Pnnkte  der  Parabel  ist  aber  nach  Nr.  6) 

man  erhält  demnach  für  die  x  der  gemeinschaftlichen  Punkte 
beider  Linien,  wenn  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  y  elimi- 
niert wird: 

ax  —  2wa««»  +  m*-=  0. 

Da  diese  Gleichung  linker  Hand  ein  vollständiges  Quadrat  enthiüt, 
Bo  besitzt  sie  zwei  gleiche  reelle  Wurzeln;  alle  der  Aufgabe  ge- 
nügenden^ Lagen  der  erzeugenden  Geraden  geben  also  Parabeltan- 
genten und  der  beschreibende  Punkt  P  ist  in  jedem  Falle  Be- 
rührungspunkt. Hierauf  gründet  sich  die  folgende  Konstruktion. 
Soll  in  den  Winkelraum  XOT  (Fig.  52)  ein  Parabelbogen  ge- 
legt werden,  welcher  die  beiden  Schenkel  des  Winkels  in  den 
Ponkten  A  und  B  berührt,  so  teile  man  vorerst  sowohl  J.0  als 
BO  in  eine  gleiche  Anzahl  gleich  grosser 
Teile.  Werden  dann  die  auf  der  Strecke  iiO 
gelegenen  Teilpunkte  von  0  aus,  dagegen 
die  Teil  punkte  auf  BO  von  B  aus  der 
Reihe  nach  mit  1 ,  2 ,  3 ,  4  u.  s.  f.  bezeich- 
net, so  stellen  die  Geraden,  welche  die 
gleichbezeichneten  Punkte  unter  sich  ver- 
binden, Tangenten  des  zu  konstruierenden 
Parabelbogens  dar.  Man  erhält  auf  diese  Weise  eine  Schar  ge- 
rader Linien,  welche  die  Kurve  umhüllen  und  sich  derselben  um 
80  inniger  anschmiegen,  je  grösser  ihre  Anzahl  ist.  Diese  den  Pa- 
rabelbogen einhüllenden  Geraden  können  dazu  benutzt  werden,  den 

18» 
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Lanf  der  Kurve  selbst  mit  beliebiger  Annäherung  zu  bestimmen. 
Man  wird  leicht  finden,  in  welcher  Weise  das  angegebene  Ver- 
fahren fortzusetzen  ist,  wenn  man  zu  dem  Teile  der  Parabel  ge- 
langen will,  welcher  vom  Scheitel  des  Winkels  aus  gerechnet  sich 
jenseits  der  Berührungspunkte  A  und  B  befindet. 

Eine  leicht  ersichtliche  Abänderung  der  vorstehenden  Kon- 
struktion ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  die  aus  den  zur 
Fig.  51  gestellten  Bedingungen  folgende  Proportion: 

(a  —  m):m  ^  n:(h  —  n) 
zu  der  Gleichung 

a        0 

hinführt,  wonach  ein  mit  den  Koordinaten  m  und  n  konstruierter 
Punkt,  d.  i.  der  vierte  Eckpunkt  des  Parallelogramms,  von  welchem 
CM  und  CN  zwei  Nachbarseiten  darstellen,  auf  der  Dreiecksseite 
AB  liegen  muss.  Hiemach  kann  jeder  auf  AB  gelegene  Punkt 
zur  Konstruktion  einer  der  verschiedenen  Lagen  der  die  Parabel 
tangierenden  beweglichen  Geraden  MN  benutzt  werden.^ 

lY.  Es  ist  ein  rechtwinkliges  Dreieck  OAB  gegeben, 
dessen  Katheten  OA  —  4>  OB  «==  3  sind;  man  soll  den  geo- 
metrischen Ort  der  Punkte  bestimmen,  für  welche  das 
24fache  Produkt  der  Abstände  von  den  beiden  Katheten 
gleich  dem  25fachen  Quadrate  des  Abstands  von  der 
Hypotenuse  ist. 

Wählt  man  0  zum  Anfangspunkte,  OA  und  OB  zur  x-  und 
1^- Achse  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems^  so  ist  die  Gleich- 
ung der  Hypotenuse 

f  +  f-.-o. 

Bezeichnet  d  die  Normale,  a  ihren  Winkel  mit  der  Abscissen- 
achse,  so  ist 


*  Wenn  der  zur  Konstruktion  verwendete  Punkt  auf  MN  in  unend- 
liche Feme  rückt,  so  wird,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Gerade  M^ 
parallel  zu  der  durch  C  gehenden  Diagonale  des  die  Seiten  OA  und  OB 
enthaltenden  Parallelogramms,  und  der  Punkt  P  liegt  auf  einer  Geraden 
dieser  Richtung  in  unendlicher  Feme.  Hieraus  folgt,  dass  die  Parabel- 
achse zu  der  durch  C  gehenden  Diagonale  parallel  ist. 
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und  daher  die  Normalgleichung  der  Hypotenuse 

Die  Bedingungen  der  Anfgahe  führen  nun  sofort  zu  der  Gleichung 

24«y  -  25  (i  o:  +  4  y  -  ")*. 
aas  welcher  die  einfachere  hervorgeht 

9a?  +  16/  -  72a?  -  96y  +  144  «  0. 

Hieraus  folgt: 

9  (a;  -  4)*  +  16  (2^  -  3)«  =  144, 

Die  Kurve  ist  daher  eine  Ellipse;  der  Mittelpunkt  M  ist  die 
vierte  Ecke  des  Rechtecks  OÄBM]  Ä  und  B  liegen  auf  den  End- 
punkten der  kleinen  und  der  grossen  Achse. 

y.  Wird  die  vorige  Aufgahe  dahin  abgeändert,  dass  die 
Samme  der  Quadrate  der  Abstände  von  den  beiden  Ka- 
theten gleich  dem  Quadrate  des  Abstandes  von  der  Hy- 
potenuse sein  soll,  so  hat  man  die  Gleichung 

^'  +  y^-is  (3^  +  4y  - 12)«, 

woraus  hervorgeht 

16a?*  +  9y^  -  24a?y  +  72a;  -f-  96y  -  144  -  0. 
Hier  ist  ^  «=  0  und  CD  —  ÄE^--  1200, 


16               4 

3 

COStf»*' — 

0 

12 
^-    5' 

yi6*  + 12*        5 
18                           24 
25'                *'"25' 

m ' 

Aus  m  und  n  folgt,  dass  der  Scheitel  die  Mitte  der  Normalen 
des  Dreiecks  OAB  ist;  aus  q>  und  p,  dass  die  Achse  die  Bichtung 
der  Normalen  hat,  dass  die  Parabel  sich  in  der  dem  Anfangspunkte 
zugewandten  Eichtung  erstreckt,  und  dass  die  Hypotenuse  auf  der 
Direktrix  enthalten  ist.* 


*  An  die  letzten  beiden  Aufgaben  wird  der  Leser  leicht  eine  Beihe 
ähnlicher  anschliessen ;  dabei  kann  das  rechtwinklige  Dreieck  durch  ein 
beliebiges  ersetzt  werden.  Die  Durchführung  einiger  solcher  Zahlen- 
SQfgaben  ist  als  eine  sehr  nützliche  Übung  zu  empfehlen. 
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§  34. 

Bestimmung  einer  Linie  zweiten  Grades  duroh  gegebene 

Feriplieriepnnkte. 

Da  die  allgemeine  GFleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  ver- 
änderlichen Grössen  x  und  y  den  allgemeinsten  Aosdrack  ftlr  die 
Gleichung  der  Kegelschnitte  und  der  darin  mit  eingeschlossenen 
als  Grenzwerte  auftretenden  geradlinigen  Gebilde  enthält,  so  mtlssen 
diejenigen  geometrischen  Eigenschaften,  welche  aus  der  Unter- 
suchung dieser  Gleichung  hervorgehen,  allen  Linien  dieser  Art  ge- 
meinschaftlich angehören.  Zur  Vervollständigung  der  aus  der  spe- 
ziellen Betrachtxmg  der  Kegelschnitte  bereits  bekannten  Eigen- 
schaften mögen  noch  die  folgenden  Erörterungen  hinzutreten. 

Die  Gleichung  zweiten  Grades,  welche  in  ihrer  allgemeinsten 
Form,  nämlich  in 

1)  Ax^  +  By-  +  2Cxy  +  2Da;  +  2Ey  +  F  —  0 

die  sechs  beständigen  Grössen  Aj  B^  C...F  enthält,  lässt  sich, 
wenn  man  beiderseitig  durch  eine  dieser  sechs  Grössen  (die  jedoch 
von  Null  verschieden  sein  muss)  dividiert,  immer  so  umgestalten, 
dass  sie  nur  noch  von  fünf  Konstanten,  nämlich  von  ftlnf  der 
zwischen  den  Koeffizienten  bestehenden  Verhältnisse,  abhängig  ist 
Nehmen  wir  z.  B.  an,  die  Koordinatenachsen  seien,  was  immer 
möglich  ist,  so  gelegt,  dass  der  Koordinatenanfang  nicht  mit  einem 
Peripheriepunkte  zusammenfällt,  so  dürfen  in  l)  nicht  x  und  | 
gleichzeitig  verschwinden;  es  muss  also  ein  von  x  und  y  freies 
Glied  vorhanden  sein.  Wird  durch  dieses  dividiert,  und  zur  Ab- 
kürzung 

A  B       ^        C  D       ^        E 

F      ^      F  F      ^      F  F 

gesetzt,  so  geht  Nr.  1)  in  die  Gleichung 

2)  ax^  +  hy^  +  2cxy  +  2dx  +  2ey +  1 -^0 

über,  welche  nur  noch  die  fünf  beständigen  Grössen  a,  b,  c,  d^  ^ 
enthält.  Soll  nun  diese  Gleichung  für  eine  bestimmte  Linie  zweiten 
Grades  gelten,  so  müssen  die  darin  enthaltenen  Konstanten  ent- 
weder unmittelbar  ihrem  Zahlwerte  nach  bekannt  sein,  oder  man 
muss  sie  aus  einer  gegebenen  Bedingung  berechnen  können,  wozu 
bekanntlich  fünf  von  einander  unabhängige  Bedingungsgleichongen 
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nötig  sind.  Wählen  wir  z.  6.  zur  n&heren  Untersuchung  den  Fall, 
dasB  die  Linie  durch  fünf  gegebene  Peripheriepunkte  hindurch 
gehen  soll,  so  kommt  es  hierbei  nur  darauf  an,  die  fünf  Koeffi- 
zienten a,  h,  c,  d,  e  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung  2) 
durch  die  Koordinaten  eines  jeden  der  fünf  gegebenen  Punkte  be- 
friedigt wird. 

Ist  Xj^yi  einer  dieser  fünf  Punkte,  und  denken  wir  uns,  wo- 
durch der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  kein  Abbruch  geschieht, 
das  Koordinatensystem  so  gelegt,  dass  für  die  aufzusuchende  Linie 
eine  Gleichung  von  der  Form  2)  Anwendung  finden  kann,  so  muss 
dieser  Gleichung  Genüge  geschehen,  wenn  in  ihr  x  mit  a^  und  y 
mit  y^  vertauscht  wird.  Man  hat  also  für  die  Unbekannten  a,  &, 
c,  d  und  e  die  Belation: 

a^i^  +  ^Vi  +  ^cx^y^  +  2dx^ -f  2eyi  +  1 «  0. 

Durch  jeden  andern  gegebenen  Punkt  wird  hierzu  eine  Gleichung 
derselben  Form,  mit  denselben  Konstanten  und  nur  geänderten 
Werten  von  x  und  y^  gefügt;  fünf  Punkte  reichen  also  aus,  die 
gesuchten  Koeffizienten  zu  bestimmen.  Beachten  wir  nun,  dass 
alle  hierzu  aufgestellten  Gleichungen  in  Beziehung  auf  ihre  Unbe- 
kannten vom  ersten  Grade  sind,  so  folgt,  dass  jede  dieser  Grössen 
einen  reellen  und  eindeutigen  Wert  erhalten  muss,  vorausgesetzt^ 
dass  die  gegebenen  Gleichungen  von  einander  unabhängig  sind. 
Diese  Voraussetzung  wird  allemal  erfüllt,  wenn  wir  die  in  der 
Gleichung  zweiten  Grades  enthaltenen  geradlinigen  Gebilde  aus- 
schliessen,  uns  also  auf  solche  Fälle  beschränken,  wo  nicht  drei 
der  gegebenen  Punkte  in  gerader  Linie  liegen.*  Die  Substitution 
der  aus  den  vorhandenen  Bedingungsgleichungen  für  die  Koeffi- 
zienten gewonnenen  Werte  in  Nr.  2)  giebt  dann  eine  einzige  Gleich- 
ong  zweiten  Grades,  welche  der  gesuchten  Linie  angehört.    Hier" 


*  Dass  bei  Mitaufhahme  der  geradlinigen  Gebilde  ünbestimmt- 
beiten  eintreten,  zeigt  folgendes  Beispiel.  Soll  eine  Gleichung  zweiten 
Grades  vier  Punkten  genügen,  von  denen  drei  in  gerader  Linie  liegen, 
80  wird  sie  von  jedem  Systeme  zweier  Geraden  befriedigt,  von  denen 
die  eine  diese  drei  Punkte  enthält,  die  andere  aber  in  beliebiger  Eich- 
tang durch  den  vierten  Punkt  geht.  Tritt  nun  hierzu  ein  fünfter  Punkt, 
welcher  in  derselben  Geraden  liegt,  in  der  sich  bereits  drei  gegebene 
Punkte  befinden,  so  bleibt  die  Aufgabe  ebenso  unbestimmt,  als  sie  vor- 
her war. 
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aus  folgt:  zur  Bestimmung  einer  Enrve  zweiten  Grades 
sind  im  allgemeinen  fünf  Peripheriepunkte  nötig  und 
ausreichend;  zwei  Kegelschnitte  können  also,  ohne  zn* 
sammenzufallen,  nicht  mehr  als  vier  Punkte  gemein  haben. 

Verffthrt  man,  um  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  zu  er- 
mitteln,  welcher  durch  fOnf  Punkte  hindurchgehen  soll,  in  der  an- 
gegebenen Weise,  so  lassen  sich  durch  geschickte  Wahl  des  Koo^ 
dinatensjstemes  noch  mancherlei  Bechnungsabkürzungen  anbringen; 
dessenungeachtet  bleibt  die  Operation  nicht  frei  von  Weitlfinfig- 
keiten,  Ein  anderes  YerÜEihren  zur  Lösung  der  erw&hnten  Aufgabe 
liefert  die  folgende  Betrachtang. 

Werden  die  Gleichungen  zweier  Linien  zweiten  Grades  durch 
Addition  verbunden,  nachdem  vorher  die  eine  dieser  Gleichungen 
mit  einem  unbestimmten  Faktor  multipliziert  wurde,  so  entsteht 
wieder  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  welche  von  denselben  r 
und  y  befriedigt  wird,  die  den  beiden  ersten  Gleichungen  (Jenttge 
leisten.  Die  durch  die  neue  Gleichung  dargestellte  Linie  muss 
daher  durch  alle  diejenigen  Punkte  gehen,  welche  den  beiden  ersten 
Linien  gemein  waren.  Um  diese  Bemerkung  zur  Lösung  der  jetzt 
in  Bede  stehenden  Aufgabe  nutzbar  zu  machen,  nSmlich  die  Gleich- 
ung eines  Kegelschnittes  zu  finden,  welcher  durch  ftinf  gegebene 
Punkte  hindurchgeht,  ist  es  nur  nötig,  dass  man  zwei  Gleichungen 
zweiten  Grades  aufstellen  kann,  welche  für  vier  dieser  Punkte 
Geltung  haben.  Die  angegebene  Operation  liefert  dann,  solange 
der  eingeführte  Faktor  unbestimmt  bleibt,  den  allgemeinen  Aus- 
druck für  die  Gleichungen  aller  Kegelschnitte,  welche  durch  diese 
vier  Punkte  gelegt  werden  können.  Schliesslich  hat  man  über 
den  unbestimmten  Faktor  so  zu  verfügen,  dass  auch  der  fünfte 
Punkt  von  der  Gleichung  getroffen  wird.  Wir  wollen  diese  Bech- 
nung  durchführen,  indem  wir  dabei  den  Koordinatenachsen  eine 
solche  Lage  geben,  dass  die  Resultate  möglichst  vereinfacht 
werden. 

Einer  der  gegebenen  Punkte,  den  wir  P^  nennen  wollen,  sei 
Koordinatenanfang,  ein  zweiter,  Pj,  liege  in  der  o;- Achse  mit  den 
Koordinaten  a  und  0.  Durch  den  dritten  Punkt  P^  werde  die 
y- Achse  gelegt,  seine  Koordinaten  sind  0  und  h;  der  vierte  Punkt 
P4  hat  die  Koordinaten  m  und  n.  Die  Gleichung  der  Geraden  P^P« 
lautet  dann  (vgl.  §  5  Nr.  10): 
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y  = (x  —  a)    oder    wo?  +  (a  —  w)  y  —  an  «=  0, 

I»  — a 

nnd  die  von  ^3^4: 

^  _  5  «= X     oder     Q)  —  n)  x  +  my  —  fem  «-  0. 

911 

Durch  Verbindtmg  dieser  beiden  Gleichungen  mit  den  ffir  die  Koor- 
dinatenachsen geltenden 

rr  =  0     und     y  «  0 
ergiebt  sich 

3)  x{nx  +  {a  —  ni)  y  —  an]  =  0 

als  Gleichung  zweiten  Grades  für  das  System  der  beiden  Geraden 
PjPj  und  P^P^,  und 

4)  •  y{(&  —  n)  aj  +  wy  —  5w}«=0 

für  das  System  der  Geraden  PiP^  und  P^P^.  Die  beiden  Gleich- 
ungen 3)  und  4)  werden  von  allen  vier  Punkten  befriedigt;  die 
Gleichung 

5)  x\nx  +  {a--m)y---an)  +  Xy\{h--n)x  +  my--'hm]^Oj 

in  welcher  X  einen  beliebigen  endlichen  Faktor  bedeutet,  drückt 
daher  eine  beliebige  Linie  zweiten  Grades  aus,  welche  durch  die- 
selben vier  Punkte  hindurchgeht.  Soll  nun  diese  Linie  noch  einen 
ftnften  Punkt  enthalten,  in  welchem  x  —  j)  und  y  »  g  ist,  so  muss  auch 

p[np  +  (a  —  w)  g  —  an]+Xq[{b  —  n)p  +  wg'  —  6in}«0 

sein,  woraus  in  Verbindung  mit  5)  der  unbestimmte  Faktor  X  eli- 
miniert werden  kann.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

P ^ p\np  +  {a  —  m)  q  —  an], 
Q^q[Q)  —  n)p  +  mq  —  'bm], 

80  erh&lt  der  gesuchte  Kegelschnitt  die  Gleichung: 

6)  Ca?  { WÄ  +  (a  —  I»)  y  —  an }  —  Py  { (5  —  «)  a;  +  wy  —  6m }  «=  0. 

Hierin  kann  nach  Potenzen  von  x  und  y  geordnet  und  durch  An- 
wendung der  für  die  einzelnen  Linien  zweiten  Grades  gefundenen 
Unterscheidungsmerkmale  in  jedem  einzelnen  Falle  entschieden  wer- 
den, welche  besondere  Art  der  Kegelschnitte  in  Frage  kommt. 

Wenn  zu  der  Gleichung  5),  welche  den  allgemeinen  Ausdruck 
fdr  die  Gleichungen  aller  Linien  zweiten  Grades  enthält,  die  durch 
die  Punkte  P^,  Pg,  P3  und  P^  hindurchgehen,   irgend  eine  Be- 


202  Achtes  Kapitel.    Die  Linien  zweiten  Grades. 

dingungsgleichmig  tritt,  mittels  deren  der  unbestiminte  Faktor  it 
einen  bestimmten  Wert  erhält,  so  wird  hierdurch  der  fünfte  Fe- 
ripherieponkt  ersetzt.  Dieser  Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  die  Linie 
eine  Parabel  sein  soll,  indem  dann  die  Bedingung  J»0  oder 
C*  «  AB  (vgl.  §  32)  erfttllt  werden  muss.  Wir  erkennen  hieraiis, 
dass  zur  Bestinunung  einer  Parabel  vier  Punkte  ausreichen  müeseii 
Wird  Nr.  5)  nach  Potenzen  von  x  und  y  geordnet,  so  ent- 
steht die  Gleichung: 

7)  nx^  +  Xmy^  +  {a'—m  +  )iQ)'-n)\xy  —  anx  —  hmXy  =  0, 

welche  nur  dann  einer  Parabel  angehören  kann,  weim  der  Bedingung 

a  —  m  +  kCb  —  n)    *     , 
7)    f  ™  ^^^ 

oder 

8)  A^(&-w)2  +  2;L{(a-w)(6-w)~2»nw}  +  (a-m)*«0 

Genüge  geleistet  wird.  Da  diese  letzte  Gleichung  quadratisch  ist, 
HO  lässt  sie  zwei  Werte  von  X  zu  und  führt  zu  dem  Satze:  Darch 
vier  Punkte  können  im  allgemeinen  zwei  Parabeln  gelegt 
werden.  Damit  jedoch  diese  Werte  reell  und  verschieden  sind, 
muss  die  Bedingung 

[(a  -  m)  (b-n)-  2m«}«  -  (a  ~  m)«  {h  -  «)*  >  0 

ei*füllt  werden.     Nach  einigen  einfachen  Umformungen  folgt  hieraus: 

4W«  (bm  +  an  —  ah)  >  0. 

Da  es  nun  stets  möglich  ist,  das  Koordinatensystem  so  zu  legen, 
dass  a,  h^  m  und  n  positive  Grössen  darstellen,  so  können  wir 
unter  Voraussetzung  dieser  Lage  der  Koordinatenachsen  in  der 
letzten  Ungleichung  durch  Aahmn  dividieren;  dann  ergiebt  sich: 

m    ,    n       ^ 

-  +  T>  1- 
a        0 

Mit  Bücksicht  auf  den  Umstand,  dass  die  Gleichung 

-  +  v  =  i 

a  0 
Geltung  findet,  sobald  der  Punkt  P^  in  der  Geraden  P^P^  gelegen 
ist,  kann  hieraus  leicht  hergeleitet  werden,  dass  die  beiden  Pa- 
rabeln nur  dann  möglich  sind,  wenn  sich  P^  ausserhalb  der  FlScbe 
des  Dreieckes  befindet,  welches  die  drei  anderen  gegebenen  Pxmkte 
zu  Eckpunkten  hat.  —  Der  Fall,  in  welchem  die  Gleichung  S) 
zwei  gleiche  reelle  Wurzeln  besitzt,  führt  auf  die  Bedingung 
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-  +  -  =  1 


iSsst  aber  keine  Parabel  zu,  weil  dann  drei  der  gegebenen  Punkte 
in  einer  geraden  Linie  liegen.  Durch  vier  Punkte  sind  also  immer 
zwei  Parabeln  bestimmt,  sobald  nur  diese  Punkte  eine  solche  Lage 
haben,  dass  sie  sich  auf  einer  Parabelperipherie  befinden  können; 
hierzu  muss  jeder  einzeln  ausserhalb  des  zwischen  den  drei  anderen 
Punkten  enthaltenen  Dreieckes  gelegen  sein. 

Beachten  wir,  dass  in  der  für  die  Parabel  geltenden  Beding- 
nngsgleichung  ^  «  0  auch  der  Fall  eines  Systems  zweier  paral- 
lelen Geraden  eingeschlossen  ist,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  bei 
besonderer  Lage  der  vier  gegebenen  Punkte  die  Parabeln  auch  in 
parallele  Gerade  übergehen  können.  Nur  eine  Parabel  und  ein 
System  paralleler  Geraden  ist  daher  möglich,  wenn  die  vier  Punkte 
die  Eckpunkte  eines  Trapezes  bilden;  keine  Parabel  lässt  sich  durch 
die  Tier  Punkte  legen,  dafür  aber  können  zwei  Systeme  paralleler 
Geraden  konstruiert  werden,  wenn  die  Punkte  mit  den  Eckpunkten 
eines  Parallelogrammes  zusammenfallen. 

Als  Endresultat  der  vorhergehenden  Erörterungen  haben  wir 
die  Steigerung  zu  bemerken,  welche  sich  im  Gebiete  der  Kurven 
zweiten  Grades  rücksichtlich  der  Anzahl  ihrei^  bestimmenden  Pe- 
ripheriepunkte zeigt.  Während  durch  drei  Punkte  ein  Kreis  gelegt 
werden  kann,  bestimmen  vier  Punkte  zwei  Parabeln,  fünf  Punkte 
jeden  Kegelschnitt  überhaupt,  also  im  besonderen  Ellipse  und  Hy- 
perbel. 

§35. 
Pol  und  Polare. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  behandelte  Aufgabe,  einen  Kegel- 
schnitt zu  ermitteln,  welcher  fünf  gegebene  Punkte  enthält,  kann 
konstruktiv  gelöst  werden,  sobald  man  ein  Verfahren  ausfindig 
macht,  mittels  der  fünf  Punkte  einen  sechsten  zu  erhalten,  welcher 
derselben  Kurve  angehört  Die  fortgesetzte  Anwendung  eines  sol- 
chen Verfahrens  muss  dann  zu  beliebig  vielen  Punkten  hinführen. 
Aus  der  folgenden  Untersuchung  ergeben  sich  Hilfsmittel  zu  einer 
Konstruktion  dieser  Art. 

In  der  Ebene  einer  Linie  zweiten  Grades,  deren  Gleichung 
fOr  beliebige  Parallelkoordinaten  von  der  Form 
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1)  Äx^  +  By^  +  2Cxij  +  2Dx  +  2Ey  +  F  =^0 

sein  muss,  legen  wir  durch  den  Koordinatenanfemg  eine  geradlinige 
Sekante 

2)  y  «  Mx. 

Die  X  der  gemeinschaftlichen  Punkte  beider  Linien  finden  sich  dann 
aus  der  Gleichung: 

3)  (Ä  +  BM^+2C3f)  0^+  2{D  +  EM)  x+F^  0, 

und  für  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  welche  x^  und  x^  heiasen 
mögen,  gelten  die  Belationen: 

x^  +  x^  D+  EM  F 

2       ^  N       '         ^1^8--^' 

wobei  zur  Abkürzung 

N'^A  +  BM*+2CM 

gesetzt  ist.  Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  auf  der  Sekante 
den  zum  Koordinaienanfange  zugeordneten  harmonischen  Punkt  m 
finden,  während  die  Durchschnittspimkte  mit  der  durch  die  Gleich- 
ung l)  repräsentierten  Linie  die  beiden  anderen  harmonischen  Punkte 
darstellen  sollen.  Da  die  zugehörenden  y  ein  harmonisches  Strah- 
lenbüschel bilden,  so  muss  das  x  des  gesuchten  Punktes  das  har- 
monische Mittel  der  beiden  Wurzeln  von  Nr.  3)  bilden.  Werden 
also  die  Koordinaten  dieses  Punktes  mit  x  und  y  bezeichnet,  ao 
ergiebt  sich  aus  der  Formel 

^1  "T  ^2 

X  «=  x^x^ :       -      1 

wenn  wir  die  oben  berechneten  Werte  einsetzen , 

F 

*"■     d  +  em' 

Das  zugehörige  ^  ist,  da  der  Punkt  auf  der  Sekante  liegt,  mittels 

der  Gleichung 

y  =  Mx 

zu  berechnen.  Sobald  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  M 
eliminiert,  findet  sich  für  den  geometrischen  Ort  der  Punkte,  in 
welchen  alle  durch  den  Koordinatenanfang  gehenden  Sekanten  in 
gleicher  Weise  harmonisch  geteilt  werden,  die  Gleichung: 

4)  ,  Dx  +  Ey  +  F^O, 

d.  i.  die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  Hieraus  folgt,  dass  sich 
zu  jedem  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  gegebenen  Punkte  eine 
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Gerade  finden  iSsst,  welche  die  Eigenschaft  hesitzt,  in  Verbindung 
mit  dem  Kegelschnitte  alle  den  Punkt  enthaltenden  Sekanten  har- 
monifich  zu  teilen.  Man  hat  einem  solchen  Punkte  und  der  zu- 
gehörigen Geraden  in  ihrer  Zusammengehörigkeit  die  Benennungen 
Pol  und  Polare  gegeben;  Nr.  4)  ist  die  Gleichung  der  Polare  für 
den  Eoordinatenanfang  als  Pol.  Konstruktiv  kann  die  Polare  durch 
harmonische  Teilung  zweier  durch  den  Pol  gehenden  Sekanten  ge- 
funden werden. 

In  der  gefundenen  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  liegt  ein 
Büttel,  zu  fünf  gegebenen  Peripheriepunkten  einen  sechsten  zu  finden. 
Legt  man  numlich  durch  vier  dieser  Punkte  zwei  sich  schneidende 
Gerade,  so  iSsst  sich,  wenn  man  den  Durchschnittspunkt  dieser 
beiden  Geraden  als  Pol  betrachtet,  die  zugehörige  Polare  mittels 
der  in  §  8  unter  IV.  gefundenen  Resultate  mit  blosser  Anwendung 
des  Lineals  konstruieren.  Wird  dann  durch  den  Pol  eine  Gerade 
nach  dem  fünften  Kegelschnittspunkte  gezogen,  so  muss  auch  diese 
dorch  die  Polare  und  den  Kegelschnitt  harmonisch  geteilt  werden, 
wonach  es  leicht  ist,  den  zweiten  Durchschnittspunkt  dieser  Ge- 
raden und  des  Kegelschnittes,  also  einen  sechsten  Punkt  der 
Kurve  aus  fünf  gegebenen  zu  ermitteln. 

Ausser  der  angegebenen  konstruktiven  Verwendung  folgen  aus 
der  gegenseitigen  Abhängigkeit  eines  Poles  und  der  zugehörigen 
Polare  noch  einige  bemerkenswerte  Eigenschaften,  welche  im  fol- 
genden dargelegt  werden  sollen. 

Wird  ein  ausserhalb  des  Kegelschnittes  gelegener  Punkt  als 
Pol  angenommen,  so  gehen  die  Sekanten  bei  fortgesetzter  Drehung 
um  den  Pol  an  zwei  Stellen  in  Tangenten  über.  In  den  Berühr- 
ungspunkten fallen  dann  zwei  konjugierte  harmonische  Punkte  zu- 
sammen, folglich  muss  der  in  jedem  andern  Falle  dazwischen  ge- 
legene dritte  harmonische  Punkt  auch  damit  zusammenfallen,  und 
die  Polare  stellt  die  dem  Pole  zugehörende  Berührungssehne 
dar.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  die  auf  Seite  78  in  Fig.  24 
ond  25  für  den  Kreis  gegebenen  Tangentenkonstruktionen  überhaupt 
ftlr  alle  Linien  zweiten  Grades  Anwendung  finden.  Diese  Bemerk- 
ungen werden  bestätigt,  wenn  wir  die  Gleichung  der  Polare  eines 
beliebigen  Punktes  aufsuchen  und  dieselbe  mit  den  für  die  Be- 
r&hrungssehnen  der  einzelnen  Kegelschnitte  gefundenen  Gleichungen 
zusammenhalten. 
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Verlegen  wir  den  Eoordinatenanfang  mit  paralleler  Yerscbieb- 
nng  der  Achsen  in  einen  Punkt  tr^^i,  so  ist,  wenn  die  neuen  Ter- 
änderlichen  Koordinaten  mit  |  und  17  bezeichnet  werden, 

«--S  +  ai,         y^V  +  Pi 
zu  setzen,  und  wir  erhalten  aus  Nr.  l): 

+  2  (Äx^+Cy,  +  D)  S  +  2  {Cx^  +  By,  +  E)  17 
+  ÄXi^  +  By^^+2Cx^y^+2I)Xi+2Ey^  +  F'^0. 

Hieraus  Iftsst  sich  die  Gleichung  der  Polare  des  Punktes  x^Sfi, 
welcher  nach  der  Verschiebung  Koordinatenanfang  ist,  in  der  Form 
der  Gleichung  4)  aufstellen.  Kehren  wir  dabei  zugleich  zum  ur- 
sprünglichen Systeme  zurück,  indem  wir  wieder 

i^x  —  x^,         17  — y  — yi 

setzen,   so  folgt,  wenn  wir  noch  das  von  $  und  17  freie  Glied  in 

{Ax^+Cy^  +  D)x^+{Cx^'\'By^  +  E)y^  +  Bx^  +  Ey^'^-F 

zerlegen,  nach  gehöriger  Hebung  als  Gleichung  der  Polare  für 
den  Pol  x^y^i 

{ {Ax^  ^Cy^J^B)x  +  {Cx^  +  By,  +  E)y 
^  \  +{Bx^  +  Ey,  +  F)^0, 

Ist  nun  die  Linie  zweiten  Grades  eine  Parabel,  so  geht,  wenn  durch 
geeignete  Transformation  der  Koordinaten  ihre  Gleichung  in 

y*=  2px 

umgestaltet  wird,  Nr.  5)  in 

6)  y^y  ^p{x  +  Xi) 

über;  für  den  Fall  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  folgt  aus 


(7)'*  (f )  - 


für  die  Polare: 

7)  ^T±¥  =  l- 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  gehören  bekanntlich  der  Tang^ente  im 
Punkte  Xiyi  oder  seiner  Berührungssehne  an,  je  nachdem  dieser 
Punkt  auf  der  Peripherie  des  Kegelschnittes  oder  ausserhalb  der 
von  ihr  begrenzten  Fl&che  gelegen  ist;  dieselben  Bedeutungren  hat 
daher  auch  die  Gleichung  5)  für  die  durch  die  allgemeine  Oleich- 
ung  1)  repräsentierte  Linie  zweiten  Grades. 


§  35.   Pol  und  Polare.  207 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Eigenschaften  der  Polare  für  den 
Fall  aasfindig  zu  machen,  wenn  der  Pol  innerhalb  der  yom  Kegel- 
schnitt begrenzten  Fli&che  gelegen  ist.  Man  gelangt  hierzu  durch 
die  folgende  Betrachtung. 

Die  in  Nr.  5)  aufgestellte  Gleichung  aller  dem  Kegelschnitte  l) 
zugehörigen  Polaren  iSsst  sich  mit  geänderter  Ordnung  der  Glieder 
in  der  Form 

I  (Ax+Cy+D)  x,+  (Cx+By+E)  y^ 
^  l  +{Bx+Ey+F)^0 

schreiben,  welche  sich  von  der  Gleichung  5)  nur  dadurch  unter- 
scheidet, dass  X  und  a^^,  y  und  y^  ihre  Stellen  gewechselt  haben. 
Die  hierin  begründete  zulässige  Yertauschung  der  Koordinaten  x^ 
und  y^  mit  x  und  y  zeigt,  da  erstere  dem  Pole,  die  letzteren 
irgend  einem  Punkte  der  zugeordneten  Polare  angehören,  dass, 
wenn  man  einen  Punkt  der  Polare  zum  Pol  macht,  der  ursprüng- 
liche Pol  auf  der  zugehörigen  neuen  Polare  liegen  mufis.  Beachtet 
man  nun,  dass  in  Nr.  5)  die  Werte  von  x^  und  y^  so  gewShlt 
werden  können,  dass  die  Koeffizienten  von  x  und  y  und  das  von 
■X  und  y  freie  Glied  in  irgend  einem  gegebenen  Yerh&ltnisse  stehen, 
wonach  jede  Gerade  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes  zur  Polare 
werden  kann,  so  folgt  hieraus  der  Satz:  Sämtliche  Polaren 
der  Punkte  einer  Geraden  schneiden  sich  in  ein  und  dem- 
selben Punkte,  nämlich  im  Pole  jener  Geraden.  Durch 
ümkehmng  dieses  Satzes  ergiebt  sich:  Die  Pole  aller  Geraden, 
irelche  durch  ein  und  denselben  Punkt  hindurchgehen, 
liegen  in  einer  geraden  Linie,  nämlich  in  der  Polare 
ihres  Durchschnittspunktes. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  die  Polare  eines  ausserhalb 
eines  Kegelschnittes  gelegenen  Punktes  die  zugehörige  Berührungs- 
sehne darstellt.  Leg^  man  daher  durch  einen  Punkt  im  Innern 
der  Kurve  Sehnen,  so  bildet  der  Durchschnittspunkt  jedes  durch 
die  Enden  einer  solchen  Sehne  gehenden  Tangentenpaares  den  Pol 
dieser  Geraden.  Durch  Verbindung  dieser  Bemerkung  mit  dem  vor- 
hergehenden Lehrsatze  erhalten  wir  für  die  Polare  eines  Punktes 
innerhalb  einer  Linie  zweiten  Grades  die  Eigenschaft,  dass  sie  den 
geometrischen  Ort  der  Durchschnittspunkte  aller  derjenigen  Tan- 
gentenpaare abgiebt,  deren  Berührungssehnen  sich  im  zugehörigen 
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Pole  schneiden.  Wählt  man  als  Beispiel  eines  solchen  Pmiktes 
einen  Brennpunkt,  so  iSsst  sich  ans  der  Gleichung  4)  des  §  13 
leicht  herleiten^  dass  die  zugeordnete  Direktrix  seine  Polare  dar- 
stellt. Werden  daher  von  beliebigen  Punkten  der  Direktrix  eines 
Kegelschnittes  Tangenten  an  die  Kurve  gelegt,  so  gehen  die 
Berührungssehnen  dieser  Tangenten  sämtlich  durch  den  zage- 
hörigen Brennpunkt.  Diurch  Umkehrung  dieses  Satzes  lassen  sich 
Punkte  der  einem  Brennpunkte  zugehörigen  Direktrix  konstruktiv 
ermitteln« 

§36. 

Gleiohnng  der  Linien  zweiten  Grades  in  Folar- 

koordinaten. 

Nachdem  wir  bei  allen  früheren  über  Linien  zweiten  Grades 
geführten  Untersuchungen  uns  fast  ausschliesslich  der  Parallelkoor- 
dinaten bedient  haben ,  wollen  wir  zum  Schlüsse  unserer  Betracht- 
ungen noch  die  Gleichung  dieser  Linien  in  Polarkoordinaten  auf- 
stellen. Wir  wählen,  um  zu  Resultaten  von  möglichst  allgemeiner 
Geltung  zu  gelangen,  einen  ganz  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene 
einer  Linie  zweiten  Grades  zum  Koordinatenanfang  oder  Pol  (der 
hier  nicht  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  angewendeten  Begriffe 
desselben  Namens  verwechselt  werden  darf)  und  eine  in  beliebiger 
Richtung  hindurch  gelegte  Gerade  zur  Achse  der  Polarkoordinaten, 
und  verbinden  hiermit  ein  rechtwinkliges  Parallelkoordinatensjstem, 
in  welchem  bei  gleichem  Anfangspunkte  die  positive  Seite  der 
a;- Achse  mit  der  Polarachse  zusammenfällt.  Von  einer  für  letzteres 
System  geltenden  Gleichung  gelangen  wir  bekanntlich  zur  Gleich- 
ung für  Polarkoordinaten  durch  die  Substitutionen: 

Werden  diese  Werte  in  die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  zweiten 
Grades  eingesetzt,  so  ergiebt  sich  als  allgemeinste  Form  der  Gleich- 
ung dieser  Linien  in  Polarkoordinaten: 

^.  l(Ä cos^ip  +  Bsin^g)  +  2  Csintp  costp)  r* 

^  l    +2{Dcos(p+Esin(p)r  +  F'^0. 

Einfachere  Gleichungsformen  sind  durch  dem  Zwecke  der  Verein- 
fachnng  entsprechend  gewählte  Lage  des  Koordinatenanfanges  and 
der  Polarachse  zu  erzielen. 


I 
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Wird  in  l)  auf  r  reduziert,  so  entsteht: 

j^v  Dcosq)  +  Eainq>  ±Sl 

Äcos^q)  +B$m^q>  +  ^Csintp  costp 
wobei  Sl  als  Abkürzung  für  die  Quadratwurzel  der  Diskriminante 
gebraucht,  also 

3)  Ä  — "^^(Dcosgp '\-Esm(pf—{Acos?q>  +  Bswi?(s>  +  2 Csmq> co8g>)F 
oder 

4)  Ä«« (B^-ÄF) co8^q>  +  (E*-BF) sin^tp  +  (BF-  CF) am 2g) 

gesetzt  ist.  Soll  die  Gleichung  1)  eine  geometrische  Deutung  haben, 
so  muss  Sl  reell,  also  Sl^  positiv  sein.  Eine  wesentliche  Verein- 
fachung tritt  hierbei  ein,  wenn  die  Bedingungen 

B^-ÄF=^E^-BF, 
BE  -CF^'O 

Anwendung  finden,  weil  dann  die  Wurzelgrösse  Sl  unabhängig  von 
dem  yerfinderlichen  Winkel  q>  wird.  Man  erhält  nänilich  in  diesem 
Falle  aus  Nr.  4): 

6)  Sl^  =  B^-AF^E^-BF, 

d.  i.  eiifen  konstanten  Wert. 

Zur  Ermittelung  der  Lage,  welche  der  Eoordinatenanfang 
haben  muss,  damit  diese  Bedingungen  erfdUt  werden,  kehren  wir 
zum  rechtwinkligen  Systeme  zurück.  Wird  in  der  für  dieses  Ko- 
ordinatensystem geltenden  allgemeinen  Gleichung  der  Linie  zweiten 
Grades  mit  F  multipliziert,  so  lässt  sich  das  hierdurch  entstehende 
Kesultat 

ÄFay^  +  BFy^  +  2  CFxy  +  2  BFx  +  2  EFy  +  J'*  =  0, 

wenn  man  beiderseitig  den  Ausdruck 

B^a?  +  E^y^ 
addiert,  auf  die  Form 

D»rc«  +  E^y^  +  2  CFxy  +  2  BFx  +  2  EFy  +  F^ 

=^{B^-AF)x^+{JE?-BF)y^ 

bringen,  und  hieraus  wird  bei  Geltung  der  Bedingungen  5): 

B^a?-\-EY+  2BExy  +  2BFx  +  2EFy+F^ 

^{B'-^ÄF)(x'+y^), 

oder  nach  einfacher  Umgestaltung: 

7x  2  .     2       {Dx  +  Ey+Fy 

Fort  n.  Schlömiloli,  anal.  Geom.  I.  5.  Aufl.  14 


^f? 


210  Achtes  EapiteL   Die  Linien  zweiten  Gkades. 

Diese  Gleichungsform  muss  also  der  Linie  zweiten  Grades  in  recht- 
winkligen Koordinaten  angehören ,  wenn  in  der  Oleichnng  f&r  Po- 
larkoordinaten die  erzielte  Vereinfachung  eintreten  solL 

Wird  in  7)  eine  neue  Konstante  e  eingeführt,  welche  an  Sl 
dnrch  die  Relation  D*4-^* 

gebunden  ist,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

nnd  hieraus  entsteht,  wenn  wir 

a:*  +  y* «  r', 

D^  +  E^ 
setzen, 

oder  in  der  ersten  Potenz  bei  Voraussetzung  positiver  r  und  e: 

8)  r  =  sz. 

Aus  §  6  Nr.  11)  wird  leicht  hergeleitet  ^  dass  hierin  e  die  Entfern- 
ung des  Kuryenpunktes  xy  von  einer  Geraden  ausdrückt,  deren 
Gleichung  Dx+Ey+F^O 

lautet,  d.  L  mit  Bücksicht  auf  Nr.  4)  des  vorhergehenden  Para- 
graphen die  Entfernung  von  der  dem  Koordinatenanfange  zuge- 
hörigen Polare.  Da  nun  r  den  Abstand  desselben  Punktes  xy  vom 
Koordinatenanfange  darstellt,  so  folgt  aus  Vergleichung  von  8)  mit 
§  13  Nr.  l),  dass  der  Pol,  fUr  welchen  die  Polargleicbung  einer 
Linie  zweiten  Grades  die  gewünschte  einfachere  Form  erlangt,  ein 
Brennpunkt,  seine  Polare  die  zugeordnete  Direktrix  sein  muss. 

Nehmen  wir  jetzt,  um  diese  einfachere  Form  zur  Anwendong 
zu  bringen,  einen  Breimpunkt  als  Koordinatenanfang,  so  kann  die 
zugehörige  Gleichung  in  Polarkoordinaten  aus  1 )  oder  2)  hergeleitet 
werden,  indem  man  die  in  5)  aufgestellten  Bedingungen  darin  ein- 
führt, was  im  wesentlichen  darauf  hinauskommt,  die  Gleichung  7) 
in  Polarkoordinaten  umzusetzen.  Da  wir  jedoch  bereits  wissen,  dass 
hier  keine  anderen  Linien  als  Kegelschnitte  in  Frage  kommen,  so 
gelangen  wir  ein&cher  zum  Ziele,  wenn  wir  zur  Gleichung  3)  des 
§  13  zurückgehen,  und  in  derselben,  um  den  Breni^>unkt  zum  Ko- 
ordniatenanfang  zu  machen. 


/ 
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X  —  T—, —  durch  Xf  also  x  +  -— - —  durch  x  +  d 

1  +  «  1  +  fi 

ipid  ausserdem  noch  d  durch  p  :  b  ersetzen. 

Mittels  einfacher  Umgestaltung  gewinnt   diese  Gleichung  die 

Form: 

ÄJ*  +  ^*  *=  i>*  +  ^PBX  +  s^x^, 

wobei  bekanntlich  p  den  Halbparameter  und  s  die  numerische  Ex- 
«entridtftt  hedeutet.     Man  erhält  hieraus: 

r»  =  0  +  *x)», 

und  hieraus  wieder,   wenn  man  die  Leitstrahlen  solcher  Punkte, 

welche  von   dem   zunächst  am  Brennpunkte   befindlichen  Scheitel 

ans  nach  der  Seite  der  positiven  x  hin  gelegen  sind,  als  positive 
Grössen  in  Rechnung  zieht, 

9)  ^  =*i>  +  fic*. 

Benken  wir  uns  nun  durch  den  Brennpunkt  als  Anfangspunkt  der 
Polarkoordinaten  die  Polarachse  in  heliebiger  Richtung  gelegt,  so 
dass  sie  mit  der  jetzigen  Achse  der  x  einen  in  gleicher  Drehricht- 
nng  mit  dem  Winkel  g>  gemessenen  Winkel  a  einschliesst,  so  ist 

X  ^  rcos  {g>  +  a) 

zu  setzen,   wodurch   die   aus  Koordinaten  beiderlei  Art  gemischte 

Gleichung  9)  in 

r  «=  j?  +  ^rcos  {g>  +  a) 

tbergeht^     Wird  hierin  auf  r  reduziert,  so  ergiebt  sich 

10)  r  = ^,    ^    , 

als  allgenieine  Gleichung  der  Kegelschnitte  für  jedes  Polarkoordi- 
natensjrstem,  dessen  Anfangspunkt  mit  einem  Brennpunkte  zusam- 
menfällt. Soll  die  Polarachse  mit  der  die  Brennpunkte  enthalten- 
den Kegelschnittsachse  identisch  sein,  so  hat  man,  wenn  die  Po- 
larwinkel yon  dem  Radiusvektor  desjenigen  Scheitels  aus  gezählt 
werden,  welcher  dem  als  Anfang  gewählten  Brennpunkte  zunächst 


*  Dieselbe  Gleichung  kann,  wenn  wir  sie  mit  EinfEihrung  des  zwi- 
schen Brennpunkt  und  Direktrix  befindlichen  Abstandes  d  in  der  Form 

r=^  e  (ß  +  x) 

schreiben,  auch  unmittelbar  aus  §13  Nr.  1)  hergeleitet  werden. 

14* 
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liegt,  tt  »=  180^  zu  setzen;  zählt  man  dagegen  von  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  aas,  so  wird  o  »  0.  Im  ersteren  Falle  erhfilt 
die  Gleichung  10)  die  Gestalt: 

11)  r^—^~. 

im  zweiten  geht  sie  Über  in: 

P 

1  —  s  C0Sq> 


12) 


Für  den  speziellen  Fall  der  Parabel,  wo  £  =»  1  ist,  wird  die  erste 
Gleichung  zu 

13)  ,.»^      _^ 

die  zweite  erlangt  die  Form: 


14) 


r  = 


P 


2  sin^  4  q> 


Von  den  beiden  letzten  Gleichungen  iSsst  besonders  die  erstere 
eine  einfache  geometrische  Deutung  zu,  welche  zur  Konstruktion 
von  Parabelpunkten  benutzt  werden  kann. 

Sowie  die  analytische  Untersuchung  der  für  Parallelkoordinaten 
aufgestellten  Gleichungen  der  Linien  zweiten  Grades  zur  Ermittelung 
geometrischer  Eigenschaften  dieser  Linien  angewendet  wurde,  so 
kann  in  ähnlicher  Weise  auch  mit  der  Gleichung  für  Polarkoor- 
dinaten operiert  werden.  Wir  beschränken  uns  in  dieser  Hinsicht 
auf  folgende  zwei  Erörterungen,  die  sich  am  einfachsten  an  die 
Form  der  Gleichung  10)  anschliessen. 

I.  Sind  r  imd  cp,  r'  und  rjo'  die  Koordinaten  der  Endpunkte 
einer  Sehne,  die  durch  den  Brennpunkt  hindurchgeht,  welcher  den 
Anfangspunkt  des  Polarkoordinatensystems  bildet,  so  ist,  da  r  und 
r'  nach  entgegengesetzten  Bichtungen  liegen: 

(f'  =  q>  +  180°. 
Aus  10)  folgt  dann: 

1        1  —  e  cos  (cp  +  a) 
r  p 

1        1  +  £  cos  (<p  +  a) 
r'  p 

und  hieraus  wieder: 
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U' 


r       r/       p 


2\r        r'/       p 

DieB  giebt  den  Satz:  Jede  durch  einen  Brennpunkt  eines 
Kegelschnittes  gelegte  Sehne  wird  in  diesem  Punkte 
so  geteilt,  dass  das  harmonische  Mittel  ihrer  beiden 
Abschnitte  konstant,  nämlich  dem  Halbparameter 
gleich  ist. 

IL  Beachten  wir,  dass  die  Gleichung  10)  drei  beständige 
Grössen  a,  s  und  p  enthält,  so  zeigt  sich  sofort,  dass  zur  Be- 
stimmung eines  Kegelschnittes,  sobald  ein  Brennpunkt  bekannt  ist, 
noch  drei  von  einander  unabhängige  Bedingungen  hinzutreten  müssen. 
Angenommen  nun,  es  seien  drei  Peripheriepunkte  gegeben,  so  gilt 
fOr  jeden  dieser  Punkte  eine  Gleichung,  welche  die  Form  von 
Nr.   10)   besitzt,   und,  wie  bereits  oben  angegeben  wurde,  in  der 

Gestalt 

r  B=  |)  +  ff  cos  (<3P  +  a) 

geschrieben  werden  kann.     Hieraus  folgt,  wenn  man  cos  (jp  +  a) 
entwickelt  und  die  Abkürzungen 

15)  e  cosa  ^  ß,         $  sina  ^  —  y 

anwendet, 

r^p  +  ßrca8q>-\'yr  sin  q>. 

Nimmt  man  hierauf  noch  in  der  bekannten  Weise  ein  rechtwink- 
liges  System  zu  Hilfe,  für  welches  die  Beziehungen 

rccwgp  — a?,         rsintp'^y 

gelten,  so  entsteht  die  Gleichung: 

16)  r^p  +  ßx  +  yy. 

I>arch  jeden  der  gegebenen  Punkte  sind  drei  zusammengehörige 
"Werte  von  r,  x  und  y  bestimmt;  mittels  dreier  Punkte  können 
also  drei  Gleichungen  von  der  Form  16)  aufgestellt  werden,  aus 
denen  p,  ß  und  y  mit  Benutzung  der  gewöhnlichen  Eliminations- 
methoden zu  berechnen  sind.  Man  erhält  dabei  eindeutige  reelle 
"Werte,  weil  die  zur  Berechnung  yorliegenden  Gleichungen  in  Be- 
ziehung auf  die  unbekannten  dem  ersten  Grade  angehören.  Aus 
den  Werten  von  ß  und  y  erlangt  man  endlich  die  in  der  Gleich- 
ung  10)  enthaltenen  beständigen  Grössen  s  und  a  mittels  der  aus 
15)    folgenden  Belationen: 
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17)  s^^ß^  +  y\         tana^-^' 

Diese  Werte  sind  wieder  unzweideutig  bestimmt,  weil  e  seiner  Be- 
deutung zufolge  nur  einen  positiven  Wert  erhalten  kann,  der 
Quadrant  aber,  in  welchem  der  Winkel  a  gelegen  ist,  ans  den 
durch  die  Gleichungen  15)  gegebenen  Vorzeichen  des  Sinns  und 
Cosinus  dieses  Winkels  folgt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  der  Satz:  Durch  drei 
Punkte  kann  nur  ein  Kegelschnitt  gelegt  werden,  wenn 
einer  seiner  Brennpunkte  bekannt  ist.  Dieser  Satz  ist  be- 
sonders in  der  Astronomie  für  die  Theorie  der  Planetenbewegong 
von  Wichtigkeit, 
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§37. 
AUgemeine  Bemerkungen. 

Die  Ermittelung  der  Eigenschaften  solcher  Linien,  bei  denen 
die  Koordinaten  der  einzelnen  Punkte  fUr  ein  beliebiges  Parallel- 
koordinatensystem durch  eine  Gleichung  dritten,  vierten  Grades  o.  s.  f. 
an  einander  gebunden  sind,  wird  um  so  umständlicher  und  schwie- 
riger, je  höher  der  Grad  der  Gleichung  ist.  Es  ist  gelungen,  eine 
reiche  Fülle  von  allgemeinen  SStzen  aufzustellen,  die  sich  ins- 
besondere auf  die  Tangenten  höherer  Kurven,  auf  ihre  Durchschnitts- 
pnnkte  mit  Geraden  (entsprechend  den  Polarensätzen  bei  den  Eegel- 
schnitten),  sowie  mit  Kurven  niederen  und  gleichen  Grades  beziehen. 
Die  Einteilung  der  Linien  eines  bestimmten  hohem  Grades  nach 
gewissen  Typen  (sowie  die  Kegelschnitte  in  Parabeln,  Ellipsen  und 
Hyperbeln  zerfallen)  und  die  Untersuchung  der  besonderen  Eigen- 
schaften der  einzelnen  Typen  begegnet  grossen  Schwierigkeiten 
wegen  des  Formenreichtums  bei  Kurven  höheren  Grades;  derselbe 
ist  bereits  bei  den  Kurven  dritten  Grades  unvergleichlich  grösser, 
als  bei  den  Kegelschnitten,  zufolge  der  grösseren  Anzahl  der  in 
einer  kubischen  Gleichung  enthaltenen  Konstanten.* 

Wir  werden  uns  darauf  beschränken,  neben  einigen  allgemeinen 
Bemerkungen  wenige  Formen  als  Beispiele  für  die  zunächst  zu  ver- 
wendenden üntersuchungsmethoden  herauszugreifen.     Zuvor  haben 


*  Die  Mitteilung  der  Üntersuchungsmethoden,  welche  tiefer  in  die 
Erkenntnis  der  bis  jetzt  entdeckten  Eigenschafben  der  Kurven  höherer 
Grade  einfahren,  liegt  ausserhalb  der  für  dieses  Buch  gezogenen  Grenzen; 
wir  verweisen  die  Leser,  welche  weiter  vordringen  wollen,  auf  die  Werke: 
Dnr^ge,  Die  ebenen  Gurven  dritter  Ordnung,  Leipzig  1871;  Salmon- 
Fiedler,  Analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Gurven,  2.  Aufl., 
Leipzig  1882;  Glebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie, 
Leipzig  1876. 
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wir  einige  Begriffsbestimmungen  und  Bezeichnungen  vorauszuschicken, 
von  denen  im  folgenden  mehrfach  Anwendung  gemacht  werden  soll 
Sind  zwei  ver&nderliche  Grössen  x  und  y  durch  irgend  eine 
Gleichung  von  einander  abhängig  gemacht,  so  dass  zu  jedem  will- 
kürlich angenommenen  Werte  des  x  ein  aus  der  Gleichung  her- 
vorgehender Wert  von  y  gehört,  so  nennt  man,  abgesehen  Ton 
der  besonderen  Form  der  Gleichung»  y  eine  Funktion  von  x.  Zur 
Bezeichnung  der  Funktionen  bedient  man  sich  beliebiger  Buch- 
staben, z.  B.  F,  ff  g>,  ^  \JL  s.  f.;  die  Gleichungen 

y^F(x),  y^f{x),  y^q>{x),  y^'^{x) 
sagen  daher  nichts  weiter  aus,  als  dass  jedem  willkürlichen  Werte 
des  X  ein  von  der  Gleichung  abhängiger  Wert  von  y  entspricht 
F(x),  f(x)  u.  s.  f.  bedeuten  hierbei  beliebige  nicht  näher  bestinunte 
Bechnungsausdrücke,  welche  die  veränderliche  Grösse  x  in  sich  ent- 
halten.   Jede  Gleichung  von  der  Art,  wie 

kann,  solange  den  x  reelle  Werte  von  y  zugehören,  welche  die 
Eigenschaft  besitzen,  sich  gleichzeitig  mit  x  stetig  zu  ändern,  ebenso 
wie  bei  den  vorgelegten  Beispielen  ersten  und  zweiten  Grades,  wieder 
in  einer  Ebene  mittels  Parallelkoordinaten  durch  den  stetigen  Ver- 
lauf einer  Linie  dargestellt  werden. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  bezeichnet  man  mit  F(x,y),  f{x,  y) 
TL  8.  w.  solche  nicht  näher  bestimmte  Ausdrücke,  welche  zwei  ver- 
änderliche GrösseiL  x  und  y  enthalten  und  die  wieder  Funktionen 
dieser  Grössen  genannt  werden.     Gleichungen  von  der  Form 

F(x,y)^0,      f{x,y)^0 
sind  das  allgemeine  Symbol  aller  auf  Null  gebrachten  unentwickelten 
Gleichungen  zwischen  den  Variabeln  x  und  y. 

Enthalten  die  Funktionen  f  (x)  oder  F  (x^  y)  in  Beziehung 
auf  ihre  veränderlichen  Grössen  keine  anderen  Operationen,  als  die 
des  Addierens,  Subtrahierens,  Multiplizierens,  Dividierens  und  Po- 
tenzierens  mit  konstanten  Exponenten,  worin  auch  das  Wurzel- 
ausziehen  mit  begriffen  ist,  so  heissen  sie  algebraische  Funk- 
tionen.    Die  Gleichung 

1)  F(x,y)  =  0 

stellt  dann  eine  algebraische  Gleichung  dar  und  eine  dadurch 
repräsentierte  krumme  Linie  wird  durch  Übertragung  des  Namens 
eine  algebraische  Kurve  genannt.     Durch  bekannte  Hilfsmittel 
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der  Algebra  kann  jede  algebraische  Oleichnng  zwischen  x  und  y 
80  umgeformt  werden,  dass  ihr  auf  Null  gebrachter  Ausdruck 
eine  Summe  von  Gliedern  von  der  Form 

enthält,  wobei  C  einen  beliebigen  beständigen  Koeffizienten  be- 
dentet,  die  konstanten  Exponenten  p  und  q  dagegen  positive  ganze 
Zahlen,  Null  mit  eingeschlossen,  ausdrücken.  Ist  diese  ümgestalt- 
nng  eingetreten,  so  heisst  die  linke  Seite  der  Gleichung  l)  eine 
ganze  rationale  Funktion  von  x  und  ^;  die  Summe  p-\'q  giebt 
die  Dimension  an,  welcher  das  Glied  Cx^ifi  angehört,  und  die 
höchste  in  der  Gleichung  vorkommende  Dimension  bestimmt  be- 
kanntlich den  Grad  der  Gleichung. 

Was  nun  die  Linien  höherer  Grade  betrifft,  so  wurde  bereits 
bemerkt,  dass  unter  einer  Linie  n^^  Grades  eine  solche  zu  ver- 
stehen sei,  deren  für  Parallelkoordinaten  aufgestellte  Gleichung 
diesem  Grade  angehört.  Die  allgemeine  Form  dieser  Gleichung 
Ifisst  eine  doppelte  Anordnung  zu,  je  nachdem  man  diejenigen 
Glieder  zusammenfasst,  welche  dieselbe  Potenz  einer  Veränderlichen, 
z.  B.  der  Abscisse  x,  enthalten,  oder  die  Glieder  gleicher  Dimen- 
sionen kombiniert.     Im  ersteren  Falle  hat  man 

(  Aa^  +  (Ay  +  ^)  ^"~'  +  (A^y*  +  B^y  +  C)  af-^ 
+ 

+  (Äny^  +  Bn^itr-'  +  '•'  +  M,y  +  N)  =^  0, 
im  andern  besitzt  die  Gleichung  die  Form: 

lÄaf'  +  Ä^x''-'y  +  Ä^af"-^y^  +  ...+Än-iXir-^  +  Änir 

4- 

+  (Lx^  +  L,xy  +  L^y")  +  {Mx  +  M,y)  +  N^0. 

Beliebig  viele  der  Koeffizienten  Ä,  By  C  xl  b.  f.  können  hierin 
gleich  Null  sein,  nur  selbstverständlich  nicht  gleichzeitig  alle  die- 
jenigen, welche  der  höchsten  Dimension  angehören. 

Sollen  unter  diesen  Linien  nicht  immer  wieder  alle  diejenigen 
auftreten,  welche  bereits  in  niederen  Graden  vorkommen,  wie  wir 
z.  B.  unter  den  Linien  zweiten  Grades  geradlinige  Gebilde  aufge- 
toden  haben,  so  müssen  wir  bei  der  geometrischen  Deutung 
algebraischer  Gleichungen  aus  jedem  Grade  diejenigen  ausscheiden, 


2) 


3) 
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welche  sich  in  ganze  rationale  Faktoren  niederer  Grade  zerlegen 
lassen.     Sobald  nämlich 

4)  vix,y)^0,        ^(x,y)^0 

die  Gleichungen  zweier  Linien  darstellen,  so  wird  der  durch  Mul- 
tiplikation dieser  beiden  Ausdrücke  entstehenden  Gleichung 

5)  <p(iJ?,y).tp(a?,  y)  =  0 

durch  die  Koordinaten  eines  jeden  Punktes  genügt,  welcher  auf 
einer  von  jenen  beiden  Linien  gelegen  ist,  indem  dann  allemal  ein 
Faktor  von  5)  zu  Null  wird,  während  der  andere  Faktor,  wenn 
es  sich  um  ganze  rationale  Funktionen  handelt,  bei  endlich  bleiben- 
den X  nicht  unendlich  werden  kann.  Die  letzte  Gleichung  enthält 
also  beide  in  Nr.  4)  enthaltenen  Linien  gleichzeitig  in  sich.  Sind 
nun  q>  {xy  y)  und  '^  (x^y)  zwei  algebraische  Funktionen  des  jp**^ 
und  ^^^  Grades,  so  giebt  Nr.  5)  eine  algebraische  Gleichung  des 
Cp  +  Q)^^  Grades,  welche  jedoch  nur  durch  eine  Verbindung  zweier 
Linien  niederer  Grade  dargestellt  wird.  So  drückt  z.  B.  unter  Vor- 
aussetzung eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  die  dem  dritten 
Grade  angehörende  Gleichung 

aj»  —  ^8  —  x^y  +  xy^  —  Ic^x  +  h^y  =  0 
einen  Kreis  nebst  einer  Geraden  aus,  weil  sie  in 

zerlegt  werden  kann;  die  Gleichung 

(X?  +  xy^  —  2ay*  =  0  * 
dagegen,  bei  welcher  keine  solche  Zerlegung  möglich  ist,  repräsen- 
tiert eine  eigentliche  Linie  dritten  Grades.  —  Bei  Anwendung  der 
erwähnten  Ausschliessung  fallen  also  z.  B.  alle  dem  ersten  Grade 
angehörenden  geradlinigen  Gebilde  aus ;  es  bleiben  daher  nur  kmmme 
Linien  für  die  höheren  Grade  übrig,  wenn  wir  noch  von  allen. 
solchen  Gleichungen  absehen,  die  entweder  nur  einzelne  Pankie 
darstellen  oder  gar  keine  geometrische  Bedeutung  haben.* 

Beschränken  wir  uns  nach  dem  Vorhergehenden  auf  die  Kurven 
höherer  Grade,  so  lässt  sich  rücksichtlich  ihrer  der  allgemeine  Satz 
aufstellen,  dass  jede  Linie  n^^^  Grades  von  einer  Geraden 

*  Der  erstiB  dieser  beiden  Fälle  findet  statt,  sobald  die  Gleichnng 
nnr  für  einige  bestimmte  Werte  von  x  reelle  Werte  von  y  giebt;  der 
andere,  wenn  kein  reeller  Wert  von  x  reelle  Werte  von  y  zolässt.  Bei- 
spiele hierfeür  haben  wir  bereits  beim  zweiten  Grade  kennen  gelernt. 
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in  nicht  mehr  als  n  Pnnkten  geschnitten  werden  kann. 
Um  diesen  Satz  za  beweisen,  können  wir  uns  zuvor  das  Koordi- 
natensystem so  verlegt  denken,  dass  die  zu  untersuchende  Gerade 
znr  Abscissenachse  wird.  Der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  ge- 
schieht hierdurch  kein  Eintrag,  weil  bei  der  Transformation  der  Koor- 
dinaten der  Orad  der  Gleichung  ungeändert  bleibt.  Setzen  wir  nun 
für  die  gemeinschaftlichen  Punkte  mit  Bücksicht  auf  die  Gleichung 
der  a;- Achse  in  der  allgemeinen  Gleichung  2)  oder  3)  ^  -»0,  so  bleibt: 

6)        Äx""  +  Baf-^  +  Ca»-«  +  .,.  +  Mx  +  N'^0. 

Dieser  Bedingung  kann  auf  doppelte  Weise  genügt  werden,  ent- 
weder durch  jedes  mögUche  x^  wenn  alle  Koeffizienten  Ä^  B,  C,.,N 
einzeln  gleich  Null  sind,  oder  ausserdem  nur  durch  solche  x^  welche 
sich  als  Wurzeln  von  Nr.  6)  bewähren.  Im  ersteren  Falle  besitzen 
alle  von  Null  verschiedenen  Glieder  der  allgemeinen  Gleichung  2) 
den  Faktor  y;  die  Gleichung  selbst  zerfällt  also  in  zwei  Faktoren, 
von  denen  einer  dem  nächst  niederen  Grade  angehört,  der  andere 
die  Gleichung  der  Abscissenachse  ^  »  0  darstellt.  Es  kann  also  in 
diesem  Falle  von  einer  eigentlichen  Linie  n^^  Grades  nicht  die 
Rede  sein.  Bleiben  daher  für  eine  solche  Kurve  die  x  der  ge- 
suchten Durchschnittspunkte  lediglich  als  Wurzeln  der  Gleichung  6) 
zQ  bestimmen,  so  sind  nach  der  Form  dieser  Gleichung  höchstens 
n  von  einander  verschiedene  reelle  Werte  von  x  möglich;  es  kann 
also  auch  nicht  eine  grössere  Zahl  von  Durchschnittspunkten  vor- 
handen sein.  EHeiner  kann  die  Anzahl  dieser  Punkte  sein,  wenn 
einige  Koeffizienten  der  Anfangsglieder  in  6)  gleich  Null  sind  oder 
wenn  diese  Gleichung  gleiche  oder  imaginäre  Wurzeln  enthält. 

Durch  Anwendung  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen 
höherer  Grade  mit  zwei  Unbekannten  wird  der  vorhergehende  Satz 
dahin  erweitert,  dass  eine  Linie  m^^  Grades  und  eine  Linie  n^'^ 
Grades  höchstens  mn  Punkte  gemein  haben. 

Wir  wenden  uns  nach  diesen  Vorbemerkungen  zur  Betrachtung 
einiger  besonderer  Linien  höherer  Grade. 

§  38. 

Farabolisohe  Kurven. 

Zu  besonders  einfachen  Linien  höherer  Grade  gehören  die- 
jenigen,  deren  entwickelte   Gleichung   eine   der   beiden  veränder- 
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liehen  Koordinaten  nur  in  der  ersten  Potenz  enthält,  für  welche 
also  z.  B.  die  Ordinate  eine  ganze  rationale  Funktion  der  Abscisse 
bildet.     Die  Gleichung  muss  dann  die  Form 

1)  y^AQ  +  Ä^x+Ä^a^  +  Ä^oi^  +  ...  +  ÄnX'' 

besitzen,  oder  wenigstens  durch  ümgestaltiing  auf  diese  Form  ge- 
bracht werden  können.  Linien  dieser  Art  werden  parabolische 
Kur  Yen  genannt;  Nr.  l)  ist  die  allgemeine  Gleichung  einer  pan- 
bolischen  Kurve  n^^  Grades,  wobei  natürlich  vorausgesetzt  wird, 
dass  An  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt  Was  die  Ge- 
stalt solcher  Linien  betrifft,  so  kann  sie  je  nach  dem  Grade  der 
Gleichung  und  der  Grösse  der  Koeffizienten  mannigfach  wechseln; 
immer  aber  bleibt  das  Merkmal  gemeinschaftlich,  dass  die  Linie 
AUS  einem  zu  beiden  Seiten  der  ^- Achse  sich  ins  unendliche  er- 
streckenden zusammenhängenden  Zuge  besteht,  weil  aus  Nr.  l)  zu 
jedem  beliebigen  x  ein  zugehöriges  reelles,  sich  gleichzeitig  mit  i 
stetig  änderndes  y  berechnet  werden  kann.  Da  die  Gleichung  hier- 
bei jedesmal  einen  einzigen  Wert  von  y  giebt,  so  folgt,  dass  jede 
Parallele  zur  y- Achse  die  parabolische  Kurve  nur  in  einem  Ponkte 
schneidet. 

Besonders  wichtig  für  die  praktische  Verwendung  der  para- 
bolischen Kurven  ist  die  Au%abe,  eine  Linie  dieser  Art  durch  ge- 
gebene Peripheriepunkte  zu  bestimmen.  Was  zunächst  die  Zahl  der 
hierzu  nötigen  Punkte  betrifft,  so  lässt  sich  leicht  übersehen,  dsss 
(n  -f  l)  Punkte  gegeben  sein  müssen,  sobald  für  die  Gleichongs- 
form  l)  die  Lage  der  Koordinatenachsen  bestimmt  ist  und  die 
Kurve  dem  n^^  Grade  angehört.  Da  nämlich  unter  diesen  Beding- 
ungen ihre  Gleichung  die  (n-\-l)  Konstanten  Ä^^  ^j,  il^,...^« 
enthält,  so  muss  zur  Ermittelung  dieser  beständigen  Grössen  eine 
gleiche  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sein.  Aus 
den  Koordinaten  eines  jeden  gegebenen  Punktes  folgt  aber  eine 
Bedingungsgleichung  von  der  Form  1).  Durch  Anwendung  der 
gewöhnlichen  Eliminationsmethoden  findet  sich  dann  für  jede  der 
Unbekannten  ein  eindeutiger  reeller  Wert,  weil  die  obige  Gleich- 
ung in  Beziehung  auf  ihre  Koeffizienten  dem  ersten  Grade  ange- 
hört. Es  ist  hierbei  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  KoefEzienten 
der  höchsten  Potenzen  auch  den  Wert  Null  erhalten  können.  Dann 
ist  die  entstehende  Gleichung  von  einem  niederem  Grade  und  es 
ist  überhaupt  nicht  möglich,  durch  die  gegebenen  Punkte  eine  pa- 
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rabolische  Emre  n^^  Grades  zu  legen.  So  wird  man  z.  B.  stai» 
auf  eine  Gleichung  Tom  ersten  Grade  stossen,  wenn  die  gegebenen 
Punkte  sämtlich  einer  Geraden  angehören. 

Soll  nnn  bei  voraosbestimmter  Lage  der  Koordinatenachsen 
eine  parabolische  Eurye  durch  n  Punkte  x^^y^y  ^2^81  ^s^S'***^»^» 
gelegt  werden,  so  kann  nach  dem  Vorhergehenden  ihre  Gleichung 
den  Grad  n  —  1  nicht  übersteigen.  Es  läset  sich  daher  im  yorau» 
die  allgemeine  Form 

festsetzen,  wofür  dann  mittels  der  Koordinaten  der  gegebenen  Punkte 
in  der  oben  angeführten  Weise  die  Koeffizienten  berechnet  werden 
können.  Da  jedoch  eine  solche  Rechnung  nicht  immer  frei  von 
Weitläufigkeiten  ist,  so  erscheint  es  zweckmässig,  ein  für  allemal 
eine  Formel  Ton  allgemeiner  Geltung  für  dergleichen  Fälle  fest- 
zustellen. Man  gelangt  zu  einer  solchen  durch  die  folgende  Be- 
trachtung. 

Da  aus  den  gegebenen  Punkten  nur  eine  Gleichung  von  der 
Form  2)  folgen  kann,  so  muss  eine  auf  irgend  einem  Wege  er- 
haltene Gleichung  dieser  Art  das  gewünschte  Resultat  liefern,  wenn 
sie  den  Koordinaten  aller  n  Punkte  Genüge  leistet.   Setzen  wir  nun 

3)  y  ==  Xj^i  +  :3r2  yg  +  Xgs^s  + . . .  +  ^»y«, 

worin  X^,  X^,  X3,...X»  vorläufig  noch  unbestimmte  Funktionen 
von  X  bezeichnen,  so  kommt  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in 
ihrer  Form  mit  der  rechten  Seite  von  2)  in  Übereinstimmung, 
wenn  jeder  der  Koeffizienten  X^,  X^  u.  s.  f.  eine  ganze  rationale 
Funktion  von  x  vom  Grade  n  ■—  1  darstellt,  oder  die  Form 

besitzt.  Durch  Addition  derjenigen  Glieder,  welche  gleiche  Poten- 
zen von  X  enthalten,  entsteht  nämlich  in  diesem  Falle  eine  Gleich- 
ung, deren  Gestalt  vollständig  mit  Nr.  2)  übereinstimmt.  Soll  nun 
diese  Gleichung  den  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  XrPr 
entsprechen,  so  muss  in  3)  für  x  ^=^  Xr  auch  y  ^^  yr  werden,  welche 
Bedingung  erfüllt  wird,  wenn  hierbei  die  Funktionen  X^,  Xg,... 
Xr— 1,  Xr+i,...X„  in  Null  übergehen,  während  Xr'^  1  wird.  Der 
gestellten  Aufgabe  wird  daher  genügt,  wenn  der  beliebige  Koeffi- 
zient Xr  die  Eigenschaft  besitzt,  zu  Null  zu  werden,  sobald  x  einen 
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4er  Werte  Xi,  x^f.Xr-^i,  ^r+i » •  •  •  ^n  erlangt,  dagegen  ftb:  x  ^^  Xr 
in  Eins  übergeht. 

Wird  mit  Einführung  einer  vorläafig   noch  unbestimmt   blei- 
benden bestfindigen  Grösse  k 

Zr  —  ÄJ  (a:  —  iCi)  (a?  —  rcg) . . .  (rc  —  «r-i)  (x  —  «r+i)  ...(x  —  x») 

gesetzt y  so  ist  den  beiden  Bedingungen  Genüge  geleistet,  dass  Xr 
eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  vom  Grade  n  —  1  darstellt 
tmd  sich  in  Null  verwandelt,  sobald  man  darin  das  x  eines  der 
gegebenen  Punkte,  mit  Ausnahme  von  Xr,  substituiert.  Es  erübrigt 
noch,  den  Faktor  X;  so  zu  bestimmen,  dass  Xr^l  wird,  wenn 
man  x^  Xr  werden  lässt.     Hieraus  folgt: 

1  -=  Ä  (av  —  a^i)  {xr  —  rcj)  . . .  (av  —  ^r-i)  (a?r  —  av+i)  . . .  (av  —  Xn), 

xmd  wenn  man  mit  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende  dividiert, 
60  entsteht  die  Formel: 

^    ^        {X  —  X^){X  —  X^)..,(X  —  Xr^i)  (X  —  Xr+l)  ...{x—  Xn) 
{Xr  —  a^i)  {Xr  —  aJg)  .  .  .  (Xr  —  a^r— l)  {Xr  —  Xr+l)  .  ^  -  (Xr  —  ^) 

durch  welche  der  Wert  eines  der  gesuchten  Koef&zienten  bestimmt 
wird.  Drückt  man  in  gleicher  Weise  auch  die  übrigen  Koeffizienten 
aus,  indem  man  der  Beihe  nach  r»l,  2,  3,...n  setzt,  so  geht 
die  Gleichung  3)  über  in: 

(X  —  X^)  {X  —  X^  {X  —  X^,,.{X'-  Xn) 


4) 


9 


+ 


+ 
+ 

+ 


(X^       X2)  (Xi       Xq)  (Xj^       X^)  .  .  ,  (X^       Xn) 

(x  —  x^)  {x  —  x^)  (a;  ~  a;J . . .  (a;  —  Xn) 

(^2—  ^1)  (^2~  ^9)  K""  ^4)  •  •  •  (^2~"  ^«) 
(x  —  Xj)  {X  —  gg)  (x  —  a^J  . . .  (a;  —  Xn) 

(x^       Xi)  (a?8       X2)  (Xj       X^J  .  .  .  (0*3       Xn) 


Vi 


y% 


Vz 


{x  —  x^  {x  —  a^g)  (a;  —  a^s)  ■ . .  (a;  —  Xn-i)  ^ 

{Xn—  X^  {Xn—  ^2)  (xn—  X^)  .  ,  .  (a:,—  Xn-l) 


Durch  Ausführung  der  Multiplikationen  kann  in  jedem  speciellen 
Falle  diese  Gleichung  auf  die  Form  von  Nr.  2)  zurückgeführt  werden. 
Soll  z.  6.  die  Gleichung  einer  parabolischen  Kurve  zweiten  Grades^ 

*  Die  parabolische  Kurve  zweiten  Grades  ist  eine  Parabel,  deren 
Achse  parallel  zur  ^- Achse  läuft  und  fOlr  welche  die  ^- Achse  mit  der 
Tangente  des  in  der  y- Achse  gelegenen  Peripheriepunktes  gleiche  Riclit- 
nng  hat.    Man  bemerkt  dies,  wenn  man  die  Gleichung 


§  89.   Die  Parabelevolute.  223 

gesncht  werden,  in  welcher  zu  den  Abscissen  a^»  —  1,  x^^^+l, 
ic,  «  +  2  der  Beihe  nach  die  Ordinaten  yi  =  +  6 ,  y^  "  +  2, 
^5  ^  +  3  gehören,  so  folgt  aus  4): 

y  (_i_i)(_i_2)'''+(H-l)(l-2)'^'^"(2+l)(2-l)*^' 
und  hieraus  findet  sich  nach  gehöriger  Reduktion: 

Die  Formel  4)  ist  insofern  von  besonderer  Wichtigkeit,  als  sie, 
abgesehen  yon  ihrer  Bedeutung  für  die  Theorie  der  parabolischen 
Kurven,  die  Lösung  der  algebraischen  Aufgabe  enthält,  eine  ganze 
rationale  Funktion  von  x  zu  finden,  deren  Werte  fOr  n  bestimmte 
Grössen  von  x  bekannt  sind.  Sie  führt  bei  Anwendung  zu  diesem 
Zwecke  den  Namen  der  Interpolationsformel  von  Lagrange. 

§39. 
Die  Parabelevolute. 

Nachdem  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen  eine  ganze  Gruppe 
von  Linien  höherer  Grade  betrachtet  haben,  gehen  wir  jetzt  dazu 
über,  die  Gleichungen  einiger  besonderen  häufiger  vorkommenden 
Karven  aus  gegebenen  Entstehungsgesetzen  zu  entwickeln.  Es  sollen 
dabei  solche  Beispiele  betrachtet  werden,  welche  sich  in  einfacher 

Weise  an  die  Theorie  der  Linien  zweiten  Grades  anschliessen. 

• 

Der  geometrische  Ort  aller  Erümmungsmittelpunkte  einer  ge- 
gebenen Kurve  wird  die  Evolute  dieser  Linie  genannt;  die  ur- 
sprüngliche Kurve  selbst  führt  in  ihrer  Beziehung  zur  Evolute  den 
Namen  Evolvente.  Was  im  allgemeinen  den  Weg  betriflFt,  auf 
welchem  die  Gleichung  einer  Evolute   gefunden  werden  kann,  so 


y  =  A^  +  ÄiX-{-A^x^ 
auf  die  Form 

bringt.    Setzt  man  nachher  mit  Verschiebung  des  Eoordinatenanfanges 
and  Yertauschung  der  Achsen 

80  entsteht:  * 

d.  i.  eine  Gleichung  von  der  in  §  17  Nr.  6)  besprochenen  Form. 
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müssen  zuvor  die  Koordinaten  des  Erttmmungsmittelponktes  xy  als 
Funktionen  des  zugehörigen  Punktes  sx^ffi  der  Evolvente  gegeben 
sein.     Man  hat  in  diesem  Falle  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

Wird  hierzu  die  Bedingung  gefügt,  dass  der  Punkt  x^y^  auf  der 
Evolvente  liegen  soll,  deren  Gleichung 

sein  mag;  so  liegen  drei  Gleichungen  vor,  aus  denen  die  Koordi- 
naten des  besonderen  Kurvenpunktes  x^y^  zu  eliminieren  sind.  Es 
bleibt  dann  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  übrig,  die  sich,  un- 
abhängig von  der  Lage  des  Punktes  x^y^^  auf  alle  Krümmungs- 
mittelpunkte  der  gegebenen  Kurve  bezieht;  dieselbe  ist  also  die 
Gleichung  der  gesuchten  Evolute.  —  Zur  Anwendung  dieser  Theorie 
stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Gleichung  und  aus  dieser  die  Ge- 
stalt der  Par ab ele Volute  zu  ermitteln. 

Wird  die  Achse  der  Parabel  zur  o;- Achse  und  ihre  Scheitel- 
tangente zur  ^-Achse  genommen,  so  gelten  nach  §  18  Nr.  9)  und 
10)  für  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  die  Gleich- 
ungen: ^ 

a:-i)  +  3a;i,        y  ^ —^, 

wobei  der  Punkt  x^y^^  als  Parabelpunkt  noch  der  Gleichung 

yi^^2pxi 

zu  genügen  hat.  Berechnet  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen 
x^  und  y^j  und  substituiert  diese  Werte  in  der  letzten  Gleichung, 
so  entsteht: 

und  hieraus  nach  gehöriger  Reduktion: 

1)  ,««1.(^^)1 

^  ^        27  p 

Die  Parabelevolute  ist  hiemach  eine  Linie  dritten  Grades.  Was 
ihre  Gestalt  betrifft,  so  folgt  aus  dem  umstände,  dass  in  der 
Gleichung  l)  die  Ordinate  nur  in  der  zweiten  Potenz  vorkommt, 
die  Symmetrie  der  Kurve  in  Beziehimg  auf  die  Parabelachse«  Da- 
bei wird  y  für  x  <ip  imaginär,  für  a;  =  j?  ist  y  «=  0,  ftlr  x  >>  j> 
dagegen  besitzt  y  immer  zwei  reelle  Werte,  deren  absolute  6r5s&e 
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gleichzeitig  mit  x  ins  unendliche  wttchst.  Einfacher  noch  als  aus 
Nr.  1)  lassen  sich  die  Eigenschaften  unserer  Kurve  übersehen,  wenn 
man  dnrch.  parallele  Verschiebung  der  ^- Achse  den  Koordinaten-  • 
anfang  in  den  der  o;*  Achse  angehörenden  Peripheriepunkt  yerlegt, 
welcher  x  '^p  und  y  ^  0  zu  Koordinaten  hat.*  Bezeichnet  man 
die  neuen  Koordinaten  mit  a^  und  i/,  so  ist  nach  §  2  Nr.  l)  und  2) 

ZQ  setzexL  Wird  nun  ausserdem  noch  die  Abkttrzung 

2)  k^*ip 
eingeführt,  so  geht  die  Gleichung  der  Evolute  in 

3)  Äj/*-  o/» 

Aber.    Diese  Form  der  Gleichung  zeigt  sofort,  dass  von  a;^  -*  0  an 
die  absoluten  Werte  von  i/  gleichzeitig  mit  den  af,  aber  ix)  einem 
stärkeren  Verhältnisse  als  diese  wachsen.  Die 
Eyolute  erhftlt  hierdurch  die  Gestalt  der  Kurve 
POP^  (Fig.  63),  für  welche  PAP'  die  zuge- 
hörige Parabel  darstellt.    Da  in  letzterer,  im 
Gregensatze  zu  ihrer  Evolute,  die  Ordinaten  in 
einem  weniger   starken  Verhältnisse   als   die 
Abscissen  wachsen,  so  schneiden  sich  die  bei- 
den Linien  zu  beiden  Seiten  der  o;- Achse  in 
zwei  Punkten  P  und  P'.     Pur  diese  Punkte 
gelten  die  Gleichungen  beider  Kurven,  also,  wenn  wir  zu  den  auf 
den  Koordinatenanfang  Ä  bezogenen  Gleichungen  zurdckkehren, 


Fig.  6S. 


y*—  2px, 


y 


8 


_8 
27 


{x-pj 


woraus  für  die  x  gemeinschaftlicher  Punkte  die  Gleichung 

herrorgeht.  Diese  Gleichung  hat  zwar  lauter  reelle  Wurzeln,  nfimlich 

die  beiden  letzten  sind  aber  in  unserem  Falle  deshalb  unzulässig, 
weil  zu  ihnen  in  beiden  Kurven  imaginäre  y  gehören.  Es  bleibt 
daher  nur  AM  «=  4 j?  =  4  ^i  0. 


*  Es   ist  dies   der  Krümmungsmittelpunkt  für  den  Scheitel  der 
Parabel. 

Fort  n.  SchlOmilch,  anal.  Oeom.  I.   5.  Aufl.  16 
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Soll  die  Parabelevolate  imabhSngig  Ton  ihrer  Evolvente  dar- 
gestellt werden,  so  eignet  sich  hierzu  am  besten  die  EinfÜhnmg 
von  Polarkoordinaten.  Nehmen  wir  n&mlich  0  zum  Pol  und  Ol 
zur  Polarachse,  so  folgt  aus  Nr.  3): 

4)  Ar*  Bifi?  (p  '^  r^  cos^  q> , 
und  hieraus: 

5)  r  ^ktan^q)  secq>^ 

wonach  die  Leitstrahlen  der  einzelnen  Punkte  leicht  konstruiert 
werden  können.* 

Mit  Bücksicht  auf  die  Form  der  Gleichung  3)  kann  die  Pa- 
rabelevolute einer  Klasse  von  Linien  höherer  Grade  zugez&hlt  wer- 
den, in  welcher  man  alle  diejenigen  Kurven  zusammenfasst,  deren 
Gleichung  auf  die  Form  y^^^^paf*  gebracht  werden  kann.  Man 
nennt  solche  Linien  Parabeln  höherer  Art,  und  die  jetzt  unter- 
suchte Kurve  insbesondere  Neilische**  oder  semikubische  Pa- 
rabeL 

Es  bleibt  dem  Leser  überlassen,  auf  demselben  Wege  wie  ftlr 
die  Parabel  auch  die  Gleichungen  der  Evoluten  für  Ellipse  und 
Hyperbel  aufzusuchen  und  dieselben  mit  der  Gestalt  der  Kurven, 
welche  leicht  auf  konstruktivem  Wege  durch  Darstellung  von  KrQm- 
mungsmittelpnnkten  gefunden  werden  kann,  in  Yergleichung  zq 
bringen. 

§40. 
FoBspnnktkiiTvexi. 

Wenn  man  von  einem  festen  Punkte  aus  auf  die  Tangenten 
einer  gegebenen  Kurve  Senkrechte  errichtet,  also  diesen  Punkt  auf 


*  Man  darf  nicht  übersehen,  dass  beim  Übergange  von  der  Gleich- 
ung 4)  zu  5)  strenggenommen  zwei  in  der  Gleichung  r^^O  enthaltene 
Wurzeln  in  Wegfall  gekommen  sind.  Es  zeigt  sich  dies ,  wenn  man  Nr.  4' 
in  der  Form  ^,  ^^ ^^,^  - A;«n V)  «=  0 

schreibt,  wovon  in  der  Gleichimg  5)  nur  der  zweite  Faktor  übrig  ge- 
blieben ist.  Jede  durch  0  gehende  Gerade  hat  daher  streng  genommen 
drei  Funkte  mit  der  Kurve  gemein,  von  denen  zwei  in  0  zusammen- 
fallen. 

**  Nach  einem  englischen  Mathematiker,  Namens  William  Neil. 
—  Die  den  Kegelschnitten  angehörende  Parabel  zweiten  Grades  erhält, 
wo  Yerwechalung  vermieden  werden  soll,  den  Namen:  gemeine  oder 
Apollonische  Parabel. 
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die  Tangenten  projiziert,  so  liegen  die  Projektionen  oder  die  Fuss* 
punkte  der  geföllten  Perpendikel  auf  einer  neuen  Linie,  der  man 
den  Namen  Fusspunktkurve  giebt.  Der  aus  dem  Mittelpunkte 
der  Ellipse  mit  einem  der  grossen  Halbachse  gleichen  Radios  be- 
schriebene Kreis  und  der  Hauptkreis  der  Hyperbel ,  die  für  die  Pa- 
rabel in  die  geradlinige  Scheiteltangente  übergehen,  sind  Beispiele 
solcher  Fusspunktlinien  für  die  in  einer  Linie  zweiten  Grades  aus 
einem  Brennpunkte  geföUten  Perpendikel.  Wir  wollen  zu  diesen 
hereits  bekannten  Beispielen  einige  andere  auf  die  Linien  zweiten 
Grades  bezügliche  hinzufügen. 

Was  im  allgemeinen  die  Methode  betrifft,  mittels  welcher  die 
Oleicbung  einer  Fusspunktkurve  gewonnen  wird,  so  ist  sie  mit  der 
bei  Aufsuchung  der  Evolutengleichung  angewendeten  in  Überein- 
stimmung. Die  Gleichungen  der  Tangente  im  Eurvenpunkte  x^y^^ 
und  der  vom  festen  Punkte  darauf  gefällten  Senkrechten  bilden  für 
den  Fusspunkt  xy  zwei  Gleichungen,  welche  mit  der  für  x^  und  y^ 
geltenden  Eurvengleichung  zu  verbinden  sind,  um  nach  Elimination 
von  x^  und  y^  eine  nur  noch  x  und  y  enthaltende,  auf  sämtliche 
Fasspunkte  bezügliche  Gleichung  übrig  zu  lassen.  Dieselbe  ist  die 
Gleichung  der  gesuchten  Fusspunktkurve. 

L  Die  gegebene  Kurve  sei  eine  Parabel,  aus  deren  Scheitel 
die  Senkrechten  gefällt  werden. 

Wählen  wir  wieder  die  Achse  der  Parabel  und  ihre  Scheitel- 
tangente zur  X'  und  y- Achse  eines  rechtwinkligen  Koordinaten- 
systems, so  lautet  nach  §  16  Nr.  11)  die  Gleichung  der  Tangente 
im  Parabelpunkte  Xj^y^^i 

nnd  für  die  aus  dem  Scheitel  darauf  gefällte  Senkrechte  ergiebt 
sich  nach  Nr.  6)  im  §  6: 

y^-'-^x. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

py  a?+y^ 

''  X  ^  X 

Werden  diese  Werte  in  die  Parabelgleichimg 

y^^  —  2pxi 

16* 
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eingesetzt,  so  erhält  man  bei  einfacher  Umgestaltung  die  fdr  alle 
Fnsspnnkte  geltende  Gleichung: 

1)  py^'^-2x{x^  +  y^. 

Die  gesuchte  Kurve  ist  hiemach  eine  Linie  dritten  Grades,  welcbe 
eine  zur  o;- Achse  symmetrische  Form  besitzt;  dabei  liegt  sie  yoU- 
stfindig  auf  der  Seite  der  negativen  x.  Mit  Bücksicht  auf  die 
letzte  Eigenschaft  ist  es  bequemer,  wenn  beide  Seiten  der  o^-Achae 
80  unter  sich  vertauscht  werden,  dass  die  positiven  x  auf  diejenige 
Seite  der  ^- Achse  zu  liegen  kommen,  auf  welcher  sich  die  Karre 
befindet.  Dabei  geht  o;  in  —  o;  über.  Wenn  wir  ausserdem  noch 
die  Konstante 

d.  i.  nach  §  14  Nr.  l)  den  Abstand  des  Parabelscheitels  vom  Brenn- 
punkte oder  von  der  Direktrix  einführen,  so  verwandelt  sich  die 
Gleichung  1)  in 

3)  fy'-xix^  +  y^), 

und  hieraus  ergiebt  sich,  wenn  auf  y  reduziert  wird, 

x^ 

4)  y^ —' 

^  ^       f-x 

Man  sieht  aus  diesem  Ausdrucke,  dass  y  nur  solange  reelle  Werte 

erhält,  als  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  f  enthalten  ist;  die  Kurve 

liegt  also  gänzlich  innerhalb  des  von  der  Scheiteltangente  und  der 

Direktrix  der  Parabel  begrenzten  Fll^chenstreifens«    Innerhalb  dieses 

Raumes  wachsen  die  y  von  0  bis  oo. 

Die  Grösse  f—xm  Nr.  4)  stellt  den  Abstand  eines  Kurven- 

punktes  von  der  Direktrix  dar«    Wird  auf  diesen  Ausdruck  reduziert, 

so  folgt 

ar 

r 

ein  Wert,  welcher  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann, 
da  X  die  Grenze  f  nicht  überschreitet,  während  y  ins  Unendliche 
wächst.     Die  Direktrix  ist  hiemach  Asymptote  der  Kurve. 
Gehen  wir  mittels  der  Substitutionen 

y  =■  r  siw  9p,         X  '^  r  cosffy         a;*  +  ^^  ■*  ♦** 

von  Nr.  3)  zu  Polarkoordinaten  über,  so  entsteht  die  Polargleichung 
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Fig.  54. 


5)  r  '^  fsin(p  tanq>* 

welche  zu  einer  höchst  ein&chen  Konstxuktion  der  in  Bede  stehen- 
den Kurve  hinfahrt  Wird  nämlich  in  Fig.  54,  wo  0  den  Parabel- 
scheitel und  DN  die  Direktrix  darstellt,  über  dem  Durchmesser 
OÄ  —  /*  ein  Exeis  gezogen,  so  ist,  wenn  L  Ä  OP  =  go 

gesetzt  wird, 

AM  —  fsin  g), 

folgüch,  da  LMÄN^LäOP, 

MN  ^  AM  tan  q>  ^  f  sm(p  tan  qp, 

und  hiemach  mit  Bücksicht  auf  Nr.  5),  wenn  P 
eiuen  Eurvenpankt  darstellt,  MN^  OP,  also  auch    ^ 
PN '^  OM,     Man  wird  leicht  bemerken,  wie  mit 
Benutzang  dieser  Eigenschaft  beliebig  viele  Funkte 
der  Kurve  gewonnen  werden  können. 

Die  durch  die  Gleichungen  l),  3),  4)  und  5) 
repräsentierte  Linie  führt  den  Namen  Cissoide. 

IL  Soll  die  Fusspunktkurve  der  Ellipse  für  die  aus 
dem  Mittelpunkte  gefällten  Perpendikel  gesucht  werden, 
so  gelten  für  den  Fusspunkt  xy  und  den  zugehörigen  Ellipsen- 
punkt  XiPi  (vgL  §  21  Nr.  11)  die  drei  Oleichungen: 


J> 


+ 


1, 


h^x^ 


^^ 


Aas  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 


5l 

a 


ax 


^y 


Ol?  +  y^  h       x^  +  y^ 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  dritte  Gleichung  ein,  so  erhält  man 
für  die  Fusspunktkurve: 


6) 


1, 


(a;*  +  yj 
oder  nach  Beduktion  auf  den  Nenner: 
7)  {t?  +  y^y  «  aV  +  6«y*. 

*  Hierbei  sind  ebenso  wie  in  der  Polargleichung  der  Neilischen 
Parabel  zwei  aus  der  Gleichmig  r'^O  hervorgehende  Wurzeln  abge- 
worfen worden. 
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Der  umstand,  dass  diese  Gleichung  nnr  gerade  Potenzen  you  x 
und  ^  enthält,  wonach  sich  zu  jedem  Werte  der  einen  Koordinate 
gleiche,  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehene  Werte  der 
andern  ergeben,  zeigt,  dass  die  gesuchte  Kurve  gegen  beide  Achsen 
symmetrisch  liegt,  eine  Eigenschaft,  die  auch  sofort  aus  der  Ent- 
stehung der  Linie  abgeleitet  werden  kann.  Die  Kurve  selbst  ist 
eine  Linie  vierten  Grades. 

Um  die  Form  der  Linie  bequemer  ermitteln  zu  können,  setzen 
wir  die  Gleichung  7)  in  Polarkoordinaten  um.  Dann  entsteht  die 
Gleichung: 

8)  r*  «  (j?i^  cos^q)  +  h^r^  sin^<p^ 

welche  in  die  beiden  Gleichungen 

r*  -=  0,  r^  '^^  0?  cos^  9  +  h^  sin*  9> 
zerlegt  werden  kann.  Die  erste  bezeichnet  den  Mittelpunkt  der 
Ellipse  als  einzelnen  ebenfalls  durch  die  Gleichungen  7)  und  8) 
dargestellten  Punkt;  diese  Lösung  ist  aber  offenbar  der  vorliegen- 
den geometrischen  Aufgabe  fremd,  da  keine  Ellipsentangente  dorch 
den  Mittelpunkt  gehen  kann;  fdr  unsere  Zwecke  bleibt  also  nnr 
die  Gleichung: 

9)  r^  —  a*  cos*  <P  +  &^  sin*  (p. 

Wird  hierin  mit  Benutzung  der  bekannten  Relation  a*  ^^h*  -{-  ^ 
[vgl.  §  14  Nr.  9)]  die  lineare  EzcentricitSt  c  eingeftihrt,  so  ergiebt 
sich  die  Gleichung: 

10)  r^^a*-c*sin*q>, 

der  man  auch,  wenn  mittels  der  Formel  c  ^  aa  [§  14  Nr.  8)]  die 
numerische  Excentricität  e  eingeführt  wird,  die  Form 

11)  r*  «  a«  (1  -  ««  ^nS) 

geben  kann.  Aus  Nr.  10)  ergiebt  sich  folgende  einfache  Konstruk- 
tion der  Kurve:  Man  lege  durch  einen  Brennpunkt  der  Ellipse  eine 
beliebige  Gerade  und  fälle  aus  den  Punkten,  worin  sie  den  über 
der  grossen  Achse  der  Ellipse  beschriebenen  Kreis  schneidet,  Senk- 
rechte auf  den  zu  der  gewählten  Geraden  parallelen  Durchmesser 
dieses  Kreises;  die  Einfallspunkte  dieser  Senkrechten  sind  Punkte 
der  Fusspunktkurve.  Es  können  nämlich  hierbei  in  Übereinstimmung 
mit  Nr.  10)  die  aufeinander  senkrechten  Längen  r  und  c  sin(p  als 
Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  angesehen  werden,  dessen 
Hypotenuse  gleich  a  ist. 
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Um  zunSchst  die  Fusspunktknrve  mit  der  Ellipse  selbst  in 
Yergleieh  zu  bringen,  kann  der  in  Nr.  10)  gegebene  Wert  von  r* 
mit  a'  —  c*  co^  q>  multipliziert  und  dividiert  werden.  Nach  ein- 
fachen Reduktionen  entsteht  hierbei  mit  Benutzung  der  gegen- 
seitigen Abhängigkeit  von  a,  h  and  c  das  Resultat: 

a*  —  c*  cos?  <p 

Halten  wir  diese  Gleichung  mit  der  für  dieselbe  Lage  des  Koordi- 
natensystems geltenden  Gleichung  der  Ellipse  in  Polarkoordinaten 
zusammen,  welche  nach  §  20  Nr.  4) 


r» 


a*  —  c*  cos^  q> 


lautet,  so  bestätigt  sich  ohne  Schwierigkeit  die  ans  der  Lage  der 
Ellipsentangenten  ersichtliche  Eigenschaft,  dass  beide  Kurven  in 
den  in  den  Koordinatenachsen  gelegenen  Punkten  zusammenfallen, 
dass  aber  in  allen  anderen  Punkten  die  Fnsspunktkurve  ausserhalb 
der  Ellipse  gelegen  ist. 

Zum  Zwecke  der  weiteren  Untersuchung  der  Gestalt  reicht 
es  aus,  wenn  wir  uns  auf  spitze  Werte  von  tp  beschränken,  weil 
durch  diese  Werte  einer  der  vier  mit  einander  kongruenten  Qua- 
dranten der  Fusspunktkurye  vollständig  umfasst  wird.  Aus  den 
Gleichungen  10)  und  ll)  ist  dann  zu  erkennen,  dass  r  abnimmt, 
während  q>  wächst,  dass  also  wie  in  der  Ellipse  die  beiden  Halb- 
achsen den  grössten  und  kleinsten  Halbmesser  darstellen.  Dabei 
können  aber  zwei  wesentlich  verschiedene  Formen  eintreten,  die 
Bich  ans  den  Grössen  der  Ordinaten  ergeben.  Wird  nämlich  mittels 
der  Formel  rÄW»^  — y  die  Gleichung  11)  in 

12)  y«  «  ^'  {fi2  sin^fp  (1  -  c»  sin^fp)  ] 

umgestaltet,  so  zeigt  sich,  dass  unter  der  Voraussetzung  positiver 
y,  die  für  spitze  Werte  von  q>  allein  zulässig  sind,  y  wächst  oder 
abnimmt^  je  nachdem  das  Eine  oder  das  Andere  mit  dem  Produkte 

£^  sifi?(p  (1  —  €*  sin^  (p) 

stattfindet.  Da  die  beiden  Faktoren  dieses  Produktes  eine  nnver- 
finderliche  Summe  geben,  so  folgt  ans  einem  bekannten  arithmeti- 
schen Satze,  dass  der  Wert  des  Produktes  von  ^  «  0  an  wächst, 
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bis  beide  Faktoren  gleich  geworden  sind,  worauf  wieder  Abnahme 
erfolgt.     Der  grösste  Wert  tritt  demnach  ein,  sobald  die  Relation 

1  —  e^  8in*q)  —  8^sin*q> 

Geltung  hat.  Dies  giebt,  wenn  wir  den  zugehörigen  Polarwinkel 
mit  q>m  bezeichnen, 

13)  ^•^«-eTf 

Aus  dieser  Formel  folgt  ein  unmöglicher  Wert  von  qo^t  solange 
«  <  y^;  für  €  =  yi  ist  <p  —  90®.  In  beiden  Fallen  wachst  also  y 
fortwahrend  von  (jp  >»  0  bis  <p  »  90®,  so  dass  die  grösste  Ordinate 
des  Quadranten  und  hiermit  die  grösste  Ordinate  überhaupt  mit 
der  kleinen  Halbachse  der  Ellipse  zusammenfallt.  Die  Kurve  h&t 
hierbei  eine  Form,  die  sich  von  der  Gestalt  der  Ellipse  selbst  nnr 
wenig  unterscheidet.  Ist  dagegen  e>Vy,  so  gehört  die  grösste 
Ordinate  zu  einem  innerhalb  der  Grenzen  0  und  90®  gelegenen 

Werte  des  Winkels  <p,  so  dass,  wenn 
^'  •     man   von   dem    Scheitel,   in  welchem 

9>  «  0  ist,  ausgeht,  die  Ordinaten  an- 
fanglich wachsen,  um  nachher  wieder 
abzunehmen.  Die  Fusspunktknrve  er- 
halt hierbei  die  Gestalt  von  Fig.  55, 
worin  ÄÄ'  und  BB'  die  Achsen  der 
dazu  gehörenden  Ellipse  darstellen;  sie  erscheint  an  den  Scheiteln 
der  kleinen  Achse,  bei  B  und  B'  eingedrückt,  und  zwar  umsomehr, 
je  grösser  e  wird,  oder  je  kleiner  die  kleine  Achse  im  Verhältnis 
zur  grossen  ist.     Für  die  Lange  der  grössten  Ordinate,   die  mit 

Pm  bezeichnet  werden  soll,  erhalt  man  aus  12)  und  13): 

a 

Das  zugehörige  x  kann  aus  der  Gleichung  7)  oder  auch  ans  der 
Belation  x  ^^  rcosq>  in  Verbindung  mit  Nr.  10)  und  13)  berechnet 
werden. 

III.  Die  Gleichung  der  Fusspunktkurve  einer  Hyperbel 
für  die  aus  dem  Mittelpunkte  gefällten  Senkrechten  er- 
giebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  im  Eingange  des  §  25  besprochene 
Beziehung,  welche  zwischen  der  Ellipsen-  und  Hjperbelgleichang 
stattfindet,  wenn  man  in  Nr.  7)  b^  mit  —  h^  vertauscht.  Die 
Gleichung  lautet  folglich: 
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14)  (a:^  +  y*)*  -  a«»*  -  6«y2, 

wonach  die  FuBspunktkorve  wieder  dem  vierten  Orade  angehört 
und  gegen  beide  Achsen  symmetrisch  gelegen  ist. 

Beim  Übergange  zu  Polarkoordinaten  erhält  man  aus  14)  oder 
auch  sogleich  aus  9)  die  Oleichong: 

15)  f^  ^  a^  cos^tp  —  5*  »m*9, 

welche,  wenn  mittels  der  Belation  c^  ^^  a^  +  t*  [§  14  Nr.  15)] 
und  c^^  la  die  lineare  und  numerische  Ezcentricit&t  eingeführt 
wird,  zeigt,  dass  die  Gleichungen  10)  und  ll)  auch  fOr  die  Fuss- 
punktkurve  der  Hyperbel  Anwendung  finden.  Mit  Nr.  10)  behftlt 
auch  die  davon  abgeleitete  Konstruktion  Geltung,  sobald  man  den 
umgeschriebenen  Kreis  der  Ellipse  mit  dem  Hauptkreise  der  Hy- 
perbel vertauscht 

Was   die  Gestalt  der  Linie  anlangt,  so  folgt  aus  15),  dass 
reelle  r  nur  möglich  sind,  solange  der  Bedingung 

tan^q>  <  -« 

Genüge  geleistet  wird.  Die  Kurve  ist  hiemach  zu  beiden  Seiten 
der  X-Achse  zwischen  zwei  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden 
eingeschlossen,  welche  eine  gegen  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
senkrechte  Lage  haben.  Im  Falle  der  gleichseitigen  Hyperbel  sind 
diese  beiden  Geraden  mit  den  Asymptoten  identisch.  Femer  lässt 
die  Gleichung  ll)  erkennen,  dass  unter  Voraussetzung  spitzer  Werte 
von  tp  der  Leitstrahl  r  von  a  bis  0  abnimmt,  w&hrend  q>  von  0 
bis  zu  einem  Werte  gpQ  wächst,  für  welchen 

1  a 

£  0 

ist.     Bücksichtlich  der  Ordinaten  folgt  wieder  aus  der  zur  Formel 

12)  angestellten  Betrachtung,  dass  sie  vom  Scheitel  der  Hauptachse 

aus  gerechnet  anfänglich  wachsen,  bis  Pig  ^ 

(p  den  in  Nr.  13)   gegebenen  Wert 

erlangt  hat,  um  nachher  wieder  bis  zu 

Nall  hin  abzunehmen.  Aus  allen  diesen 

Bemerkungen    ergiebt   sich    für    die 

Kurve  eine   schleifenähnliche  Gestalt,  wie  sie  in  Fig.  56  für  den 

speciellen  Fall  dargestellt  ist,  wo  die  Fusspunkte  ihre  Entstehung 
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einer  gleichseitigen  Hyperbel  verdanken.  Eine  Kurve  dieser  be- 
sonderen Art  führt  den  Namen  Lern ni skate. 

Für  die  Oleichung  der  Lemniskate  erhSlt  man  ans  14),  wenn 
a  '^h  gesetzt  wird, 

16)  (x' +  y*y  -  a*  (x^  -  y');  . 

auf  gleichem  Wege  entsteht  aus  15)  für  Polarkoordinaten  die  leicht 
konstruierbare  Gleichung: 

17)  r^'=^a^cos2q). 

Die  Lemniskate  besitzt  die  merkwürdige  Eigenschaffe,  das«, 
wenn  man  in  der  Achse  ÄÄ'  zu  beiden  Seiten  des  Mittelptmktes 
zwei  feste  Punkte  ^  und  P'  in  dem  Abstände  OF  —  OF*  —  «  Vr 
annimmt,  ftlr  jeden  beliebigen  Peripheriepunkt  das  Produkt  PF.  PF^ 
der  beständigen  Grösse  ^a^  gleich  ist.     Aus  den  Formeln 

PF^^(x-aViy+y\ 

PF^'-^ix  +  aY^y  +  y^ 

folgt  nämlich  durch  Multiplikation  nach  einfacher  Umformung: 

PF^PF'^  -  (x^  +  y^y  -  a«  {x^  -  y«)  +  1.  a\ 

und  hieraus  mit  Bücksicht  auf  Nr.  16): 

PF\PF'^^^a\ 

worin  die  angegebene  Eigenschaft  ausgedrückt  ist.  Die  Lemniskate 
bildet  hiemach  einen  besonderen  Fall  einer  Linie,  in  welcher  llber- 
haapt  das  Produkt  PF.PF^  eine  beliebige  konstante  Grösse  ^ 
besitzt,  um  auch  für  diesen  allgemeineren  Fall  die  Gleichung  zu 
entwickeln,  behalten  wir  die  vorher  angewendeten  Koordinaten- 
achsen bei  und  setzen  OF  '^  OF^  ^^  e.     Dann  ist 


PF^  ^{x-  ef  +  y\ 
PF^^  ^{x  +  ef  +  y\ 
woraus  mittels  der  vorgelegten  Bedingung  die  Gleichung 

{(«  -  ef  +  y»}  [{x  +  ef  +  »*}-«* 

hervorgeht.    Aus  derselben  ergiebt  sich  nach  Ausführung  der  Mul- 
tiplikation und  geänderter  Ordnung  der  Glieder: 

18)  {a?  +  y^y  -  2e«  («^  -  y^)  «  3*  -  e*. 
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Die  durch  (fiese  Gleichung  repräsentierte  Knrye  vierten  Grades  hat 
den  Namen  der  Cassini  sehen  Linie  erhalten.*  Sie  zeichnet  sich 
durch  eine  mit  der  gegenseitigen  Grösse  von  e  und  q  mannichfach 
wechselnde  Formverschiedenheit  aus.     Bedienen  wir  uns  der  Ab- 

kttrzung  —  »  f^   so   stellt  die  Cassinische  Linie  einen  Kreis  dar, 
ff 

wenn  s  »  0  ist;  sie  erhält  eine  der  Ellipse  ähnliche  ovale  Gestalt 

für  den  Fall  y\  ^  fi  >  0,  erlangt  eine  eingedrückte  Form  nac^ 
Art  von  Fig.  55,  wenn  e  zwischen  den  Grenzen  ]/-|-  und  1  liegt, 
geht  für  £  "-  1  in  die  Lemniskate  über,  trennt  sich  dann,  wenn  b 
den  Wert  Eins  Überschreitet,  in  zwei  die  Punkte  F  und  JP'  um- 
gebende geschlossene  Kurven  und  schwindet  endlich  in  diese  Punkte 
Belbet  zusammen,  wenn  e  unendlich  geworden  ist. 

« 
§  41. 
Die  Tangenten  algebvaisolier  Kurven« 

Eine  der  wichtigsten  Fragen  bei  Untersuchung  einer  krummen 
Linie  ist  die  Frage  nach  der  Bichtung  ihrer  Tangenten,  indem 
hierdurch  die  Bewegungsrichtung  des  die  Kurve  beschreibenden 
Punktes  in  seinen  verschiedenen  Lagen  bestimmt  wird.  Das  zu 
diesem  Zwecke  bei  Betrachtung  der  Linien  zweiten  Grades  benutzte 
Verfahren  reduziert  sich  schliesslich  auf  die  Ermittelung  der  gleichen 
Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung;  eine  erweiterte  Anwendung 
derselben  Methode  auf  Untersuchung  der  Linien  höherer  Grade 
würde  zu  der  Aufgabe  führen,  die  zweifachen  Wurzeln  einer  höheren 
Gleichung  ausfindig  zu  machen.  Da  die  Lösung  dieser  Aufgabe  bei 
Beschränkung  auf  die  Hilfsmittel  der  Elementarmathematik  nicht 
frei  von  Schwierigkeiten  ist,  so  soll  hier  ein  anderer  Weg  einge- 
schlagen werden,  auf  dem  wir  zu  allgemeineren  Resultaten  ge- 
langen.  Wir  schicken  dazu  folgende,  für  alle  Kurven  geltende  Er- 
örterungen voraus. 

Es  sei  die  Gleichung  irgend  einer  kruinmen  Linie  in  der  Form 

1)  F{x,y)^0 

gegeben  und  die  Aufgabe  gestellt,  an  diese  Kurve  im  Peripherie- 


*  Nach  dem  bekannten  Astronomen  Dominique  Cassini,  der 
diese  Linie  benutzte,  um  von  ihr  eine,  übrigens  irrtümliche  Anwendung 
auf  die  Theorie  der  Mondbeweg^g  t\x  machen. 
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punkte  Xj^y^  eine  Tangente  zu  legen.  Verbinden  wir  zunSchst  diesen 
Punkt  mit  einem  zweiten  Punkte  x^y^  ^^^  nfimlichen  Linie,  so  gilt 
nach  §  5  Nr.  9)  für  die  Bichtungskonstante  M  der  die  beiden 
Punkte  enthaltenden  Sekante  die  Formel 


2)  M^ 


Vi- 


x^      x^ 


welche  durch  Kombination  mit  den  aus  1)  folgenden  Gleichungen 

3)  J^K,yi)-0,         F{x^,y^)^0 

so  umgestaltet  werden  kann,  dass  sie  nur  noch  zulässig  bleibt, 
wenn  beide  Punkte  auf  der  gegebenen  Kurve  liegen.  Denkt  man 
sich  hierauf  den  Punkt  x^y^  nach  x^y^^  hin  bewegt ^  so  dreht  sich 
die  Sekante  um  den  letzteren  und  geht  endlich  in  eine  Tangente 
über,  wenn  ^  ■»  ^i  und  y^  ««  y^  geworden  ist.  Zu  diesen  bestimmten 
Specialwerten  von  x^  und  ^2  iiiuss   ein  bestimmter  Wert   von  M 

gehören,  der  zwar  aus  Nr.  2)  allein  in  der  unbestimmten  Form  — 

erscheint,  weil  ohne  Einzutreten  der  Gleichungen  3)  die  Aufgabe 
darauf  hinauskommen  würde,  die  Richtung  einer  beliebigen  durch 
einen  Punkt  gelegten  Geraden  zu  ermitteln,  der  aber  bei  zweck- 
dienlicher Benutzung  dieser  Gleichungen  irgend  eine  angebbare 
Grösse  erlangt,  die  wir  mit  N  bezeichnen  wollen.  N  ist  dann  die 
Bichtungskonstante  der  den  Berührungspunkt  a:^y^  enthaltenden 
Tangente,  und  die  Gleichung  dieser  Geraden  lautet  nach  §  5  Nr.  7): 

4)  y-^i  — 2V(rt-a;i). 

Es  bleibt  jetzt  die  einzige  Schwierigkeit  übrig,  in  jedem  spe- 
ciellen  Falle  die  Gleichungen  3)  so  anzuwenden,  dass  dadurch  ein 
bestimmter  Wert  von  N  erreicht  wird.  Die  allgemeine  Lösung 
dieser  Aufgabe  gehört  der  höheren  Mathematik  an;  für  den  spe- 
ciellen  Fall  aber,  dass  F  (x^y)  eine  algebraische,  ganze  und  ratio- 
nale Funktion  von  x  und  y  darstellt,  führt  die  folgende  Betracht- 
ung zum  Ziele. 

Jedes  einzelne  Glied  der  Gleichungen  2)  und  3)  im  §  37,  durch 
welche  die  Gleichungen  aller  algebraischen  Kurven  ausgedrückt  wer- 
den, besitzt,  wie  bereits  früher  bemerkt  wurde,  die  Form 

5)  *  Cx^y^. 

C  bezeichnet  hierin  eine  beliebige  Konstante,  die  Exponenten  p  und 
q   dagegen  sind   ganze   positive  Zahlen  mit  EinBchluss   der  NuU. 


/ 


9)  \^'^ 
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Bilden  wir  nun  ans  den  Gleichungen  3)  durch  Subtraktion  die  neue 

Gleichimg 

6)  J^(a:i,yi)-aF(a:,,  yj)-0, 

80  entsteht  aus  dem  Gliede  5)  der  Ausdruck 

welcher,  wenn  man  in  der  Parenthese  xfy^  substrahiert  und  ad- 
diertf  in 

umgestaltet  werden  kann.     Bei  Einführung  der  Abkürzungen 
ist  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze 

^2^  =  (yi  -  y^  ^y- 

Hiermit  erlangt  der  Ausdruck  7)  die  Form 

oder,  wenn  man  den  Faktor  {x^  —  x^  aushebt  und  die  Relation  2) 

benutzt, 

10)  C{x^  -  a;,)  (j^i«  Z,+Mxj^  2y). 

Wird  dann  die  ganze  Gleichung  durch  {x^  —  x^  dividiert,  so  ver- 
wandelt sich  10)  in 

11)  C(y,9i:^  +  Mx^P2:y), 

worin  man  nur  a^2  — ^n  %  — ^n  ^"^N  zu  setzen  hat,  um  zu 
einer  Gleichung  zu  gelangen,  aus  welcher  ein  bestimmter  Wert  vou 
y  hervorgeht.     Dabei  wird  nach  8) 

der  Ausdruck  11)  verwandelt  sich  also  in 

12)  Cipx^P-^y^^  +  qNx^Py^^-^). 

Wenden  wir  zunächst  diese  Methode,  um  sie  an  einem  bereit» 
anderwärts  behandelten  Beispiele  zu  prüfen,  auf  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades  an,  so  hat  man  für  zwei  Punkte  einer 
diesem  Ghrade  angehörenden  Linie  die  Gleichungen: 

Ax^^  +  By^^+  2Cx^y^+  2Dx^+  2Ey^  +  F  -^0, 
Ax^^  +  By^^+  2Cx^y^+2Dx^+  2Ey^  +  F^0, 
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auB  denen,  wenn  man  subtrahiert  und  die  in  Nr.  7)  und  9)  ange- 
wendeten Zerlegungen  benutzt,  die  Gleichung 

A  (xi  -  x^  {x^  +  xj)  +rF  (yj  -  y^  (y^  +  y,) 
+  20  jyi(iri-  ajj)  +  x^^y^- v^\ 
+  2D(iCi-a:2)  +  2-E;(yi-y,)-0 

hervorgeht.  Wird  hierin  durch  x^  —  x^  dividiert,  so  entsteht  mit 
Benutzung  der  Formel  2): 

und  hieraus,  wenn  fl^2  "*  ^i »  ^s  —  ^i»  M^^N  gesetzt  wird,  bei  gleich- 
zeitiger Entfernung  des  gemeinschaftlichen  Faktors  2: 

Ax^  +  BNy^+C{y^  +  Nx^)+D+EN^O. 

Dies  giebt,  wenn  man  auf  N  reduziert: 

Ax^+Cy^  +  B 
^      By,+  Cx^  +  E' 

was  mit  der  aus  der  allgemeinen  Tangentengleichung  5)  im  §  35 
folgenden  Richtirngskonstante  vollkommen  übereinstimmt. 

Das  angewendete  Verfahren  lässt  sich  zu  einem  einfachen  Me- 
chanismus umgestalten,  wenn  man  aus  der  Vergleichong  der  Aas- 
drücke  5)  und  12)  die  Umwandlung  entnimmt,  welche  jedes  Glied 
der  vorgelegten  Eurvengleichung  beim  Übergange  in  die  zur  Er- 
mittelung von  N  dienende  Formel  erleidet.  Wählen  wir  z.  B.  die 
Gleichung 

13)  Ax'^  +  By^+  CxPy9  +  D^0, 

welche  von  jeder  Art  von  Gliedern,  wie  sie  in  der  allgemeinen 
Gleichung  der  Linien  höherer  Grade  vorkommen  können,  eines  ent- 
hält, so  verwandelt  sich  bei  dem  fraglichen  Übergange  das  Glied 

Aaf"     in  mAxi^'-'K 

By-       „  nNBy^^-^ 

CxPy^    „  C(px,P-^y^^+qNx,Py,^-'), 

während  das  konstante  Glied  D  sogleich  bei  der  anfänglichen  Snb- 
traktion  verschwindet.  Die  zur  Bestimmung  der  Bichtungskon- 
staute  N  nötige  Gleichung  lautet  folglich: 

14)   mAxj^^'-^  +  fiNBy^^-^  +  C  (jpx^^^  y^  +  (iHfxf  V^"^)  —  0- 
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Man  wird  leicht  das  Bildungsgesetz  übersehen,  nach  welchem  Nr.  14) 
ans  13)  entstanden  ist.*  Zu  bemerken  haben  wir  noch,  dass  die 
Karvengleichung  nicht  notwendig  auf  Null  reduziert  zu  sein  braucht, 
was  sich  sofort  zeigt,  wenn  man  z.  B.  die  Gleichung  13)  in  der  Form 

gegeben  annimmt  und  Nr.  14)  in 

mAx;^^  +  nNByj^-^  ^  -  C  (p  V^^i'  +  ^•^^i''  J^i^O 
Timgestaltet. 

Als  Beispiel  für  die  Theorie  der  Tangenten  einer  Linie  höheren 
Grades  möge  die  Untersuchung  der  Cissoidentangenten  dienen. 

Aus  der  Gleichung  3)  im  §  40  folgt  nach  Ausführung  der 
Multiplikation  und  geänderter  Ordnung  der  Glieder  ftlr  die  Koor- 
dinaten eines  Cissoidenpunktes: 

15)  (xfi-fy^+xy^^O. 

Wird  die  oben  angegebene  Methode  auf  diese  Gleichung  angewen- 
det, so  entsteht  in  gleicher  Weise  wie  beim  Übergange  von  Nr.  13) 

'^  ^^)-  3V-  ^fViN+y^^-^  2Nx^y^^0, 

woraus  man  für  die  Bichtungskonstante  der  Cissoidentangente  die 
Formel 

16)  y-^^V+V 

«rhSlt.     Mit  Hilfe  der  aus  §  40  Nr.  4)  fliessenden  Gleichung 

ISsst  sich  hierin  der  Ausdruck  f —  x^  eliminieren;  wir  erlangen  da- 
durch die  von  der  beständigen  Grösse  f  unabhängige  Formel: 

um  hieraus  Folgerungen  für  die  Gestalt  der  Cjissoide  ziehen  zu 
können,  wollen  wir  mittels  der  Belationen 

18)  N'^ianr,         —  =  to«<jp 

^1 


*  Für  die  Feststellung  des  Bildungsgesetzes  ist  die  Umwandlung, 
welche  das  Glied  Crc'y*  erleidet^  ausreichend^  wenn  man  JLaf»,  Bt/^ 
und  D  mit  den  damit  gleichen  Ausdrücken  Äaff^y^,  Bx^y*  und  Bx^y^ 
vertauscht. 
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« 

den  von  der  Tangente  und  der  rr- Achse  eingeschlossenen  Winkel  x 
nnd  den  Polarwinkel  <p  des  Berührungspunktes  einführen.  Dum 
ergiebt  sich: 

19)  tanr  «  yta«<p  (3  +  to«*<p)  «=  yianrp  +  j-tan^q>. 

Dieses  Resultat  zeigt,  dass  von  <p  «  0  bis  ?>  =»  90**  der  Winkel  x 
gleichzeitig  mit  dem  Winkel  q>,  aber  in  betrftchtlich  stttrkerem  Orade 
als  dieser  wfichst,  woraus  leicht  hergeleitet  wird,  dass  die  Kurve 
wie  in  Fig.  54  (S.  228)  überall  der  2;- Achse  ihre  konvexe  Seite 
zukehren  muss. 

Als  Gleichung  der  Cissoidentangente  im  Punkte  x^p^  entsteht 
aus  Nr.  4)  bei  Substitution  des  in  Nr.  1 7)  enthaltenen  Wertes  von  Jf: 

20)  y-y,  =  ?^+iÖ(x-.0. 

Wird  hierin  y  —  0  und  ir  —  w  gesetzt,  wobei  m  die  Abscisse  des 
in  der  a;- Achse  gelegenen  Tangentenpunktes  bezeichnet,  so  erhält 
man  für  die  Subtangente  (vgl.  die  Anmerkung  S.  103)  den  Wert; 

X*  —  w  =*  - — 5—; — ^> 

und  hieraus,  wenn  mittels  der  Cissoidengleichung  die  Ordinate  jf] 

eliminiert  wird, 

2  {fx^  -  x^^ 
Xt  —  m^  __v_i LZ. 

^  3/'-2a;i 

Dieser  Ausdruck  erlangt  eine  für  die  geometrische  Darstellung  ein- 
fachere Form,  wenn  man  darin  den  Radius  a  des  in  Fig.  54  vai 
Konstruktion  der  Cissoide  benutzten  Kreises  einführt,  oder  f^2a 
setzt.     Dann  entsteht: 

oi\  2aXi  —  Xj* 

21)  x^-m — ' i-, 

ein  Wert,  der  sehr  leicht  konstruiert  werden  kann,  wenn  man  be- 
achtet, dass  2aXj^^x^*  das  Quadrat  der  zu  x^  gehörigen  Kreis- 
Ordinate  bezeichnet. 
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§42. 
Die  transoendenten  Linien  im  aUgemeinen. 

Alle  bis  jetzt  untersuchten  Linien  waren  derart,  dass  sie 
bei  Beziehung  auf  Parallelkoordinaten  durch  algebraische  rationale 
Gleichungen  zwischen  x  und  y  dargestellt  wurden.  Wenn  wir  nun 
bedenken,  dass  jede  Gleichung  zwischen  zwei  yerBnderlichen  Grössen, 
abgesehen  von  der  besonderen  Form  der  darin  enthaltenen  Funk- 
tionen, in  geometrischer  Auffassung  den  zusammenhängenden  Lauf 
einer  Linie  ausdrückt,  soweit  zu  reellen  sich  stetig  ändernden  Wer- 
ten der  einen  Yariabeln  eben  solche  Werte  der  anderen  gehören, 
80  bleibt  noch  für  die  Untersuchung  das  unendliche  Gebiet  solcher, 
offenbar  .krummen,  Linien  übrig,  deren  Gleichung  nicht  auf  die 
oben  genannte  Form  gebracht  werden  kann.  Alle  Kurven  dieser 
Art  werden  im  allgemeinen  transcendente  genannt. 

Bleiben  wir  zunächst,  um  mit  den  einfachsten  Fällen  zu  be- 
ginnen, bei  solchen  Gleichungen  stehen,  die  in  der  entwickelten  Form 

y-fix) 

gegeben  sind,  so  gehört  z.  B.  aus  dem  Gebiete  der  niederen  Arith- 
metik hierher  die  Gleichung 

worin  die  Basis  a  konstant  ist  und  der  Exponent  x  eine  veränder- 
liche Absdsse  darstellt.*     Auf  x  reduziert  giebt  sie  die  Formel 


*  Auch  Linien,  deren  Gleichung  die  Form 

besitzt,  wobei  m  konstant  sein  soll,  sind  zu  den  transcendenten  zu  rech- 
iien,  sobald  sie  nicht  unter  einen  bestimmten  endlichen  Grad  gebracht 
werden  können.     Es  findet  dies  statt,  wenn  m  eine  irrationale  Zahl 

ist,  also  z.  B.^  wenn  m^»]/^     Setzt  man  für  ^2  die  Näherungswerte 

Fort  u.  Soblömiloh,  aual.  Qeom.  I.  5.  Aufl.  16 

0 
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80  dass  bei  geometrischer  Darstellung  durch  Parallelkoordinaten 
die  Abscissen  die  den  Ordinaten  zugehörenden  Logarithmen  zur 
Basis  a  ausdrücken.  —  Gehen  wir  femer  in  das  Gebiet  der  Tri- 
gonometrie über,  80  erhalten  wir  einfache  Beispiele  transcendenter 
Kurven  ans  den  Gleichungen 

y  ^  smx^         y '^^  cosx,         y  ^tanx  u,  b.  w.y 

wobei  die  a;,  um  als  L&ngen  aufgetragen  werden  zu  können,  in 
Teilen  des  Radius  gemessene  Bogenlängen  bezeichnen  sollen.  Die 
Reduktion  auf  x  fllhrl  zu  den  cyklometrischen  Funktionen: 

X  =  Are  siny^        x  =  Are  cosy  n.  s.  f. 

Alle  genannten  einfachen  Funktionen  können  wieder  beliebig 
sowohl  unter  sich,  als  auch  mit  algebraischen  verbunden  werden, 
um  neue  Gleichungen  transcendenter  Kurven  zu  liefern,  wozu  noch 
eine  fortwährend  wachsende  Menge  solcher  Funktionen  tritt,  welche 
in  der  höheren  Mathematik  ihre  Entstehung  haben.  Ein  Versuch, 
die  Verschiedenartigkeit  der  hieraus  fliessenden  Gestalten  auch  nur 
angenähert  vorzuführen,  muss  bei  ihrer  unendlichen  Zahl  ein  ver- 
geblicher sein;  einer  vollständigen  Untersuchung,  auch  nur  der  ein- 
fachsten Formen,  sind  an  vielen  Stellen  die  Kräfte  der  Elementar 
mathematik  nicht  gewachsen.  Wir  beschränken  uns  deshalb  darani^ 
im  folgenden  die  Gleichungen  einiger  wenigen  häufiger  genannten 
transcendenten  Kurven  aufzustellen,  wobei  wir  der  Einfachheit  der 
Betrachtung  wegen,  soweit  Parallelkoordinaten  zur  Anwendung  kom- 
men, nur  von  rechtwinkligen  Systemen  Gebrauch  machen  werden. 

Eine  Kurve,  deren  Gleichung  auf  die  allgemeine  Form 

1)  y-'Ah 

zurückgeführt  werden  kann,  fährt  den  Namen  logarithmische 
Linie,  weil  ihre  Gleichung  sich  immer  so  umformen  lässt,  da» 
bei  geeigneter  Wahl  des  Koordinatenanfanges  und  der  Längenein- 
heit die  Abscissen  die  Logarithmen  der  zugehörigen  Ordinaten  f&r 


X 

c 


iM..,  +1,41..,  so  würde  in  diesem  Falle  die  Linie,  welcher  jene 
Gleichung  zukommt,  angenähert  durch  zwei  Kurven  vierzehnten  Grades, 
oder  durch  zwei  Kurven  vom  hunderteinundvierzigsten  Grade  u.  8.  f.  dar- 
gestellt werden  können.  In  der  That  gehört  sie  aber  einem  unendlich 
hohen  Grade  an.  Leibnitz  nennt  Linien  dieser  besonderen  Art  int  er* 
scendente  Kurven. 
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irgend  eine  gegebene  Basis  darstellen.   Bezeichnen  wir  nämlich  mit 

€  diese  Basis  und  mit  log  die  zugehörigen  Logarithmen,  so  Iftsst 

sich  vorerst  mit  Einführung  einer  neuen  best&ndigen  Orössd  m,  für 

welche  die  Belation 

i_       j_ 

oder,  indem  wir  zu  den  Logarithmen  übergehen, 
2)  w«       ' 


logh 
Geltung  hat,  die  Gleichung  1)  in 

umformen.  Wird  dann  der  Koordinatenanfang  auf  der  a;- Achse  um 
eine  yorlttufig  noch  unbestimmte  Strecke  a  verschoben,  so  geht  x 
m  x  +  a  über;  man  erhftlt  also: 

y^^Ae^  ^^ Ae^ e^j 
und  hieraus  entsteht,  wenn  man  über  a  so  verfügt,  dass 

a 

Ae^^^  m 
wird,  wonach 

4)  a^  mha-T 

^  A 

sein  muss,  die  Gleichung: 

5)  y  ^  me^. 

Wfihlt  man  die  durch  die  Gleichung  2)  bestimmte  Eonstante  m 
als  LSngeneinheit,  so  bleibt: 

6)  y^^,        x^hgy, 

wodurch  die  oben  ausgesprochene  Behauptung  gerechtfertigt  wird. 
Dabei  ist  füi*  die  allgemeine  Geltung  der  angewendeten  Folger- 
ungen nur  nötig,  dass  die  Basen  h  und  e  positive  Zahlen  darstellen 
und  nicht  gleich  Eins  sind;  negative  Werte  der  beständigen  Grössen 
ii,  c  oder  m  können  durch  geeignete  Vertauschung  der  positiven 
und  negativen  Achsenseiten  in  positive  umgewandelt  werden. 

Ist  die  Gleichung  der  logarithmischen  Linie  auf  die  Form  6) 
gebracht,  so  kann  man  noch,  ohne  dass  der  Allgemeinheit  der  Be- 
trachtung Eintrag  geschieht,  6>  1  annehmen.  Im  entgegengesetz- 
ten Falle  hat  man  nämlich  nur  die  durch  die  y- Achse  geschiedenen 

16* 
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Seiten  der  o;- Achse  zu  yerweehBeln,   um  x  in  —x  tlberznftthren; 
dann  verwandelt  sich  die  Oleichnng  der  Kurve  in 


(1) 


X 

I 


worin  —  gewiss  grösser  als  Eins  ist.  Gewöhnlich  versteht  man  imter  e 

die  bekannte  Irrationalzahl  2,7182818  ...;  die  Abscissen  der  darck 
die  Gleichung  6)  dargestellten  Kurve  stellen  in  diesem  Falle  die 
sogenannten  natürlichen  Logarithmen  der  zugehörigen  Ordinaten  dar. 
Was  die  Gestalt  der  logarithmischen  Linie  betrifft,  so  ergiebt 
sich  aus  Nr.  5)  oder  6)  zu  jedem  x,  welches  eine  ganze  Zahl  oder 
einen  Bruch  mit  ungeradem  Nenner  darstellt,  ein  positiver  reeller 
Wert  von  y,  der,  e  >  1  vorausgesetzt,  gleichzeitig  mit  x  wächst;  hin- 
gegen erh&lt  man  zwei  reelle  entgegengesetzte  Werte,  deren  abso- 
lute Grösse  ebenfalls  mit  x  zunimmt,  sobald  x  einen  Bruch  mit 
geradem  Nenner  bildet.  Auf  der  Seite  der  positiven  Ordinaten 
entsteht  demnach  eine  stetig  zusammenhangende  Linie,  wftbrend 
auf  der  Seite  der  negativen  y  nur  eine  unbegrenzte  Anzahl  isolierter 
Punkte  befindlich  ist.  Von  letzteren  ist  hier,  wo  es  «sich  um  die 
Untersuchung  kontinuierlicher  Linien  handelt,  gttnzlich  abznseben. 
Für  den  Verlauf  der  daim  übrig  bleibenden,  auf  der  Seite  der 
positiven  y  gelegenen  Kurve  folgt  aas  5),  dass  y^m,  wennx»0; 
far  a;  —  +  00  wird  y  —  co,  für  a;  «  —  oo  ist  y  =»  0.  Die  Kurve 
erstreckt  sich  also  auf  der  Seite  der  positiven  x  und  y  ins  Unend- 
liche, wShrend  sie  sich  der  negativen  Abscissenachse  fortwährend 
nähert,  ohne  dieselbe  je  zu  erreichen«     Die  o;- Achse  ist  demnach 

unter  Voraussetzung  der  Gleichungsformen 

5)  oder  6)  eine  Asymptote  der  logaritb- 

mischen  Linie. 

Zwei    logarithmische    Linien  BÄC 

und  B'ÄC'  (Fig.  67),  deren  Gleichungen 

die  Form 


X 

m 


y  —  wc^,       y  «=»  me 

besitzen,  wobei  e  die  Basis  der  natür- 
lichen Logarithmen  darstellen  soll,  sind  unter  sich  kongruent,  da 
eine  in  die  andere  übergeht,  wenn  x  mit  —  x  vertauscht  wird. 
Aus  beiden  kann  eine  in  der  Mechanik  mehrfach  vorkommende 
transcendente  Kurve  DÄB'  gebildet  werden,  wenn  man  Parallelen 
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wie  P^üf,  zur  ^- Achse  zieht  und  darin  den  geometrischen  Ort  für 
den  Halhierungspunkt  P  der  von  den  Kuryen  BÄC  und  B'äC 
begrenzten  Strecke  P^P^  aufsucht.    Setzen  wir  OM  «=  a?,  MP^  —  y^ 
MP^  ■»  ^91  so  gelten  die  Gleichungen 

Man  erhält  hieraus  für  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung: 

7)  y  =  ^(e"+c~™), 

oder,  wenn  wieder  wie  bei  Nr.  6)  m  zur  Längeneinheit  gewählt  wird, 

8)  y  =  1.  (e»  +  er-). 

Die  durch  die  Gleichungen  7)  und  8)  charakterisierte  Kurve  führt 
den  Namen  der  gemeinen  Kettenlinie.  Sie  wird  von  einem  in 
zwei  Punkten  frei  aufgehangen  en,  vollkommen  biegsamen  und  un- 
debnbaren  Faden  gebildet,  wenn  derselbe  in  allen  Punkten  gleiche 
Belastungen  trftgt,  wenn  er  also  z.  B.  unter  der  Voraussetzung, 
dasB  gleiche  Fadenl&ngen  gleich  schwer  sind,  durch  sein  eigenes 
Gewicht  gespannt  wird. 

§  43. 
Die  Spirallinien. 

Wird  die  auf  rechtwinklige  Parallelkoerdinaten  bezogene  Gleich- 
ung einer  algebraischen  Kurve  mittels  der  bekannten  Formeln 

1)  X  ^  r  cosqp,         y  ^^  r  sin  cp 

in  Polarkoordinaten  umgesetzt,  so  geht  das  allgemeine  Glied  der 
algebraischen  Gleichung ,  für  welches  wir  früher  die  Form 

2)  Cx^y^ 

festgestellt  hatten,  in  der  Gleichung  für  Polarkoordinaten  in 

3)  CrP-^9cos^fp8m^q> 

über.  Mit  Bücksicht  auf  den  umstand ,  dass  der  Wert  dieses  Gliedes 
Tollkommen  ungeSndert  bleibt,  wenn  man  den  Winkel  q>  um  eine 
ToUe  Umdrehung  wachsen  oder  abnehmen  Iftsst,  konnten  wir  alle 
einer  solchen  Gleichung  entsprechenden  Punkte  erlangen,  wenn  wir 
uns  auf  solche  Werte  von  q>  einschränkten,  die  zwischen  den 
Grenzen  0  und  360^  enthalten  sind.  Nicht  minder  war  es  ge- 
stattet, negative  Leitstrahlen  auszuschliessen ,  weil  es  für  die  Grösse 
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des  mit  3)  bezeichneten  Ausdruckes  völlig  gleichgiltig  bleibt,  ob 
maa  r  mit  -  r  vertauscht,  oder  dem  Polarwinkel  einen  um  eine 
halbe  Umdrehung  grösseren  oder  kleineren  Wert  verleiht  Diese 
Beschränkungen  sind  aber  nicht  mehr  zulässig,  wenn  alle  einer 
Gleichung  von  der  Form 

r  ^f(q))     oder     F  (r,  g>)  =»  0 

entsprechenden  Punkte  dargestellt  werden  sollen  und  die  Funktionen 
f  und  F  in  Beziehung  auf  die  Längen  der  Leitstrahlen  nicht  die 
im  vorigen  angegebene  Periodicität  besitzen,  wobei  jedoch  die 
Kurven  nicht  mehr  algebraisch  sein  können,  sondern  dem  Gebiete 
der  transcendenten  Linien  angehören  müssen.  Namentlich  gehOren 
hierher  alle  solche  Kurven,  aus  deren  Gleichung  in  Polarkoordinaten 
für  stetig  wachsende  Polar winkel  fortwährend  zu-  oder  abnehmende 
Vektoren  hervorgehen,  so  dass  in  jeder  durch  den  Koordinaten- 
anfang  gezogenen  Geraden  unendlich  viele  Peripheriepunkte  gelegen 
sind.  Linien  dieser  Art  ziehen  sich  in  unendlich  vielen  Windungen 
um  den  festen  Pol  herum  und  führen  im  allgemeinen  den  Namen 
Spiralen  oder  Spirallinien. 

Zur  Untersuchung  der  Spiralen  eignen  sich  am  besten  ihre  anf 
Polarkoordinaten  bezogenen  Gleichungen,  wobei  wir  aber  nach  dem 
vorhergehenden  die  Werte  der  Leitstrahlen  sowohl  als  der  Polar- 
winkel nicht  mehr  beschränken  dürfen,  sondern  zwischen  den  weitesten 
reellen  Grenzen  —  oo  und  +  oo  gelegen  annehmen  müssen.  —  um 
hier,  wo  wir  nicht  mehr  mit  goniometrischen  Funktionen  der  Polar- 
winkel zu  thun  haben,  die  Werte  von  q>  ebenso  wie  die  r  als  ab- 
strakte Zahlen  auffassen  zu  können,  die  bei  Annahme  einer  be- 
stimmten linearen  Einheit  als  Längen  darstellbar  sind,  werden  wir 
jene  Winkel  durch  die  Bogenlängen  ausdrücken,  welche  ihnen  in 
einem  mit  der  Längeneinheit  als  Halbmesser  um  den'  Fol  kon- 
struierten Kreise  zugehören.  Wir  bedienen  uns  dabei  der  Abkürzung 
4)  d^Ärctpy 

so  dass  für  zwei  einander  entsprechende  Werte  von  9  und  q>  die 
Proportion 

Geltung  findet.*     Die  Gleichung  einer  jeden  Spirallinie  wird  dann 
in  der  Form 

*  Um  eine  Analogie  mit  dem  ParaUelkoordinatensystem  zu  erhalten, 
können  wir  den  mit  einem  der  linearen  Einheit  gleichen  Halbmesser  um 
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r-f(P) 
dargestellt.  —  Als  Beispiele  für  die  Spiralen  wShlen  wir  die  folgenden. 
I.  Die  Spirale  des  Archimedes  oder  lineare  Spirale,  die 
einfachste  von  allen,  besitzt  die  Oleichnng 
6)  r  —  aO, 

wobei  a  einem  beliebigen  konstanten  Werte  gleich  sein  solL  Be- 
zeichnen wir  zwei  ihrer  Punkte  mit  rO  und  r^O^,  so  folgt  aus 

die  Proportion: 

r  xr^^Q  \  öj. 

Man  kann  sich  hiemach  ^  da  die  Vektoren  in  demselben  VerhSltnisse 
wie  die  Polarwinkel  zunehmen,  die  genannte  Spirale  durch  die 
stetige  Bewegung  eines  Punktes  erzeugt  denken,  der  auf  einer  um 
den  Pol  gedrehten  geraden  Linie  von  diesem  Drehmittelpunkte  aas 
so  fortrückt,  dass  die  von  ihm  zurückgelegten  Wege  den  von  der 
Geraden  beschriebenen  Winkeln  proportional  sind.  Eine  derartige 
Spirale  würde  also  z.  B.  entstehen,  wenn  bei  gleichförmiger 
Drehung  des  Badiusvektor  um  den  Pol  ein  beschreibender  Punkt 
auf  ihm  gleichförmig  fortrückt. 

Setzt  man  O^ »  2^  +  0^  bo  fallen  r^  und  r  in  dieselbe  Gerade, 
gehören  aber  zu  zwei   um  den  umfang  einer  Windung  von  ein- 
ander entfernten  Punkten.    Für  den  Abstand  p^  ^ 
beider  Punkte  folgt  dann: 

T^  —  r  ^  a  (ßy^^  %)  ^  2ica, 

d.  h.  in  jeder  durch  den  Pol  gelegten  Geraden 
besitzen  die  einzelnen  Windungen  die  unyer- 
finderliche  Entfernung  2 na, 

Fig.  58  stellt  ein  Stück  des  den  positiven  Werten  von  0  ent- 
sprechenden Teiles  einer  Spirale  des  Archimedes  dar.  Für  negative  9 
wechselt  auch  r  sein  Vorzeichen,   ohne  seine  absolute  Grösse  zu 

den  Pol  als  Mittelpunkt  gezogenen  Kreis  als  eine  krummlinige  Abscissen- 
achse  ansehen,  auf  welcher  der  Durchschnitt  mit  der  Polarachse  den 
Nullpunkt  bildet,  von  dem  aus  die  positiven  und  negativen  $  nach 
beiden  Seiten  gezählt  werden.  Die  auf  diesem  Kreise  senkrecht  stehen- 
den Vektoren  bilden  die  den  Abscissen  $  zugehörigen  Ordinaten;  nur 
findet  dabei  der  Unterschied  statt,  dass  diese  Ordinaten  nicht  von  ihrem 
Einfallspunkte  in  die  Abscissenlinie,  sondern  vom  Kreismittelpunkte  aus 
gemessen  werden. 
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ftndem:  der  hierzu  gehörende  Teil  der  Kurve  ist  daher  dem  in 
der  Figur  dargestellten  völlig  gleich,  besitzt  aber  eine  entgegen- 
gesetzte Lage.  Man  erhftlt  ihn,  wenn  man  sich  die  Bildebene  um 
eine  in  der  Ebene  der  Spirale  durch  den  Pol  Ä  gelegte  Senkrechte 
zur  Polarachse  ^X  so  herumgedreht  denkt,  dass  ^X  die  Bück- 
wftrtsverlangerung  seiner  vorherigen  Lage  bildet 

n.  Wird  nach  Analogie  der  auf  rechtwinklige  Parallelkoordi- 
naten bezogenen  Parabelgleichung  y^^  2px  für  Polarkoordinaten 
die  Gleichung 

7)  r^^2pd 

gebildet,  so  heisst  die  dadurch  ausgedrückte  Kurve  eine  parabo- 
lische Spirale.  Nach  der  Form  ihrer  Gleichung  sind  negative 
Werte  von  6  völlig  ausgeschlossen,  weil  sie  auf  imaginftre  Leit- 
strahlen hinführen.  Zu  jedem  positiven  0  gehören  zwei  an  ab- 
soluter Grösse  gleiche,  der  fiichtung  nach  aber  entgegengesetzte 
Werte  von  r,  so  dass  die  Kurve  aus  zwei  im  Pole  zosammen- 
treffenden  Teilen  besteht,  für  welche  der  Pol  selbst  den  Mittel- 
punkt bildet.  Einer  dieser  Teile  tritt  an  die  Stelle  des  andern, 
wenn  man  die  Spirale  eine  halbe  Umdrehung  um  eine  rechtwinklig 
gegen  die  Ebene  der  Kurve  durch  den  Pol  gelegte  Achse  machen 
lässi  Beschränken  wir  uns,  um  einen  dieser  beiden  Teile  voll- 
ständig kennen  zu  lernen,  auf  positive  r,  so  ist  für  6  «-  0  auch 
r  —  0,  und  es  wächst  voh  hier  an  r  gleichzeitig  mit  9,  so  das8 
eine  im  ganzen  mit  Fig.  58  einige  Ähnlichkeit  besitzende  Gestalt 
entsteht.  Nur  findet  der  unterschied  statt,  dass,  wenn  man  in  der 
Bichtung  eines  Leitstrahles  vom  Pole  aus  fortgeht,  die  einzelnen 
Windungen  immer  näher  aneinander  treten,  weil  nach  der  Form 
von  Nr.  7)  die  r  in  einem  schwächeren  Verhältnisse  als  die  zuge- 
hörigen Werte  von  0  anwachsen.  Bestätigt  wird  diese  Bemerkung, 
wenn  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Archimedischen  Spirale 
den  Abstand  zweier  in  einer  durch  den  Pol  gelegten  Geraden  be- 
findlichen Peripheriepunkte  bestimmen,  welche  zu  zwei  aufeinan- 
der folgenden  Windungen  gehören,  unter  Beibehaltung  der  früheren 
Bezeichnungen  folgt  aus  den  Gleichungen 

r«=2i?0,         ri^^2p{27t  +  d), 

wenn  man  die  Differenz  fj*  —  r*  in  (r^  —  r)  (r^  +  f)  zerlegt,  das 
Resultat: 
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4  «  ü         2  Jt  ü 
^1  +  *•         r^ 
worin  r^  das  leicht  konstmierbare  arithmetische  Mittel  zwischen  r^ 
und  f  darstellt.    Da  in  der  letzten  Gleichung  der  Zähler  konstant 
ist,  80  mnss  der  besprochene  Abstand  sich  vermindern,  sobald  mit 
wachsendem  6  der  Nenner  zunimmt, 
m.  Die  durch  die  Gleichung 

8)  rO  ^  a 

repräsentierte  Spirale  heisst  mit  Bezug  auf  die  Ähnlichkeit,  welche 
zwischen  Nr.  8)  und  der  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Gleichung 
einer  Hyperbel  feir  Farallelkoordinaten  stattfindet,  hyperbolische 
Spirale.  Sie  besteht  aus  zwei  unter  sich  kongruenten  Teilen, 
Ton  denen  der  eine  den  positiven  und  der  andere  den  negativen 
Werten  von  0  entspricht  und  die  gegen  einander  eine  gleiche  Lage 
haben,  wie  in  der  Spirale  des  Archimedes,  weil  auch  hier  r  und 
0  gleichzeitig  ihre  Vorzeichen  wechseln.  Halten  wir  zur  Unter- 
suchung der  Gestalt  eines  dieser  beiden  Teile  positive  Werte  von 
6  fest,  so  folgt  aus  der  auf  r  reduzierten  Gleichung 

dass  r  abnimmt,  wenn  0  wächst,  dabei  aber  nie  vollständig  in  Null 
tlbergehen  kann.  Die  einzelnen  Windungen  nähern  sich  also  fort 
imd  fort  dem  Pole,  ohne  ihn  je  vollständig  zu  erreichen;  derselbe 
bildet  einen  sogenannten  asymptotischen  Punkt.  In  ihrer  An- 
näherung an  diesen  Punkt  treten  die  Windungen  immer  enger  an- 
einander, wie  sich  sofort  zeigt,  wenn  wir  fUr  zwei  um  den  Umfang 

einer  Windung  von  einander  entfernte  Punkte  aus  den  Gleichungen 

a  a 


die  Dififerenz 

_      _        2jta  ^^^^' 

bilden.  Der  Zähler  dieses  Ausdrucks  ist 
konstant,  während  der  Nenner  wächst, 
wenn  0   zunimmt  oder  die  Grösse  von 

r  sich  vermindert.  V  fe^ ir — .\ v 

Nach  der  andern  Seite  hin  rückt  für 
abnehmende  0  oder  zunehmende  r  die  hyperbolische  Spirale  inmier 
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nSher  an  eine  Gerade  LV  (Fig.  59),  welche  in  einem  Abstände  AB  =»  a 

parallel  znr  Folarachse  AX  iSuft.     Setzen  wir  nämlich  MP^y^ 

so  ist 

y  —  r  sinQj 

folglich  bei  Einsetzung  des  Wertes  von  r  ans  Nr.  9) 

sind 
y-a-g-. 

Hieraus  ergiebt  sich  sogleich  die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen 

Behauptung,  wenn  man  beachtet,   dass  der  Quotient  — g-  kleiner 

als  die  Einheit  ist,  solange  sich  d  von  Null  unterscheidet,  für 
0  »  0  aber  in  Eins  übergeht.*  Da  in  dem  letzteren  Falle  der 
Badiasvektor  unendlich  werden  muss,  so  stellt  die  Gerade  LL 
eine  Asymptote  dar. 

Bemerkenswert  ist  noch  die  folgende  geometrische  Deutung 
der  Gleichung  8).  Beschreibt  man  aus  dem  Mittelpunkte  A  mit 
dem  Halbmesser  AP  den  von  der  Spirale  und  der  polaren  Achse 
eingeschlossenen  Kreisbogen  PQ,  so  ist  die  Länge  dieses  Bogen» 
gleich  rO,  wenn  r  und  0  die  Polarkoordinaten  des  Punktes  P  be- 
zeichnen. Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  hyperbolischen 
Spirale  folgt  hieraus,  dass  ein  solcher  Kreisbogen,  wie  PQ,  die  nn- 
veränderliche  Länge  a  ^  AB  besitzt,  an  welcher  Stelle  der  Kune 
aucji  der  Punkt  P  angenommen  sein  mag. 

IV.  Wird  in  der  Gleichung  der  logarithmischen  Linie  [yergl 
§  42  Nr.  l)  bis  Nr.  6)]  y  mit  r  und  x  mit  0  yertanscht,  so  ent- 
steht die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale.  Nach  Aiift- 
logie  Yon  §  42  Nr.  3)  kann  sie  immer  auf  die  Form 


*  Aus  der  für  jeden  zwischen  den  Grenzen  0  und  -^  enthaltenen 
Bogen  9  geltenden  Ungleichung 

tan9>$'^9%n9 
folgt,  wenn  man  mit  den  darin  enthaltenen  Ghrössen  in  9»n9  diyidiert, 

I  co»ö<  — <1. 

Beide  Grenzen ,  zwischen  denen  der  Quotient  — r—  enthalten  ist,  rücken 

0 

fOr  abnehmende  Werte  von  9  einander  immer  näher;  schliesslich  fallen 
beide  zusammen  und  es  geht  auch  der  yon  ihnen  eingeschlossene  Quo- 
tient in  die  Einheit  über,  wenn  9  =  0  geworden  ist. 
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10)  r  -  A^ 

gebracht  werden,  woraus  die  Gleichung 

entsteht,  wenn  man  die  polare  Achse  in  der  Ebene  der  Kurve  mit 
Beibehaltung  des  Poles  um  einen  in  Teilen  des  Badius  gemessenen 
Bogen  a  dreht,  f(ir  welchen  die  Belation 

m 
^  A 

Geltung  hat  Bei  dieser  Drehung  geht  nämlich  0  in  0  +  a  über, 
imd  es  sind  ganz  analoge  Reduktionen  wie  bei  der  logarithmischen 
Linie  anwendbar.  Wir  können  hierbei  unter  e  die  Basis  der  natür- 
lichen Logarithmen  verstehen  und  m  als  positive  Zahl  auffassen« 
Nach  ll)  ergiebt  sich  dann  für  jedes  0  ein  positiver  reeller  Wert 
von  r,  der  gleichzeitig  mit  0  zunimmt.  Für  0  «  0  ist  r  =  w, 
ftlr  0  «  +  00  wird  auch  r  —  co,  für  0  =  —  oo  ist  r  =-  0.  Die 
logarithmische  Spirale  erstreckt  sich  hiemach  mit  ihren  Windungen 
auf  der  einen  Seite  ins  Unendliche,  während  sie  sich  auf  der  andern 
dem  Pole  fortwährend  nähert,  ohne  ihn  je  zu  erreichen.  Der  Pol 
büdet  in  gleicher  Weise  wie  in  der  vorher  untersuchten  Kurve 
einen  asymptotischen  Punkt.  Dabei  müssen  offenbar  die  einzelnen 
Windungen  immer  näher  aneinander  rücken,  je  mehr  sie  sich  diesem 
Punkte  nähern.  Wir  finden  diese  Bemerkung  bestätigt,  wenn  wir 
den  allgemeinen  Ausdruck  für  den  geradlinigen  Abstand  zweier 
um  den  Umfang  einer  Windung  von  einander  entfernten  Punkte 
aufsuchen.  Werden  die  Leitstrahlen  der  zu  den  Bogenlängen  0 
und  2^  +  0  der  Polarwinkel  gehörenden  Punkte  wieder  mit  r 
und  r^  bezeichnet,  so  hat  man 

9  »jr+ö  2n  9 


folglich 


9 


r^—  r  =«  me"^ 


Hierin  bedeutet  der  auf  der  rechten  Seite  ausserhalb  der  Klammer 
befindliche  Faktor  den  Radiusvektor  r;  der  Inhalt  der  Parenthese 
dagegen  ist  eine  beständige  Grösse.  Die  Differenz  r^  —  r  nimmt 
demnadi  in  demselben  Verhältnisse  wie  r  ab  oder  zu. 
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Nach  der  Gleichung  11)  sind  auch  noch  negative  Werte  von  r 
ß 

möglich,  sobald  —  einen  Bruch   mit   geradem   Nenner  darstellt: 

m 

mda.  erhält  hieraus  zwar  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Punkten, 
aber  keine  zusammenhängende  Linie,  weil  diese  Punkte  nicht  eine 
stetige  Folge  bilden. 

§  44. 

Die  BoUkuTven. 

Dieselbe  gegenseitige  Abhängigkeit,  in  welcher  zwei  darch 
eine  Gleichung  aneinander  gebundene  veränderliche  Grössen  stehen, 
ist  auch  dann  noch  vorhanden,  wenn  die  Werte  beider  Yariabeln 
durch  zwei  Gleichungen  an  eine  diitte  veränderliche  Grösse  ge- 
knüpft sind.     Hat  man  z.  B.  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

1)  a?  =  g>  (©),         y^flf  (w), 

worin  fp  und  t|;  die  allgemeinen  Symbole  beliebiger  Funktionen  einer 
Yariabeln  a>  bezeichnen  mögen,  so  erhält  man  daraus  fdr  jeden 
Wert  von  od  zwei  zusammengehörige  Werte  von  x  und  y,  die,  wenn 
man  x  imd  y  als  Parallelkoordinaten  auffasst,  die  Lage  eines 
Punktes  bestimmen.  Giebt  nun  die  stetige  Änderung  von  lo  Werte 
von  X  und  y,  die  sich  ebenfalls  stetig  ändern,  also  eine  konti- 
nuierliche Folge  von  Punkten  darstellen,  so  wird  durch  das  System 
der  beiden  Gleichungen  l)  der  zusammenhängende  Lauf  einer  Linie 
bestimmt,  ganz  abgesehen  davon,  ob  die  Mittel  der  Mathematik 
ausreichen,  die  Hilfsvariabele  co  zwischen  diesen  Gleichungen  m 
eliminieren.  Eine  nutzbare  Anwendung  finden  solche  Gleichungs- 
systeme bei  einer  Klasse  von  Kurven,  die  wir  im  folgenden  als 
letztes  Beispiel  transcendenter  Linien  vorführen  wollen. 

Wird  an  einer  festen  Linie  eine  andere  so  hinbewegt,  dass 
sie  mit  ihr  in  fortwährender  Berührung  bleibt,  sich  dabei  aber  an 
der  festen  Linie  abwickelt,  so  dass  bei  je  zweien  ihrer  aufeinander 
folgenden  Lagen  die  zwischen  den  zusammengehörigen  Berührungs- 
punkten enthaltenen  Bogenlängen  in  beiden  Peripherien  einander 
gleich  sind,  so  beschreibt  ein  mit  der  bewegten  Linie  in  fester 
Verbindung  bleibender  Punkt  eine  neue  Linie,  die  wir  imi  allge- 
meinen eine  Bollkurve  (Roulette)  oder  auch  Cykloide  nennen 
wollen.  Die  einfachsten  hierher  gehörigen  Fälle  entstehen,  wenn 
ein  Kreis,  ohne  zu  gleiten,  auf  einer  Geraden  oder  auf  der  Peripherie 
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eines  anderen  Kreises  fortrollt,  oder  wenn  eine  Gerade  sich,  ohne 
Terschoben  zu  werden,  an  der  Peripherie  eines  Ereises  abwickelt. 
I.  Die  gemeine  Cykloide  oder  Cjkloide  im  engeren  Sinne 
ist  der  Weg,  den  ein  Peripheriepunkt  eines  Ereises  beschreibt^ 
wenn  letzterer,  ohne  zu  glei-  ^s-  6a 

ten,  auf  einer  geraden  Linie 
rollt    In  Fig.  60  sei  A^         f/ 
die  feste  Gerade  und  P  der       pL^' 
beschreibende  Punkt,  der  in       /[x> 

A  mit    dem    Berührungs-      ^^^      '^  A' 

ponkte  der  Geraden  und  des  Ereises  zusammengefallen  sein  mag. 
Wir  nehmen  AJ!  zur  a;- Achse  nnd  A  zum  Koordinatenanfange 
eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems,  setzen  also  AM^=^Xy 
MP^y^  der  durch  seine  in  Teilen  des  Halbmessers  ausgedrückte 
Bogenlänge  gemessene  Winkel  NCP  (der  sogenannte  Wälzungs- 
winkel)  heisse  co ,  und  CP  «=»  CT  =  CN  —  a  sei  der  Badius  des 
rollenden  Kreises.  Dann  erh&lt  man,  wenn  PQ  parallel  zur  o;- Achse 
gezogen  wird,  aus 

X  «  AN-  MN^  Are  PN-  PQ,       y^NC-QC 
die  zusammengehörigen  Gleichungen: 

2)  x^^  a<Q  —  asmaa^         y  =^  a  —  a  cos  co, 

Beduziert  man  die  letzte  dieser  beiden  Gleichungen  auf  cos(o^  so 
ergiebt  sich: 

»-y         ..^.       1/;; LTii—      V2ay-y^ 


Costa  ^ -^        sm od  « Yl  —  cos' w 


o  =  Are  cos 


(^)' 


nnd  hiermit  kann  durch  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  erste 
Gleichung  die  HilfsgrÖsse  o  eliminiert  werden.  Bequemer  ist  es 
aber  in  den  meisten  Fällen,  von  dem  Systeme  der  Gleichungen  2) 
Gebrauch  zu  machen. 

Aus  der  ftlr  y  aufgestellten  Gleichung  folgt,  dass  die  Ordinate 
immer  zwischen  den  Grenzen  0  und  2  a  enthalten  sein  muss,  und 
zwar  ist  y  —  0,  wenn  cosca  =»1,  oder  wenn  oo  einen  der  Werte 

...  — 47C,       — 27r,       0,       +  27C,       +4«,... 

besitzt;  man  erhält  dann  für  x  die  Längen 

...  —  4Äa,       —  2«a,       0,       +  2jra,      +47ca»... 
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Femer  erreicht  y  seinen  grössten  Wert  2a,  bo  oft  ooscd»— 1, 
oder  so  oft  a>  einen  der  Werte 

erlaugt;  für  x  finden  sich  dann  die  zugehörigen  Grössen 

. . .  -^  3na,       —  7ta,       -{-  tcol^       -f-  Zrcdy . . . 

Werden  hierzu  noch  Zwischenwerte  gefügt,  so  kommt  man  zq 
der  Erkenntnis,  dass  die  Kurve  aus  imendlich  vielen  kongraent^n 
Zügen  von  der  Form  ABA!  (Flg.  60)  besteht. 

Als  ein  weiteres  Beispiel  dafür,  in  welcher  Weise  das  System 
der  Gleichungen  2)  zur  Untersuchung  der  Kurve  zu  benutzen  ist, 
wühlen  wir  die  Ermittelung  der  Tangentenlage.  Wir  können  hierza 
im  allgemeinen  den  im  §  41  zur  Auffindung  der  Tangenten  alge- 
braischer Kurven  benutzten  Weg  einschlagen,  indem  wir  n&mlich 
von  der  Richtung  einer  zwei  Peripheriepunkte  enthaltenden  Sekante 
durch  Drehung  dieser  Geraden  bis  zum  Zusanmienfallen  der  beides 
Peripheriepunkte  zur  Tangentenrichtung  übergehen. 

Sind  x^  y^  und  x^  y^  zwei  Cjkloidenpunkte ,  denen  die  WSlzongs- 
winkel  co  +  ^  ui^d  a>  —  5  zugehÖren,  so  ist 

oN    ix^^a{p'\'  S)  —  asin{{o  +  S)^      y^^a  —  acosip  +  S)^ 
\x^^=a{m  —  S)  —  asm{p—S),       y^^  a  —  a  cos  {m  —  6). 

Unter  Benutzung  der  Formeln 

-.  j  sin  (m  +  6)  —  sin  (m  —  d)  ^^2  cosm  sin  d, 

I  cos  (od  — -  d)  —  cos  (od  +  6)  '^  2  sin  OD  sin  6 

folgt  hieraus   für  den  in  der  Drehrichtung   der  Polarwinkel  ge- 
messenen Winkel  a,  den  eine  die  Punkte  Xiy^  und  x^y^  enthaltende 
Sekante  mit  der  Abscissenachse  einschliesst, 
-.  .  ^1  —  y«  sin  OD  sind 

x^—  x^       o  —  cosoD  s%nc 

Wird  hierin  im  Zähler  und  Nenner  durch  S  dividiert,  so  entsteht, 

wenn  wir  zur  Abkürzung 

.  sin  6 

6)  -j-^B 

setzen,  die  Gleichung: 

_.  .  t  sinm 

7)  iana^ 


1  -— .  €  cos  W 

Für  J  •«  0  wird  c  =  1  (vergl.  die  Anmerkung  auf  S.  250);  dabei 
fallen  beide  Peripheriepunkte  zusammen  und  die  Sekante  wird  via 
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Tangente.    Bezeichnet  also  x  den  im  gleichen  Sinne  wie  6  gemessenen 
Winkel,  den  diese  Tangente  mit  der  o;- Achse  bildet,  so  folgt  aus  7): 


8) 


tanx 


sinm 


09 

cot-T- 
2 


1  —  cosm 

Man  kann  hieraus  leicht  herleiten,  dass  die  Tangente  im  Punkte  P 
(Fig.  60)  durch  den  von  der  Geraden  AJ!  am  weitesten  abstehen- 
den Punkt  T  des  Erzeugungskreises  gehen  muss.  PT  ist  Tangente 
mid  FN  Normale. 

Beobachtet  man  den  Weg,  den,  w&hrend  der  Erzeugungskreis 
auf  der  Basis  AJi!  rollt,  ein  auf  dem  Badius  CP  oder  seiner  Ver- 
längerung, im  Abstände  c  vom  Ereismittelpunkte  gelegener  Punkt 
beschreibt,  so  erhält  man  in  gleicher  Weise ,  wie  die  Gleichungen  2) 
entstanden,  für  den  Ort  dieses  Punktes  die  zusammengehörigen 
Pormeln: 
9)  rr»"  ao»  —  c^oD,         y^^a  —  ccosm. 

Die  hierdurch  ausgedrückte  Kurve  führt  den  Namen  geschweifte 
oder  gedehnte  Cjkloide,  wenn  c<iai  verkürzte  oder  ver- 
schlungene Cykloide,  wenn  c>  a.  Die  Untersuchung  ihrer 
Gestalt  mit  Benutzung  der  Gleichungen  9)  kann  in  ähnlicher  Weise 
wie  bei  der  gemeinen  Cykloide  geführt  werden. 

IL  BoUt  ein  Kreis  auf  der  Aussenseite  der  Peripherie  eines 
festen  Kreises,  so  beschreibt  ein  Peripheriepunkt  der  rollenden 
Linie  eine  sogenannte  Epicykloide.  Zur 
Ermittelung  der  Gleichungen  dieser  Kurve 
legen  wir  in  Fig.  61  durch  den  Mittelpunkt 
des  festen  Kreises  ein  rechtwinkliges  Koordi- 
natensystem, dessen  ^- Achse  den  Anfangs- 
pnnkt  A  der  Bewegung  enthält,  in  welchem 
der  beschreibende  Punkt  P  mit  dem  Berühr- 
ungspunkte beider  Ejreise  zusammenfiel.  Setzen 
wir  wieder  den  Wälzungswinkel  OCP 


CD, 


so  ist  wegen  der  Gleichheit  der  aneinander  abgewickelten  Bogen- 


längen LCOA 


ao 


und  LQCP^ 


{h  +  a) 


CD 


)  wenn  a  den  Badius 


des  rollenden,  b  den  Badius  des  festen  Kreises  bezeichnet  Sämt- 
liche Winkel  sollen  hierbei  wie  vorher  in  Teilen  des  Halbmessers 
ausgedrückt  werden.  Aus  der  Figur  folgt  dann  zunächst,  wenn 
PQ\OX  und  BC\\OY  gezogen  ist, 
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OM^OB-PQ,         MP^RC-QC, 

nnd  hieraus  ergiebt  sich  fdr  die  Koordinaten  x  und  y  des  beschrei- 
benden Punktes  P: 


10) 


X  ^  {p  +  a)  sm  -7 a  sm  ^  — 


h  h 


/r    ,     \        «o>  (5  +  a)  OD 

2/  ="  (2>  +  a)  cos  -T acos 


Werden  beide  Gleichungen  quadriert  und  addiert,  so  erhält  man 
fQr  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  P  vom  Mittelpunkte  0 
des  festen  Kreises: 

11)         x^  +  y^  «.  {h  +  ay  +  a^-2a  (h  +  a)  cosm, 

woraus  sofort  folgt,  dass  diese  Entfernung  immer  zwischen  den 
Grenzen  h  und  h  -\-  2  a  enthalten  sein  muss.  An  der  ersten  dieser 
beiden  Grenzen  ist  cos  co  »=  1 ,  od  besitzt  also  einen  der  Werte 

...  — 4ä,       —  2n,       0,       +2«,       +4«,... 

an  der  zweiten  Grenze  ist  cos  od  =»  —  1 ,  woraus  man  für  10  die 
Werte 

erhält.  Die  zugehörigen  x  und  y  finden  sich  aus  den  Gleichungen  10). 

Sobald  die  beiden  Radien  a  und  h  in  einem  kommensurablen 

Verhältnisse  stehen,  sind  die  Epicykloiden  nicht  mehr  transeendente 

Linien,  sondern  gehören  in  das  Gebiet  der  algebraischen  Kurven. 

GW 

In  diesem  Falle  sind  nämlich  offenbar   auch   die  Winkel  -p  und 

0 

- — —^ —  kommensurabel.     Bezeichnen  wir  nun  ihr  gemeinschaft- 
0 

liches  Mass  mit  co^,  so  lässt  sich 

ao  (b  +  a)cD 

setzen,  wobei  m  und  n  zwei  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Dann  er- 
langen die  Gleichungen  10)  die  Form: 

X  ^  (h  +  a)  sin  mm^  —  a  sin  wooi, 
2/  =•  (&  +  «)  cosmco^  —  a  cosnto^, 

worin  man  nur  die  goniometrischen  Funktionen  der  Winkel  mmi 
und  nooj  in  bekannter  Weise  durch  sinoDi  und  cosm^^  auszudrücken 
hat,  um  mittels  der  Gleichung  sin^m^  + cos^ca^^l  den  Winkel  «1 
eliminieren  zu  können.     Es  bleibt  dann  eine  algebraische  Oleichung 
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zwischen  x  und  y,  —  Als  einfachstes  hierher  gehöriges  Beispiel 
wählen  wir  den  Fall,  wenn  beide  Radien  einander  gleich  sind.  Die 
angegebene  Bechnnngsform  iSsst  hierbei  noch  einige  Yerein&ch' 
nngen  zu.  Setzen  wir  nftmlich  in  Nr.  10)  &  —  a  und  verlegen  zu- 
gleich den  Koordinatenanfang  nach  Ä  (Fig.  61),  so  dass  y  m  y  +  a 
übergeht,  so  erhalten  wir  für  den  vorliegenden  Fall: 

x^  2a9in(o  —  a  sin2m, 

y  «=  2aca8m  —  a  (1  +  cos2m). 

Mittels  der  Formeln 

sin2a  '^  2  sinto  cosod^         1  -f  cos2m  -»  2  cos^m 

folgt  hieraus: 

X  —  2a  «n CO  (l  —  cosm), 

y  =  2a  cös»  (1  —  cosm). 
Beide  letzte  Gleichungen  geben  durch  Division  verbunden 

X 

tanto  «  — > 

y 

woraus  unter  Berücksichtigung,  dass  nach  der  zweiten  der  vor* 
hergehenden  Gleichungen  costo  und  y  immer  gleiches  Vorzeichen 
haben  müssen, 

y 

cos  CO  ■=     , 

hervorgeht  Wird  dieser  Wert  in  den  letzten  für  y  gefundenen 
Ausdrock  eingesetzt,  so  ergiebt  sich  nach  einfacher  Umformung: 

12)  (iP*  +  y*  +  2ay)«  -  4a^  (a?«  +  f). 

Die  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Linie  vierten  Grades  be- 
sitzt, wie  sich  unter  anderem  durch  Transformation  in  Polarkoor- 
dinaten leicht  ableiten  lässt,  eine  herzförmige  Gestalt  und  führt 
hiervon  den  Namen  Cardioide. 

m.  Lftsst  man  den  beweglichen  Kreis  auf  der  innem  Seite 
der  Peripherie  eines  festen  Kreises  rollen,  so  wird  die  von  einem 
seiner  Peripheriepunkte  beschriebene  Kurve  Hypocykloide*  ge- 
nannt.    Ihre  Gleichungen  werden  unter  Beibehaltung   der  vorher 


*  Besitzt  der  rollende  Kreis  einen  grösseren  Radius  als  der  ruhende, 
BD  dass  sich  seine  konkave  Seite  auf  der  konvexen  des  festen  Kreises  ab- 
wickelt, 80  erh&lt  die  Kurve  von  einigen  den  Namen  Pericykloide. 
Auf  die  Ableitung  der  Gleichung  hat  dieser  Unterschied  keinen  Einfluss. 

Fort  IL  Sohlömiloh,  »nftl.  Geom.  I.  6.  Anfl.  17 


258 


Zehntes  Kapitel.    Traoscendente  Linien. 


angewendeten  Bezeichnungen  und  der  früheren  Lage  des  Koordi- 
natensystems ohne  weiteres  ans  den  ftlr  die  Epicykioide  geltenden 
Formeln  hergeleitet,  wenn  man  dem  Halbmesser  a  und  dem  WSlz- 
ungswinkel  m^  welche  beide  in  eine  entgegengesetzte  Lage  über- 
gehen, die  entgegengesetzten  Vorzeichen  erteilt.  Man  wird  diese 
Bemerkung  bestfttigt  finden,  wenn  man  die  Fig.  61  in  der  dem 
jetzigen  Falle  entsprechenden  Weise  abändert.  Nach  Analogie  von 
Nr.  10)  ergeben  sich  dann  für  den  Hjpocjkloidenpunkt  xy  mit 
dem  Wälzungs Winkel  o>  die  Gleichungen: 

(b  —  a)  m 


13) 


ao) 


X 


{)>  —  d)  SMi  — asin 


f  \        «ß>  1  (6  —  a)  CD 

y  —  (o  —  a )  cos  -r-  -r  acos  - — r-^^ — 

D  0 


woran  ähnliche  Betrachtungen  wie  bei  der  Epicykioide  geknüpft 
werden  können.  So  gelangt  man  u.  a.  in  gleicher  Weise  wie  dort 
zu  dem  Resultate,  dass,  wenn  die  Halbmesser  der  beiden  Kreise 
kommensurabel  sind,  die  Hypocykloide  in  das  Gebiet  der  algebraifichen 
Kurven  übertritt.  Untersuchen  wir  z.  B.  den  Fall,  wo  der  Durch- 
messer des  rollenden  Kreises  gleich  dem  Badius  der  festen  Basis 
oder  &  —  2a  ist,  so  entsteht  aus  Nr.  13): 

ic  ""0,         y  =  2a  cos—' 

Die  erste  dieser  Oleichungen  zeigt,  dass  dann  die  Hypocykloide  in 
die  geradlinige  Ordinatenachse  übergeht,  die  zweite,  dass  der  be- 
schreibende Punkt  immer  innerhalb  derjeni- 
gen Strecke  dieser  Geraden  bleiben  muss, 
in  welcher  sie  einen  Durchmesser  des  festen 
Kreises  bildet. 

IV.  Als  letztes  Beispiel  einer  Linie, 
welche  nach  der  früher  aufgestellten  Be- 
griffsbestimmung im  weiteren  Sinne  ebenfalls 
zur  Klasse  der  lioUkurven  gezShlt  werden 
kann,  wählen  wir  die  Kreisevolvente 
(Fig.  62).  Sie  wird  von  einem  Punkte  P  einer  Geraden  PJV  be- 
schrieben, die  sich  ohne  Verschiebung  an  der  Peripherie  eines 
festen  Kreises  so  fortbewegt^  dass  sie  inmier  mit  ihm  in  Berühr- 
ung bleibt.   Es  bildet  also  diese  Kurve  gewissermassen  den  direkten 
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Gegensatz  zur  gemeinen  Cjkloide,  indem  bei  ihr  der  Kreis  fest  und 
die  Gerade  beweglich  ist,  während  dort  der  umgekehrte  Fall  statt- 
fand. 

um  ihre  Gleichungen  für  Parallelkoordinaten  zu  ermitteln,  be- 
nutzen wir  ein  rechtwinkliges  System,  dessen  Anfang  mit  dem 
Mittelpunkte  0  des  gegebenen  Kreises  zusammenfällt.  Die  ^- Achse 
wird  durch  den  in  der  Ejreisperipherie  befindlichen  Kurvenpunkt  Ä 
gelegt  Stellen  OM  ^»^  x  und  MP » y  die  Koordinaten  des  be- 
schreibenden Punktes  P  dar,  für  welchen  die  bewegte  Gerade  PN 
den  Kreis  in  N  tangiert,  so  ist,  wenn  man  QN  und  BN  parallel 
zu  den  Koordinatenachsen  zieht, 

x^OB-QN,         y^BN+QP. 

Wird  nun  der  Radius  OA  »  OJV»  a  gesetzt  und  der  in  Teilen 
des  Halbmessers  ausgedrückte  Winkel  AON  mit  m  bezeichnet,  so 
erhftlt  man  aus  dem  Entstehungsgesetze  der  Kurve: 

PN'--' Are  AN '^  am, 

folglich  in  Verbindung  mit  den  vorhergehenden  Gleichungen: 


"'       1^ 


=  a  stn G>  —  am  cos m , 
«»  a  cos  00  +  Ä  o>  ^w  «• 


Soll  die  Kreisevolvente  durch  Polarkoordinaten  r  und  0  (in 
gleicher  Weise  wie  bei  den  Spiralen,  denen  sie  der  Gestalt  nach 
Zugezahlt  werden  kann)  ausgedrückt  werden,  so  können  auch  diese 
beiden  verftnderlichen  Grössen  vom  Winkel  oo  abh&ngig  gemacht 
werden.  Behalten  wir  0  als  Koordinatenanfang  bei  und  nehmen 
OT  zur  polaren  Achse,  so  ist 

r*  =  Ä*  +  «*,         tand  =>  — 

y 

Mit  Benutzung  von  Nr.  14)  giebt  die  erste  dieser  beiden  Formeln 
15)  r^^a^  +  a^m\ 

woraus  in  Übereinstimmung  mit  der  Entstehungsweise  der  Evol- 
vente folgt,  dass  kein  Punkt  dieser  Kurve  innerhalb  des  festen 
Kreises  gelegen  sein  kann.    Von  r  «=  a  an  wachsen  die  Werte  von 

X 

r  gleichzeitig  mit  oo  ins  ünehdliche.   Die  Gleichung  tan  0  »  —  führt, 

wenn  man  aus  14)  die  Werte  von  x  und  y  einsetzt  und  im  Zähler 
und  Nenner  durch  acosm  dividiert,  zu  dem  Resultate: 
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ß        tana  —  oo 

tonö«  — • 

1+00  ton© 

Wird  hierin  auf  od  reduziert,  so  entsteht  die  einfache  Formel: 

16)  CO  —  tan  (g)  —  6), 

ans  welcher  die  den  verschiedenen  oo  zugehörigen  Werte  von  6  be- 
rechnet werden  können.  —  Die  Gleichungen  15)  und  16)  lassen 
sich  übrigens  auch  auf  sehr  leichte  Weise  ■  unmittelbar  aus  der 
Fig.  62  herleiten,  wenn  man  darin  den  Leitstrahl  OP  zieht  Wir 
geben  dies  der  Selbstübung  des  Lesers  anheim. 

Die  Untersuchung  über  die  Lage  der  Tangenten  einer  Kreis- 
evolvente  kann  mit  Hilfe  der  Gleichungen  14)  auf  demselben  Wege 
wie  bei  der  gemeinen  Cjkloide  geführt  werden.  Sie  liefert  das 
Resultat,  daas  alle  Tangenten  des  festen  Kreises,  welcher  in  dem 
im  §  39  auf  Seite  223  festgestellten  Sinne  die  zugehörige  Evolute 
<!arstellt.  Normalen  der  Evolvente  bilden.  Es  ist  dies  eine  Eigen- 
schaft, welche,  wie  die  höhere  Mathematik  beweist,  jeder  Evolute 
in  Beziehung  zu  ihrer  Evolvente  zukommt. 
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Vorrede  zur  ersten  Auflage. 


Bei  der  Ausarbeitung  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes  habe  ich  meine  Aufmerksamkeit  vorzüglich  auf  zwei 
Punkte  gerichtet,  die  gerade  für  ein  Schulbuch  —  und  mehr 
soll  das  vorliegende  nicht  sein  —  ihre  Berechtigung  haben 
dürften. 

Um  zunächst  die  dem  Kalkül  der  analytischen  Geometrie 
eigentümlichen  Abstraktionen  möglichst  anschaulich  zu  machen, 
ist  die  nahe  Verwandtschaft  der  analytischen  und  der  deskrip- 
tiven Geometrie  so  viel  als  thlinlich  hervorgehoben  wor- 
den; gern  hätte  ich  die  Analogie  zwischen  beiden  noch  weiter 
ins  Detail  verfolgt  und  an  einer  Reihe  von  Aufgaben  den 
Parallelismus  des  analytischen  und  deskriptiven  Verfahrens 
nachgewiesen,  wenn  nicht  hierdurch  eine  Weitläufigkeit  der 
Exposition  und  ein  Figurenreichtum  entstanden  wäre,  die  sich 
mit  den  engen  Grenzen  eines  Lehrbuchs  nicht  vertragen. 
Ich  musste  mich  daher  auf  eine  prinzipielle  Erörterung  be- 
schränken und  habe  nachher  nur  an  geeigneten  Stellen  jene 
Analogie  näher  berührt.  Im  Zusammenhange  damit  ist  die 
Entwickelung  der  Fundamentalformeln  durchaus  nach  einem 
und  demselben  Verfahren,  nämlich  durch  Anwendung  von 
Projektionen  ausgeführt  worden;  man  erhält  hierdurch  auch 
die  Formeln  zur  Eoordinatenverwandlung  auf  die  kürzeste 
Weise  und  fast  ohne  Rechnung. 

Zweitens  habe  ich  in  dem,  was  ich  gebe,  nach  einer 
gewissen  Vollständigkeit  gestrebt.  So  sind  die  lehrreichen, 
auf  gerade  Linien  und  Ebenen  bezüglichen  Aufgaben,  welche 
die  deskriptive  Geometrie  sorgfältig  zu  behandeln  pflegt,  mit 
möglichster  Ausführlichkeit  und  allgemein  in  Beziehung  auf 
ein  schiefwinkliges  Koordinatensystem  bearbeitet,  wobei  sich 


IV  Vorrede. 

hie  und  da  auch  einige  wissenschaftliche  Ausbeute  fand,  wie 
z.  B.  die  Konstruktion   der  Transversalen  zu  vier  gegebenen 
Geraden.  —  Für  die  Flächen  zweiten  Grades  habe  ich  zwei 
Diskussionen   gegeben,   die   Cauchysche   und  die   Plücker- 
sche,   und    zwar   scheint  mir  letztere  die  notwendige  wissen- 
schaftliche Ergänzung  der  ersten  zu  sein.     Wenn  es  nämlicb 
nur    darauf    ankommt,    aus    der    allgemeinen    Gleichung  die 
individuellen  Flächen  auszulesen,  so  kann  man  sich  die  Sache 
durch  Voraussetzung  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystemes 
erleichtern  und  dann  führt  Cauchys  Betrachtung  jedenfalls 
auf    die   kürzeste   und   eleganteste   Weise   zum   Ziele;   hieran 
schliesst    sich    naturgemäss    die   Betrachtung    der    einzelnen 
Flächen,    wie   sie  in  den  §§  34  —  38   mitgeteilt  ist.     Wenn 
aber    nachher    die    Gleichung    irgend    einer    Fläche    zweiten 
Grades    auf    ein   schiefwinkliges   Koordinatensystem   bezogen 
vorkommt  und  rasch  entschieden  werden  soll,  welche  indiii- 
duelle  Fläche  durch  dieselbe  charakterisiert  wird,  so  wäre  es 
eine  zu  grosse  Umständlichkeit,  die  Gleichung  auf  rechtwink- 
lige   Koordinaten    zu    bringen    und    die    ganze    Cauchysche 
Betrachtung    zu    wiederholen;    hier    ist  es   die   Plückersche 
Diskussion,    welche   durch   Entwickelung   leicht   anwendbarer 
Kriterien  eine  augenblickliche  Entscheidung  herbeiführt.    Bei 
dieser  Stellung  lässt  sich  übrigens  die  P  lücker  sehe  ünter- 
suchimg    vereinfachen,    weil    man    die   individuellen    Flächen 
zweiten  Grades  als  schon  bekannt  voraussetzen  darf. 

Das  letzte  Kapitel  —  die  analytische  Projektionslehre  — 
ist  gewissermassen  nur  ein  Anhang  zur  analytischen  Geometrie, 
hoffentlich  aber  denen  nicht  unwillkommen,  welchen  daran 
liegt,  die  Ergebnisse  des  Kalküls  in  möglichst  einfacher  Weise 
graphisch  darstellen  zu  können. 

Dresden,  Michaelis  1855. 

O- 


Vorrede. 


Vorrede  zur  zweiten  Auflage, 


Die  vorliegende  zweite  Auflage  unterscheidet  sich  von 
der  ersten  nur  durch  eine  Änderung,  welche  den  Gebrauch 
des  schiefwinkligen  Koordinatensystemes  betriflPt.  Da  nämlich 
letzteres  meistens  zu  komplizierten  Formeln  führt  und  daher 
selten  benutzt  wird,  so  habe  ich  mich  im  eigentlichen  Texte 
auf  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  beschränkt  und  die 
Untersuchungen  über  das  schiefwinklige  System  in  Anhänge 
zu  den  einzelnen  Kapiteln  verwiesen.  Durch  diese  Änderung 
dürfte  das  Buch  an  praktischer  Brauchbarkeit  wesentlich  ge- 
wonnen haben;  der  Text  enthält  nun  gerade  dasjenige  Material, 
welches  man  auf  polytechnischen  Instituten  im  Laufe  eines 
Semesters  zu  behandeln  pflegt. 

Dresden,  im  September  1863. 

O.  Schlömilch. 


Vorrede  zur  dritten  und  vierten  Auflage. 


Entsprechend  dem  in  den  früheren  Vorreden  angegebenen 
Zwecke  des  vorliegenden  Werkes  bot  sich  keine  Veranlassung, 
die  gegenwärtige  neue  Auflage  mit  grösseren  Zusätzen  aus- 
zustatten. So  wichtig  und  interessant  auch  die  verschiedenen 
neueren  Koordinatensysteme  in  rein  wissenschaftlicher  Be- 
ziehung sind,  so  haben  sie  bis  jetzt  in  der  angewandten  Mathe- 
matik doch  nur  sehr  spärliche  Anwendung  gefunden,  und  zur 
Zeit  ist  es  immer  noch  das  System  der  Punktkoordinaten, 
welches  bei  den  Problemen  der  Geodäsie,  Mechanik  u.  s.  w. 
die  Hauptrolle  spielt. 

Dresden,  im  August  1877. 

O.  SohlömUcli, 


VI  Vorrede. 


Vorrede  zur  fünften  Auflage. 


Da  die  fünfte  Auflage  des  ersten  Teils  nach  dem  Ableben 
seines  Verfassers  von  Herrn  Prof.  Dr.  Heger  hier  besorgt 
und  mit  mehrfachen  Verbesserungen  ausgestattet  worden  ist,  so 
hielt  ich  es  für  geboten,  dem  genannten  Herrn  alle  diejenigen 
Änderungen  und  Zusätze  anheimzugeben,  wodurch  die  Gleich 
formigkeit  beider  Teile  zu  erreichen  war.  Herr  Prof.  Heger 
hat  sich  dieser  Arbeit  mit  dankenswerter  Bereitwilligkeit 
unterzogen  und  namentlich  die  Theorie  der  Ebene  und  die 
Diskussion  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  durch 
wertvolle  Ausführungen  bereichert. 

Dresden,  im  Mai  1886. 

O.  SchlömilcL 
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Erstes  EapiteL 
Die  Punkte  im  Baume. 


§1. 

Das  FarallelkooTdinatensysteni. 

So  wie  man  in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  die 
Lage  eines  Punktes  dadurch  bestimmen  kann,  dass  man  ihn  auf 
ein  System  ebener  Parallelkoordinaten  bezieht,  so  benutzt  man  zur 
Fixierung  eines  im  Baume  befindlichen  Punktes  ein  analoges  System 
räumlicher  Parallelkoordinaten,  welches  auf  folgende  Weise  zu 
Stande  kommt. 

Wir   denken   uns   drei   in   einem  Punkte  0  sich  schneidende 
Ebenen  ihrer  Lage  nach  als  fest  bestimmt;  der  Durchschnitt  der 
ersten  und  zweiten  Ebene  heisse  OX,  der  Durchschnitt  der  ersten 
and  dritten   OF,   der  Durchschnitt  der  zweiten  und  dritten   OZ, 
Die  erste  Ebene,  welche  die  Geraden  OX  und  OY  enthält,  nennen 
wir    die   Eoordinatenebene    oder   Projektionsebene   xy\    in 
gleicher  Weise  bezeichnen   wir  die  beiden  «nderen  Ebenen  XOZ 
und  YOZ  als  die  Koordinaten-  oder  Projektionsebenen  x»  und  ys. 
Die  Geraden  OX,  OY^  OZ  heissen  die  Koordinatenachsen  und 
zwar  OX  die  Achse  der  a;,  OF  die  der  y  und  OZ  die  der  js;  der 
Punkt  0,  in  welchem  die  Koordinatenachsen  zusammentreffen,  wird 
der    Anfangspunkt    der    Koordinaten    genannt;    die    Winkel 
XOYy   XOZ^    YOZ  endlich,    welche  die  Koordinatenachsen  'mit- 
einander  bilden,    mögen    den  Namen    der    Koordinatenwinkel 
fahren  und  der  Reihe  nach  mit  L{xy\   L(xi),  L{yz)  bezeichnet 
werden. 

Betrachten  wir  nun   einen  Punkt  P  innerhalb   des  von  den 
Koordinatenebenen  eingeschlossenen  Baumes,  so  können  wir  seine 
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Fig.l. 


Lage  dadurch  bestimmen,  dass  wir  durch  JP  drei  den  Koordinaten- 
ebenen  parallele  Ebenen  legen  und  die  Abschnitte  angeben,  welche 

diese  neuen  Ebenen  auf  den  Koor- 
dinatenachsen bilden.  Die  Yor- 
handenen  sechs  Ebenen  schliessen 
nämlich  ein  ParaJlelepiped  ein, 
dessen  Kanten  den  Koordinaten- 
achsen parallel  laufen;  die  Punkte 
0  und  P  sind  zwei  gegenüber 
liegende  Ecken  desselben;  yon 
den  übrigen  sechs  Ecken  mSgen 
L,  Mj  N  diejenigen  sein,  welche  der  Beihe  nach  in  den  Achsen 
der  rr,  der  y  und  der  e  liegen,  endlich  P',  P",  P"'  diejenigen, 
welche  der  Reihe  nach  in  die  Ebenen  xy^  xz  und  yz  fallen.  Das 
fragliche  Parallelepiped  ist  nun  bestimmt  und  damit  zugleich  die 
Lage  des  Punktes  P  gegeben,  sobald  man  die  drei  Kanten  des 
Körpers  kennt;  sie  werden  bezeichnet  durch 

OL  «  MF'  =  iV^P"  -  PP'^^  rr, 
OM'=-NP'"'=^LP'  ^FP'^y^ 
ON'^LP"^MP"'^PP'  ^e, 

und  heissen  die  schiefwinkligen  Parallelkoordinaten  (oft 
auch  schlechtweg  die  Koordinaten)  des  Punktes  P.  Die  in  den 
Koordinatenebenen  liegenden  Eckpunkte  P',  P",  P"'  nennt  man 
die  schiefwinkligen  Projektionen  des  Punktes  P;  ihre  Lagen 


sind  durch  o:,  ^,  z  gleichzeitig  bestimmt,  denn  es  lassen  sich 
OL  ^x  und  OM  ^=  y  als  die  ebenen  Parallelkoordinaten  der  Pro- 
jektion P'  auf  die  Ebene  xy  betrachten,  in  gleicher  Weise  x  und 
z  als  Koordinaten  der  Projektion  P"  auf  die  Ebene  xz^  sowie  t 
und  z  als  Koordinaten  der  Projektion  P"'  auf  die  Ebene  ff£. 

Um  allgemeiner  die  Lage  eines  beliebigen  nicht  gerade  inner- 
halb des  Körperwinkels  OXYZ  befindlichen  Punktes  zu  bestimmen, 
denken  wir  uns  die  bisherigen  Koordinatenebenen  allseitig  ins  Un- 
endliche erweitert,  so  dass  auch  die  bisher  nur  nach  einer  Seite 
hin  ins  unendliche  fortgehenden  Koordinatenachsen  jetzt  nach  beiden 
Seiten  hin  unendlich  werden.  Die  erweiterten  Koordinatenebenen 
teilen  den  ganzen  unendlichen  Baum  in  acht  Teile,  die  sich  als 
körperliche  Winkel  bezeichnen  lassen,  wenn  die  Bückyerlftngerangen 
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von    OX,    Or,    OZ    der  Eeihe    nach    OX^,    Or^   OZ^    genannt 
werden;  man  hat  nämlich  die  acht  Winkehräome 

OXYZ, 

OXY^Z, 

OX^YZ^, 

OX^Y^Z^, 


OX^YZ, 
OXY^Z^, 


OXYZ^, 
OX^Y^Z, 


Fig.  9. 
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Befindet  sich  nnn  der 
Punkt  Pj  in  dem  Baume 
OX^YZ^  so  besitzt  das  seine 
Lage  bestimmende  Parallel- 
epiped  die  Kanten  OL^yOM^ 
ON^  von  denen  die  erste  der 
früheren  Kante  OL  ent- 
gegengesetzt liegt  und  des- 
halb mit  dem  entgegenge- 
setzten Vorzeichen  versehen 
werden  mnss;  vorausgesetzt, 
dass  die  von  0  nach  X  hin  gezählten  x  als  positive  x  betrachtet 
werden,  ist  im  vorliegenden  Falle  x  negativ  za  nehmen.  Auf 
gleiche  Weise  ent- 
scheidet sich  bei  jeder 
anderen  Lage  die  Wahl 
des  Vorzeichens.  Wenn 
überhaupt  die  positi- 
ven a",  y,  jEf  im  Sinne 
von  OX,  OY,  OZ  ge- 
nommen und  die  ab- 
soluten Werte  der 
Koordinaten  immer  mit  Jq,  ^q,  ^q  bezeichnet  werden,  so  sind  die 
Koordinaten  eines  Punktes 


Fig.  I. 


im  Baume  OXYZ 
„       OX^YZ 
„       OXY^Z 
„       OXYZj^ 


it 


yj 


:x^  +  Xq 
:  X  =  —  ir, 
:  X  =  +  x^ 
:  o:  =  -f  a?Q 
OXY^Z^  ix'^  +  Xq 
OXi  rZj  :x Xq 

OX^Y^Z  :u;«=- Jo 
OXiY^Z^ix^  -x^ 


y^  +  Po 
y^  +  Vo 

2/  =  +  % 
y^-yo 
y=^  +  yo 
y=  -yo 
?/  =  -  % 


Z^  +  Zq 


z  ^  —  z, 


0 


Z  '=^  —  z. 


0 


Z^  +  Zq 


—  Ä 


0* 


1* 


!> 
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Liegt  ein  Punkt  in  einer  der  Eoordinatenebenen,  so  ist  eine 
seiner  Koordinaten  der  Null  gleich;  gehört  er  zwei  Koordinaten- 
ebenen zugleich  an,  d.  h.  liegt  er  auf  einer  der  Koordinatenachsen, 
so  verschwinden  zwei  seiner  Koordinaten;  f&r  den  Anfangspunkt 
der  Koordinaten,  der  allen  Koordinatenebenen  zugleich  angehört, 
gelten  die  Koordinaten  o:  «  0,  y  =«  0  und  ä?  =  0. 

§2. 

Das  rechtwinklige  Koordinatensystem  nnd  seine 

graphische  Darstellung. 

Wenn  nicht  besondere  umstände  die  Wahl  eines  schiefwinkligen 
Koordinatensystems  erfordern,  nimmt  man  in  der  Regel  die 
Koordinatenebenen  senkrecht  zueinander,  wodurch  auch  die  zwischen 
den  Koordinatenachsen  enthaltenen  Winkel  L(xy\  L{xz)^  L{^i) 
zu  rechten  Winkeln  werden;  das  so  entstehende  spezielle  System 
von  Parallelkoordinaten  heisst  das  rechtwinklige  Koordinaten- 
system und  bedarf  wegen  seines  überaus  häufigen  Gebrauches  einer 
genaueren  Betrachtung. 

Was     zunächst     die     Koordinaten 
^     ^'  *•  x^  PP"",  y^PJP^'  und  ^  =  PP  an- 

jV  pH         betrifft,  so  stehen  diese  senkrecht  auf  den 

V  />  i  zugehörigen  Koordinatenebenen,  d.h.  die 

/  \\  rechtwinkligen  Koordinaten  eines 

I  \  Punktes  sind  seine  Entfernungen 

\     'iL      X  von    den    Eoordinatenebenen,  nnd 


1 


a 


J^^- '^;  zwar  ist  x  die  Entfernung  des  Punktes 

von  der  Ebene  yz^  dem  analc^  y  seine 
Entfernung  von  der  Ebene  zx^  endlich  z  seine  Entfernung  von 
der  Ebene  xy. 

Die  Projektionen  P',  P",  P"'  des  Punktes  P  werden  jetzt  w 
dessen  orthogonalen  (oder  normalen^^^ojektionen  ^  denen  wir  in 
Übereinstimmung  mit  der  deskriptiven  Greometrie  besondere  Namen 
beilegen  wollen;  es  heisse  nämlich  P  die  Horizontalprojektion, 
P"  die  Vertikalprojektion  und  P'"  die  seitliche  (vertikale 
Projektion  des  Punktes  P.  Diese  Beziehungen  sind  leicht  in  einer 
Ebene  darzustellen,  wenn  man  die  Ebene  xy  so  weit  um  die  a;- Achse 
und  die  Ebene  yz  so  weit  um   die  jer- Achse  gedreht  denkt,  bis 
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beide  Ebenen  mit  der  Ebene  xe  zusammenfallen.  Nehmen  wir 
letztere  zur  Ebene  der  Zeichnnag,  so  repräsentieren  die  drei 
nebeneinander  liegenden  Winkel- 
räume XOY,  XOZ  und  Y^OZ  die 
drei  Koordinaten-  oder  Projektions- 
ebenen, wobei  die  y- Achse  üi  zwei 
yerschiedenen  Lagen  OY  und  Or^ 
erscheint.  Die  früheren  rechtwinklig 
zu  einander  und  senkrecht  auf  der 
X-Achse  stehenden  Geraden  XP'  und 
/yP"  vereinigen  sich  zu  einer  einzigen 
(reraden  P'P"^  welche  die  a;- Achse 
senkrecht  in  L  schneidet;  zugleich 
hat  man  die  drei  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Punktes  yor 
sich,  nftmlich  OX  «  rr,  LP'^^y  und  LP^  ^  z.  Die  dritte  Pro- 
jektion P"'  Iftsst  sich  übrigens  leicht  aus  P'  und  P"  ableiten, 
wenn  man  berücksichtigt,  dass  P"'  die  Ecke  eines  aus  den  Seiten 
OMj^  ^OM-^  LP'  =  y  und  ON^  LP*'^  z  konstruierten  Recht- 
ecks ist/eben  deswegen  pflegt  man  bei  der  graphischen  Darstellung 
der  Koordinaten  und  Projektionen  eines  Punktesjstemes  die  dritte 
Projektion  wegzulassen^  Zu  bemerken  ist  endlich  noch,  dass  man 
sich  die  beiden  übrig  bleibenden  Ebenen  xy  und  xz  (die  horizon- 
tale und  vertikale  Projektionsebene)  vollständig,  d.  h.  in  ihrer 
ganzen  unendlichen  Ausdehnung  zu  denken  hat,  dass  mithin  die 
£bene  der  Zeichnung  als  eine  aus  der  Aufeinanderlagerung  zweier 
Ebenen  entstandene  Doppelebene  zu  betrachten  ist.  Demgemäss 
bedeutet  der  unterhalb  der  o:- Achse  liegende  Teil  der  Zeichnung 
ebensowohl  die  Vorderseite  der  Horizontalebene,  als  die  untere 
H&lfte  der  Vertikalebene,  und  in  ähnlicher  Weise  enthält  der  ober- 
halb der  o;- Achse  liegende  Teü  der  Zeichnung  ebensowohl  die 
hintere  Seite  der  Horizontalebene,  als  die  obere  Hälfte  der  Vertikal- 
ebene; dennoch  kann  über  die  Bedeutung  eines  Punktes  kein 
Zweifel  entstehen,  wenn  die  in  der  Horizontalebene  liegenden 
Punkte  jederzeit  mit  einem,  und  die  der  Vertikalebene  angehörigen 
Punkte  immer  mit  zwei  Accenten  bezeichnet  werden. 

Man  wird  bemerken,  dass  diese  graphische  Darstellung  der 
Koordinaten  und  Projektionen  eines  Punktes  mit  der  in  der  de- 
skriptiven Geometrie  üblichen  Auffassung  zusammenstimmt.    In  der 


\ 
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That  sind  auch  beide  Darstellungen  nicht  wesentlich  yerschieden, 
und  wenn  man  in  einer  deskriptiv -geometrischen  Zeichnung  die 
sogenannte  Grundlinie  (den  Grundschnitt)  als  j?- Achse  nimmt,  auf 
ihr  einen  festen  Punkt  0  wählt  und  die  in  einer  Vertikalen 
liegenden  Projektionen  P'  und  P"  eines  Punktes  durch  eine  Gerade 
verbindet,  welche  die  x- Achse  in  X  senkrecht  schneidet,  so  sind 
OL  «  ar,  XP' «  y  und  iP"  ■=  5  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
des  Punktes  P  im  Baume. 


§3. 

Das  oylindrisolie  und  das  sph&xisolie  Koordinatensystem. 

I.  Man  kann  sich  die  Lage  des  Punktes  P,  dessen  recht- 
winklige Koordinaten  wiederum  x^  y^  z  heissen  mögen,  dadurch 
fixiert  denken,  dass  man  zuerst  den  Punkt  P"'  bestimmt  und  in 
diesem  die  Gerade  T^^^'B ««  x  senkrecht  auf  der  Ebene  y%  errichtet 
Verwendet  man  zur  Bestimmung  von  P'''  die  ebenen  rechtwinkligec 
Koordinaten  OM  —  y  und  MP'^^^e^  so  kommt  man  auf  das  System 
der  rechtwinkligen  Koordinaten  zurück,  benutzt  man  dagegen  xnr 
Bestinunung  des  Punktes  P"'  Polarkoordinaten  in  der  Ebene  ys^ 
so  entsteht  ein  neues,  aus  rechtwinkligen  und  polaren  Koordinaten 
gemischtes  System.  Für  letzteren  Zweck  denke  man  sich  die  Ge- 
rade OJP'"  gezogen,  die  Länge  OP"''=-p  und  L  YOP^^^m  gesetzt; 
die  drei  Grössen  o,  Jp,  ^  bestinunen  dann  die  Lage  des  Punktes 

'P  und  heissen   die   Cylinderkoordi- 

naten   desselben.      Der    Grund  dieser 

N        .    p"  Bezeichnung  liegt  darin,  dass  die  Ge 

rade  P^^^P  den  Mantel  ^  eines  Cylindei? 
beschreibt,  sobald  man  p  und  x  ns- 
verändert,  dagegen  co  alle  Werte  tod 
0^  bis  360®  durchlaufen  Iftssi  Wie 
""pf  bei  ebenen  Folarkoordinaten  nimmt  man 

p  gewöhnlich  nur  positiv  und  zählt  « 
von  0®  bis  360®,  was  ausreicht,  um  den  Punkt  P"'  in  allen  rm 
Quadranten  der  Ebene  yz  herumzuföhren;  x  kann  wie  früher 
positiv  oder  negativ  sein.  Der  Zusammenhang  zwischen  den  recht- 
winkligen und  den  cylindrischen  Koordinaten  des  Punktes  P  spricht 


Fig.  6. 


P'r 


itP\ 


/  !\ 


r^yjgf^-^ 


sich  in  folgenden  unmittelbar  ersichtlichen  Formeln  aus: 


§  3.  Das  cylindrische  und  das  sphärische  Koordinatensystem. 


1)  X 

und  umgekehrt 

2) 


X, 


y  '^peosm^     5»j>5ttS(o 


X 


}y  + 


z' 


tano)  »  — • 


Bei  der  letzten  Formel  ist  o  so  zu  wählen,  dass  y  und  e^  nach  den 
Formeln  l)  berechnet,  diejenigen  Vorzeichen  erhalten,  welche  sie 
thatsächlich  besitzen.  Sind  z.  B.  gegeben  die  rechtwinkligen  Koor- 
dmaten  a;  «=  +  a,  y  —  —  5,  «  =  —  c,  wo  a,  &,  c  die  absoluten  Werte 
der  Koordinaten  bedeuten,  und  wird  p  positiv  genommen,  so 
müssen  y  und  e^  also  auch  cosa  und  sinoa  gleichzeitig  negativ 
ausfallen;  die  Cjlinderkoordinaten  des  Punktes  sind  hiemach  +  a, 

yH^  +  c*  und   derjenige  im   dritten  Quadranten  liegende  Winkel, 

c 
dessen  Tangente  —  —  ist. 

0 

Selbstverständlich  kann  man  statt  P"'  ebensowohl  P"  als  P' 
dnrch  Polarkoordinaten  ausdrucken  und  die  jedesmal  übrige  recht- 
winklige Koordinate  ungestört  lassen,  was  zu  analogen  Systemen 
von  Cylinderkoordinaten  fährt.  Denkt  man  sich  z.  B.  OP  gezogen 
und  setzt  OP'^q^  LXOP''=^^^  so  hat  man  die  Cylinderkoordinaten 
t^,  9,  g  und  es  ist 


x^qeo8y\f^    y=^qsinrif^     z^z^ 


und  umgekehrt 


a 


Flg.  7. 

N 


q  =  Vx^  +  y*,     ten  tp  =  — >     5  =  z* 

X 

IL  Aus  dem  vorigen  Systeme  der  cd,  j?,  x  lässt  sich  ein 
ferneres  Koordinatensystem  ableiten,  wenn  man  bemerkt,  dass 
der  Ponkt  P  nunmehr  als  zur  Ebene 
OLPF"'  gehörig  angesehen,  mithin 
auch  durch  Polarkoordinaten  in  dieser 
Ebene  ausgedrückt  werden  kann.  Be- 
trachtet man  nämlich  o  als  den  Nei- 
gungswinkel der  Ebene  OLFP^^  ^^g^^ 
die  Ebene  xy^  so  wird  durch  cd  zu- 
nächst die  Lage  der  Ebene  OLFP" 
fixiert   und  in  letzterer  mögen   dann 

die  Polarkoordinaten  OP^r^  LXOP^q>  zur  völligen  Bestimmung 
des  Punktes  P  dienen.     Nicht  selten  nennt  man  r  den  räumlichen 
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Radiusvektor  des  Punktes  P  und  die  drei  Grössen  co,  g>,  r  r&um- 
Kche  Polarkoordinaten  oder  sphärische  Koordinaten;  letztere 
Bezeichnung  hat  darin  ihren  Grund,  dass  sich  der  Punkt  P  auf 
einer  mit  dem  Radius  r  beschriebenen  Kugelfläche  bewegt,  sobald 
r  konstant  bleibt,  während  sich  od  und  q)  ändern.  Gewöhnlich 
nimmt  man  r  positiv  und  zählt  co  wie  fiüher  von  0®  bis  360^, 
so  dass  die  Ebene  OLPP'"  eine  vollständige  Drehung  um  die 
o: -Achse  ausführt;  filr  den  Winkel  q)  ist  dann  der  Spielramn  von 
0®  bis  180®  ausreichend,  um  den  Punkt  P  alle  Stellen  des  ganzen 
unendlichen  Baumes  betreten  zu  lassen.  Der  Zusammenhang 
zwischen  den  rechtwinkligen  und  den  sphärischen  Koordinaten  des 
Punktes  P  ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  OL  senkrecht 
auf  der  Ebene  P  LP^  P^  mithin  auch  senkrecht  auf  der  in  ge- 
nannter Ebene  liegenden  Geraden  XP,  dass  also  das  Dreieck  ÖL? 
rechtwinklig  bei  L  ist;  man  hat  demgemäss 

x^rcostp^    p  ^  OP^'^  LP^  rsinq> 

und  durch  Substitution  dieser  Werte  in  Nr.  1) 

3)       a;=«rco5qp,     y  ^^  r  sin  q>  cos  m y     z  ^^  rsintpsinm^ 

sowie  umgekehrt 


X  X  .  e 


Bei  den  letzten  Formeln  hat  man  <p  und  q>  so  zu  wählen,  dass 
Xy  y,  0y  nach  den  Formeln  3)  berechnet,  diejenigen  Vorzeichen  er- 
halten, welche  ihnen  thatsächlich  zukommen.  Sind  z.  B.  gegehen 
a?  «=  +  a,  y  ==■  —  &,  «  =  —  c,  wo  a,  b^  c  die  absoluten  Werte  der 
Koordinaten  bedeuten,  und  wird  r  positiv  genommen,  so  ist  cosqp 
positiv,  mithin  g>  zwischen  0^  und  90^  enthalten;  da  jetzt  rsimp 
positiv  ausfällt,  y  und  g  aber  negativ  sind,  so  muss  co  so  gewählt 
werden,  dass  cos  cd  und  sin  co  zugleich  negativ  sind;  demgemäss  hat 
man  für  a>  denjenigen  Winkel  zwischen  180^  und  270^  zu  nehmen, 

dessen  Tangente  ^  -  ist.     Dasselbe  Resultat  findet  sich  leicht  geo- 

0 

metrisch,  wenn  man  beachtet,  in  welchem  Oktanten  des  Baumes 
der  durch  a;  =  a,  y  =  -^  b  und  z  ^  —  c  bestimmte  Punkt  He^ 
Noch  wollen  wir  bemerken,  dass  das  besprochene  Koordinaten« 
System  in  nahem  Zusammenhange  mit  der  geographischen  Orts- 
bestimmung steht.     Denken  wir  uns  zunächst  nur  r  gegeben,  so 
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ist  die  Lage  des  Punktes  P  noch  nicht  vollkommen  bestimmt,  viel- 
mehr  kann  er  beliebig  auf  einer  mit  dem  Halbmesser  r  tun  den 
Mittelpunkt  0  beschriebenen  Kugel  liegen;  es  bedarf  daher  noch 
einer  näheren  Angabe  seiner  Lage  auf  dieser  Fläche.  Stellen  wir 
uns  letztere  auf  die  Weise  ent- 
standen vor,  dass  sich  ein  in 
der  xy- Ebene  aus  dem  Mittel- 
punkte 0  mit  dem  Halbmesser 
f  beschriebener  Halbkreis  um 
die  X-Achse  gedreht  hat,  so 
ist  die  Ebene  der  xy  die  erste 
Meridianebene  der  Kugel  und 
die  Ebene  LOP  irgend  eine 
spätere  Meridianebene,  deren 
Lage  gegen  die  erste  durch 
den  Neigungswinkel  o  besthnmt 
wird;  letzterer  ist  daher  nichts 
anderes  als  die  geographische  Länge  des  Punktes  P.  Bei  jener 
Drehung  beschreibt  femer  die  y- Achse  den  auf  der  Drehungsachse 
senkrechten  grössten  Kreis,  d.  h.  den  Äquator,  mithin  ist  LPOQ 
die  geographische  Breite  des  Punktes  P  und  folglich  q>  das  Kom- 
plement der  Breite  oder  die  Poldistanz. 

Analoge  sphärische  Systeme  entstehen,  wenn  man  nicht  von 
der  Ebene  OLPP"\  sondern  von  einer  der  Ebenen  OMPP"  oder 
ONPP'  ausgeht.  Um  noch  das  letztere  zu  erwähnen,  sei  wie 
früher  L  XOP*  =«  t^,  femer  L  POP  -=  t  und  OP^  r;  es  wird  dann 


X 


nnd  umgekehrt 

Der  Äquator  liegt  hier  in   der  Ebene  xy^   femer  ist  i^  die  geo- 
graphische Länge,  r  die  geographische  Breite. 


§4. 
Grösse  und  Lage  des  Badiusvektor. 

Wenn  die  drei  Koordinaten  eines  Punktes  P  gegeben  sind,  so 
ist  dadurch   auch  seine  Entfernung  yom  Koordinatenanfange   0, 
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d.  h.  sein  Radiusvektor,  der  Grösse  und  Richtung  nach  bestimmt; 
man  kann  daher  die  Aufgabe  stellen:  aus  den  Koordinaten  r, 
y,  z  die  Länge  OV-^r  und  die  Winkel  XO:P-^fp,  JO'9^% 
ZOP^'x  (die  sogen.  Richtungswinkel  des  Radiusvektor)  za  be- 
rechnen.    Bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  beschränken  wir  uns  auf 

das     rechtwinklige     Koordinatensystem. 

(Fig.  9.) 

Aus  den  Dreiecken  OXP  und  XP*?, 

deren  gleichnamige  Winkel  Rechte  sind. 

folgt  wie  fitlher 

1) 


pfjrll'.... 


Fig.  9. 

;<"P  i 


»•■!•■•••  ■  ■  •• 


'  i 


\  i 


><?^' 


u 


-     und  X  ^==  r  cos  q>\  dazu  gesellen  sich  noch 

zwei   ahnliche   Gleichungen  zufolge  der 

Bemerkung,  dass  durch  das  Ziehen  von 

MP  und  NP  zwei  Dreiecke  OMP  und  ONP  entstehen  würden, 

deren  gleichnamige  Winkel  rechte  sind.     Man  hat  daher  zusammen 

2)  x^rcosq)^    y  =^  rcostlf^     tf^rcosx^ 

d.  h.  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  kön- 
nen auch  als  die  Projektionen  des  Radiusvektor  auf  die 
Koordinatenachsen  betrachtet  werden.  Endlich  folgen  ans 
Nr.  1)  und  2)  die  Formeln 


3) 


X  X 

Co8  qp  =  —  =  ] 

y  y 


cos% 


z 
r 


welche  in  Verbindung  mit  Nr.  l)  die  Lösung  der  gestellten  Auf- 
gabe enthalten.  Nimmt  man  hierbei,  wie  es  am  natürlichsten  ist, 
r  im  absoluten  Sinne,  so  hängen  die  Vorzeichen  der  Cosinus  nur 
von  den  Vorzeichen  der  Zähler  x^  y,  z  ab,  und  hiemach  bestimmt 
sich  von  selbst,  ob  der  eine  oder  andere  von  den  Winkeln  <p,  t,  Z 
spitz  oder  stumpf  ist.  Dass  keiner  derselben  grösser  als  180®  ge- 
nommen zu  werden  braucht,  ergiebt  sich  aus  den  Pormehi  un- 
mittelbar und  auch,  damit  übereinstimmend,  aus  einer  leichten 
geometrischen  Betrachtung. 
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Substituiert  man   die   unter  Nr.  2   angegebenen   Werte   von 
x^  y,  z  in  die  Oleichnng  l),  so  gelangt  man  zu  der  Relation 

4)  co^q>  +  cos^^f  +  cos^i  =  1 , 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Winkel  <Jp,  ^,  %  nicht  unabhängig  von- 
einander sind,  dass  vielmehr  aus  zweien  unter  ihnen  der  dritte 
gefunden  werden  kann.  So  ergiebt  sich  z.  B.,  wenn  ap  und  ^f  ge- 
geben sind, 

cos  X  =  y'l  —  co^q>  —  €08^  ijj 
oder 


C05  jf  =  }/—  cos  (qp  —  1/;)  cos  (qp  +  i^). 

Hiemach  ist  cosx^  mithin  auch  %  unmöglich,  wenn  sowohl  q>  —  t// 
als  y-f  ^  weniger  als  90^  betragt;  für  (p  +  ^  «=  90®  wird  cos  %  =  0, 
mithin  %  eindeutig  =  90®;  liegt  endlich  qp  —  ^  im  ersten,  dagegen 
<p  +  1^  im  zweiten  oder  dritten  Quadranten,  so  wird  %  reell  und 
zweideutig,  weil  die  vorkommende  Quadratwurzel  ebensowohl  posi- 
tiv als  negativ  genommen  werden  kann.  Diese  Ergebnisse  lassen 
sich  durch  folgende  rein  geometrische  Betrachtung  verifizieren.  Wäre 
nur  der  Winkel  (p  gegeben,  so  würde  die  Richtung  des  Radius- 
vektor nicht  hinreichend  bestimmt  sein,  vielmehr  könnte  derselbe 
beliebig  auf  einer  geraden  Kegelfläche  gezogen  werden,  die  den 
Koordinatenanfang  zur  Spitze,  die  o:- Achse  zur  Achse  und  den  ge- 
gebenen Winkel  rp  als  Winkel  zwischen  Achse  und  Seite  hat;  in 
gleicher  Weise  kann,  falls  nur  tf;  gegeben  ist,  der  Radiusvektor 
willkürlich  auf  einer  Eegelfläche  genonmien  werden,  deren  Spitze 
der  Eoordinatenanfang,  deren  Achse  die  ^- Achse,  und  bei  welcher 
der  Winkel  zwischen  Achse  und  Seite  >=  ^  ist.  Soll  nun  der 
Radiusvektor  mit  der  x-  Achse  den  Winkel  q>  und  gleichzeitig  mit  der 
^- Achse  den  Winkel  fff  einschliessen,  so  muss  er  auf  beiden  Eegel- 
flächen  zugleich  liegen;  jedoch  sind  hier  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 
Ist  nämlich  <)P  +  t/^  <  90®,  so  haben  die  genannten  Eegelflächen 
keinen  !Punkl  mit  eman'cnwF  gemein,  und  dann  ist  die  Aufgabe  un- 
möglich; im  Falle  <p  -f  ^  =  90®  berühren  sich  die  beiden  Kegel- 
flächen längs  einer  in  der  o:^- Ebene  liegenden  Geraden,  und  dann 
ist  ;U «  90®;  wenn  endlich  <p  —  ^  im  ersten,  dagegen  g)  -f  ip  im 
zweiten  oder  dritten  Quadranten  liegt,  so  schneiden  sich  beide 
Kegelflächen  in  zwei  Geraden  und  dann  erhält  %  zwei  reelle  von- 
einander verschiedene  Werte. 


[ 
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Scbliesslich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  der  Vergleich  der 
Formeln  2)  mit  den  Formeln  3)  des  vorigen  Paragraphen  zn  den 
beiden  Relationen 

cos  ^  '='  sintp  cos  (o,       cos%=^  8tnq>  sinm 

föhrt,  welche   auch   aus   bekannten  Formeln  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie hergeleitet  werden  können? 


§5. 
Zwei  Punkte  im  Banme. 

Wenn  zwei  Punkte  P  und  P^  (Fig.  10)  durch  ihre  Koordinaten 
x^  y^  0  und  x^,  y^,  z^  gegeben  sind,  so  kann  man  zunächst  die 
Formeln  des  vorigen  Paragraphen  auf  jeden  einzelnen  Punkt  an- 
wenden und  hat  dann 


Flg.  10. 


r  =  ]/x*+  y* + je* 


X  X 

cosq>^~-^   , > 

.    y  y 

cos  ^  —  —="- rrr i 


cos  t  =— «— 


r  > 


ri  ^W  +  yi'+'n 


COS(Pj«=  — =  -_ 


cos^j— — — 


9i 


»•i  V^*+y,'+'.' 


^, 


cosxi 


Ausserdem  tritt  als  neu  hinzu  die  Frage  nach  der  Grösse  und 
Richtung  der  verbindenden  Geraden  PP^  und  die  Bestimmung  des 
Winkels  POP^^  welchen  die  Vektoren  r  und  r^  miteinander  bilden. 
Um  die  erste  Frage  zu  beantworten,  denken  wir  uns  durch 
P  drei  Gerade  parallel  zu  den  Koordinatenachsen  gelegt  und  be- 
trachten diese  Parallelen  als  die  Achsen  eines  neuen  Koordinaten- 
systemes  mit  dem  Anfangspunkte  P.      Nennen  wir  x\  y',  Jt    die 
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Koordinaten  von  P^  in  Beziehung  auf  dieses  sekundäre  System,  so 
haben  wir  zufolge  des  Satzes,  dass  die  Koordinaten  eines  Punktes 
dessen  Entfernungen  von  den  Eoordinatenebenen  darstellen* 

Femer  kann  in  dem  neuen  Koordinatensysteme  die  Gerade  PP|  als 
Radiusvektor  des  Punktes  P^  angesehen  werden,  mithin  gelten  auch 
alle  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  nur  mit  den  gehörigen 
Modifikationen.     Setzen  wir  nämlich 

:pp^^8,   Lx'pp^^x,    Ly'pp^'^h,   lz'pp^^v, 

so  erhalten  wir 


rOÄ  1   : 

WO  Hl 

8 

LI/0  i*  ^^ 

8 

cosv  ^^  —  = 

s     v^a/« + y* + «'* 


und  nach  Substitution  der  Werte  von  a/,  }/,  ^ 
1) 


»-Vix,-  xy  +  (y,  -  y)»  +  {z,  -  ey, 


i         1         X^  —  X 


»Cj  ~~*  Su 


2) 


COS(l=^ 


cosv 


8 


8 


Z^  —  Z 


V(^i  -  <»f  +  (yi  -  y?  +  («1  -  *) 

Z^  —  Z 


8 


«        V(«i  -  sy  +  (yx  -  yy  +  («,  -  «)» 

Um  noch  den  Winkel  POP^  —  ö  zu  bestimmen,  wenden  wir 
auf  das  Dreieck  OPP|  eine  bekannte  trigonometrische  Formel  an, 


COS  8 


2rri 


und  substituieren  im  Zähler  die  vorhin  angegebenen  Werte  von  r^, 
Ti    und  5*;  es  wird  dann 


*  Der  Anschaalichkeit  wegen  ist  Fig.  10  so  gezeichnet,  als  wäre 
das  Paifiallelepiped  aus  den  Kanten  x^  y^  z  massiv  nnd  von  diesem  das 
Parallelepiped  ans  den  Kanten  af^  y',  if  weggenommen. 
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^^1  +  yVi  +  Jf^i 


3)  cos  0  = 


rr^ 


Will  man  alles  durch  die  Koordinaten  von  P  und  P^  ausdrücken, 
so  hat  man  auch  im  Nenner  für  r  und  r^  ihre  Werte  zu  seizen; 
dies  giebt 

|/(^»+j'»+^)(V+yi*  +  0 

Dagegen  kann  man  auch  die  Winkel  einfuhren,  welche  r  und  fj 
mit  den  Koordinatenachsen  bilden;  die  G-leichung  3)  gestattet  näm- 
lich folgende  Schreibweise 

cos ö=» H —  • 1 •  — 

und  hiemach  ist  i  i  i 

5)  cos  S  ^  cosg>  cos  (p^  +  cos  rjf  cos\tf^-\-  cosx  cos  x^. 

Überhaupt  dient  diese  Formel,  um  aus  den  Eichtungswinkeln 
zweier  beliebig  langen  Geraden  den  Winkel  zwischen  diesen  Ge- 
raden zu  berechnen. 

Die  Verbindung  mehrerer  Punkte  im  Baume,  z.  B.  ein  r&um- 
liches  Polygon,  kann  immer  als  successive  Verbindung  von  je  xwei 
Punkten  aufgefasst  werden;  es  liegt  daher  keine  Veranlassung  vor, 
die  obigen  Betrachtungen  auf  mehr  als  zwei  Punkte  auszudehnen. 

— -  y 


Anhang  snm  ersten  Kapitel. 

Y  Da  es  für  manche  Fälle  zweckmässig  sein  kann,^ein  schief- 

(l  ^winkliges  Koordinatensystem  zu  benutzen,  so  wollen  wir  die  in  den 

I  §§  4  und  5  gelösten  Aufgaben  noch  einmal  ganz  allgemein  und 
auch  nach  einer  etwas  anderen  Methode  behandeln.  Im  voraos 
möge  hierbei  an  ein  paar  auf  die  rechtwinkligen  Projektionen  von 
Geraden  bezügliche  Sätze  erinnert  werden.  Erstens  ist  bekannt, 
dass  die  rechtwinklige  Projektion  einer  begrenzten  Strecke  s  auf 
eine  Gerade  g  durch  das  Produkt  s  •  cos  (sg)  dargestellt  wird,  worin 
(sg)  den  Winkel  zwischen  den  Geraden  s  und  g  bezeichnet.  Dabei 
ist  es  gleichgiltig,  ob  sich  die  Geraden  s  und  g  schneiden  oder 
nicht;  nur  hat  man  im  letzteren  Falle  unter  (sg)  den  Winkel  m 
verstehen,  den  zwei  durch  irgend  einen  Punkt  gehende  Parallelen 
zu  jenen  Geraden   miteinander   bilden  würden.*     Zweitens  weiss 


*  Wenn  die  beiden  Geraden  sich  schneiden,  so  ist  der  obige  SaU 
in  den  Elementen  der  Trigonometrie  unmittelbar  enthalten;  sclineiden 
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man,  dass  die  rechtwinklige  Projektion  einer  gebrochenen  Linie 
ABCDEF  auf  eine  Gerade  G-H  einerlei  mit  der  Projektion  der  Ge- 
raden ÄF  ist,  wobei  die  Winkel  (AB,  GH),  {BC,  GH),  {CD,  GH) 
o.  s.  w.  immer  nach  einer  und  derselben,  aus  der  Bezeichnung  von 
selbst  ersichtlichen  Drehungs- 
richtung gezählt  werden. 

L  Ein  Punkt  im  Baume. 
Projizieren  wir  die  aus  OL = j, 
LF'^y,  PP^z  bestehende 
gebrochene  Linie  OLPF  recht- 
winklig auf  irgend  eine  Gerade  g 
im  Baume,  so  setzt  sich  die  Pro- 
jektion   aus    den    drei    Stücken 

xcosixg),  ycos{yg),  ecos(zg)  zusammen;  die  nftmliche  Projektion 
muss  aber  auch  zum  Vorschein  kommen,  wenn  die  Strecke  OP  '^  r 
auf  dieselbe  Gerade  projiziert  wird;  es  gilt  daher  die  Fundamental- 
gleichung 

r  cos  (rg)  =-  x  cos  (xg)  +  y  cos  (yg)  +  g  cos  (zg). 

Für  die   willkürliche  Gerade  g   nehmen  wir  der  Beihe  nach 
OP,  OX,  OF,  OZ  und  erhalten  so  die  vier  Beziehungen 

1)  r  =  a;  cos  (xr)  +  y  cos  (yr)  +  e  cos  (er),  /^ 

r  cos  ^r)  =  X  +  ycos  (j/x)  -f  z cos  (ex), 

2)  ♦■  <^os  (yr)  =  x  cos  (xy)  +y  +  g  cos  (zy), 
r  cos  (zr)  =^  x  cos  {xz)  -}-  y  cos  (yz)  -f  z, 

sie  sich  nicht,  so  erkennt  man  seine  Bichtigkeit  auf  folgende  Weise. 
Die  gegebene  Strecke  sei  ÄB'^a  und  GH^g  die  Gerade,  auf  welche 
sie  projiziert  werden  soll ;  die  Projektion  Ä^B 
kommt  dadurch  su  stände,  dass  man  durch 
A  normal  zn  GH  eine  Ebene  legt,  welche 
GH  m    A'    schneidet,    und    auf   gleiche 
Weise  durch  B  eine  zn  GH  normale  Ebene,    A 
welche  GH  in  B'  schneidet.     Zieht  man 

durch  A  parallel  zu  (7  f  eine  Gerade ,  welche , 

j  CA'  R'      H 

der  zweiten  Normalebene  in  G  begegnet,  so  ^  -t»       " 

ki  AC'^AB*,  weil  beide  Gerade  als  die  Entfernung  der  zwei  auf  GH 
senkrechten  Ebenen  gelten  können;  ferner  ist  AC  senkrecht  zur  Ebene 
BB'  C,  mithin  L  ^  C£  -  90  <".    Hieraus  folgt 

A'B'-^A0^AB.C08BAC^8C08{8g\ 
wie  oben  behauptet  wurde. 


Fig.  11. 
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in  denen  ausser  den  bekannten  Eoordinatenwinkeln  die  vier  Unbe- 
kannten r,  L{xr\  ^(yr),  L{er)  vorkommen.  Die  erste  derselben 
findet  sich  dadurch,  dass  man  die  obigen  vier  Gleichungen  der  Reibe 
nach  mit  r,  x,  y^  z  multipliziert  und  die  Produkte  addiert;  dabei 
heben  sich  die  mit  {xr)^  (^0»  (^0  behafteten  Glieder  und  es  bleibt 
3)        r«=a?»+y*+0* 

+  2yßC08{y»)  +  2exco8{ex)  +  2xycos(xy)] 

daraus  ergiebt  sich  r  selbst  durch  Ausziehung  der  Quadratwnnel, 
die  hier  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist.  Die  Gleichungen  2] 
liefern  nun  die  gesuchten  Winkel,  nftmlich 

,    V       X  +  yco8 (yx)  +  ecos (ex) 
{xr)  -« ^ — -^ — -i 


4) 


COS 


f    ^      y'-VficosUy^^rXCOsixy) 
cos(yr)  = ^-^^^ ^ — -^ 

r 

f    V       z-\'Xcos  (xz)  +  y  cos  (yz) 
cos{zr)^  ^^ — ^— ^' 


Die  Gleichungen  2)  können  auch  umgekehrt  dazu  dienen,  nn 
die  Koordinaten  x^  y^  z  durch  den  Badiusvektor  r  und  dessen 
Richtungswinkel  auszudrucken;  es  sind  dann  x^  y,  z  als  Unbekannte 
anzusehen.     Mit  Benutzung  der  abkürzenden  Zeichen 

.  f  cos  (jyz)  =  a,     cos  (zx)  =»  jJ,     cos  (xy)  «  y, 

lcos(a;r)  =  |,     cos{yr)-^  rj^     cos(zr)  =  i, 

erhält  man  aus  Nr.  2  die  drei  Ausdrücke* 


*  Die  in  den  Gleichungen  6)  mid  7)  yorkommenden  GrOssen 

a-Py,  p-ya,  y-aj?, 

l  +  «a|Sy-a'-P*-y", 
die  wir  der  Reihe  nach  o/,  ß^,  y'  und  d'  nennen  wollen,  lassen  sieb 
mittels  einiger  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  anderweit  om- 
wandeln.  Betrachten  wir  nämlich  die  Koordinaten winkel  (ye\  (ex)^  (xy) 
als  Seitenwinkel  a,  b^  c  der  yod  den  Koordinatenebenen  gebildeten  kö^ 
perlichen  Ecke,  und  bezeichnen  wir  die  gegenüber  an  den  Kanten  OX, 
OYy  OZ  liegenden  Neigungswinkel  mit  A,  B,  C,  bo  ist  a' »^  cos  a-- cos  h  cot c 
und  zufolge  der  Gmndformel  der  sphärischen  Trigonometrie 

a! ^  cos  A  sin b  sine,      ß' ^^  cos B  sine  sin a,      y'^eosCsinasinb, 
Aus  der  bekannten  Formel 

.,.     l-^-^cosacosbcosc  —  cos^a  —  cos^b^eos^c 

stn^bsin^c 
folgt  weiter  durch  Vergleich  mit  dem  Obigen 
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^  »-^  1+ 2  «/3y  -  (««  + /J»  +  y») 

l+2«/3y-(,«''+/S»+y«) 

Substituiert  man  diese  Werte  in  Nr.  1),  so  findet  man  nach 
Hebung  von  r  und  WegschaSung  des  Bruches 

(  (i_««)|»+(l-,J»)^«+(l-/)f 

7)         i-2{a-ßy)r,t-2(ß-  y«)  ?|  _  2  (y  -  aß)  ^r, 
\  _l+2«^y-(a»+|S«+y«). 

Bei  dem  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  ist  a  =  jS  =  y  —  0; 
die  Formeln  4)  gehen  dann  über  in  die  Formeln  3)  des  §  4,  und 
aus  der  Relation  7)  wird  die  einfachere  Nr.  4  im  §  4. 

n.    Zwei  Punkte  im  Raume> ■ — 

Wenn  zwei  Pimkte  P  und  Pj  durch  ihre  Koordinaten  x^  y^  z 
und  ajj,  3/,,  z^  gegeben  sind,  so  denken  wir  uns  durch  P  drei  Ge- 
rade parallel  zu  den  Koordinatenachsen  gelegt,  und  betrachten  diese 
Parallelen  als  die  Achsen  eines  neuen  Koordinatensystemes  mit  dem 
Anfangspunkte  P.  Nennen  wir  J^  2/,  z^  die  Koordinaten  von  Pj 
in  Beziehung  auf  dieses  sekundäre  System,  so  ist 

a' «  a?,  —  ir,     1/  -^y^-y,     f!  ^  z^  —  z-, 

ferner  kann   5  als  Radiusvektor  des  Punktes  P,  rücksichtlich  des 
neuen  Systemes  angesehen  werden,  mithin  gelten  jetzt  alle  Formeln 


y 


S^ «  sin^A  sin^b  sin^c 

oder  bei  Ausziehnng  der  Wurzel ,  welche  wir  im  absoluten  Sinne  nehmen, 

d  a  sin  A  9in  h  sin  c  «  sin  B  sin  c  sin  a^^^sinCsina  sin  b. 

Zwischen  den  Grössen  a',  ß\  y\  ^  besteht  demnach  die  Proportion 

ce' :  ß' :  y' :  8 ^  cot  A  :  cot B  :  COtC :  1, 

Denken  wir  uns  femer  von  0  aus  auf  den  Achsen  OX,  OYj  OZ 
drei  Strecken  abgeschnitten,  von  denen  jede  der  Längeneinheit  gleich 
ist,  und  konstruieren  ein  Parallelepiped ,  dessen  Kanten  jene  Abschnitte 
sind,  80  besitzt  die  in  der  xy-Ehene  liegende  Basis  desselben  den 
Flächeninhalt  sine,  die  Höhe  des  Parallelepipeds^sWtn &  sin4i  mithin  -^ 
sein  Volumen  »  sin  c  sin  b  sinA  Man  erkennt  hieraus  die  geometrische 
Bedeutung  des  später  oft  wiederkehrenden  Ausdrucks 
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des  vorigen  Abschnittes  wieder,  wenn  s  für  r,  und  x\  ^,  /  für 
x^  y^  z  gesetzt  werden.  Durch  nachherige  Substitution  der  Werte 
von  od^  y\  J  gelangt  man  auf  diese  Weise  zu  den  folgenden  For- 
meln, in  denen  wieder  a,  j3,  y  zur  Abkürzung  für  cos{\jz)^  co8{zz) 
und  cos(xy)  gebraucht  worden  sind: 

1)     s*  -  {x,  -  xf  +  (yi  -  yf  +  (^,  -  «)» +  2  (y,  -  y)  {z,  - :)« 
+  2  («,  -  ^)  (o:,  -  x) /3  +  2  (»,  -  x)  (y,  -  y)  y, 

5 


2) 


COS  ixs)  = 


, 


CÖ5  (^5) 
C05(£?5) 


yi  -  y  +  (gj  -  ^)g  +  (y;  -  g)y 


Um  zweitens  LPOPi'^  L{rr^  zu  bestimmen,  projizieren  wir 
r  rechtwinklig  auf  r^  und  bemerken,  dass  die  nämliche  Projektion 
zum  Vorschein  konunt,  wenn  statt  r  ^^  OP  -die  gebrochene  Linie 
OLP^P  auf  Tj  projiziert  wird;  dies  giebt 

r  008  (rrj)  -«  x  cos  (xri)  +  y  cos  {yr^)  +  ;?  cos  (rrj); 

hier  sind  noch  die  Werte  von  cos{xri),  cos{yr^),  cos(^r^)  einzu- 
setzen, welche  man  aus  den  Formeln  des  vorigen  Abschnittes  un- 
mittelbar erhält,  indem  man  r^  för  r  schreibt.     Nach  Division  mit 

r  findet  sich  auf  diese  Weise 

cos  (rr^)  «« 

3)  U^i+yyi+^«i+o{y^i+yi^)+ß{fiXi+^i^)+y{^yi-\-^iy).^ 


rr. 


worin  man,  wenn  es  nötig  ist,  die  Werte 
4) 


r  « j/ic«  +  y«  +  ;e;«  +  2ayz+  2ßzx  +  2yxy 


fi «  yx^^  +  ^1*  +  je?!*  +  2  ay^z^  +2ßz^x^+2  y  ar^y, 
substituieren  kann.  )Will  man  cos{rr^  nicht  durch  die  Koordinaten 
von  P  und  P^,  sondern  durch  die  Winkel  darstellen,  welche  einer- 
seits r,  andererseits  r^  mit  den  Koordinatenachsen  einschliessen,  so 
setze  man  wieder 

cos  (xr)  =  S,       cos  (yr)  —  1/,       cos  {zr)  —  f, 
cos (xri) «  li ,      cos {yr^)^rii,      cos (zr^)  «  fj , 

und  drücke  x,  y,  jb  durch  |,  »^,  f  aus,  ebenso  «j,  y,,  *i  durch 
In  ^n  fn  ^'^®  ^®s  ^^®  Formeln  6)  des  vorigen  Abschnittes  lehreD- 
Bezeichnet  man  f£br  den  Augenblick  die  Grössen 


Anhang  zum  ersten  Kapitel.  19 

der  Reihe  nach  mit  c/,  ß\  /,  femer 

1-«*,        1-^»,        l-y* 
mit  a\  ß'\  y",  und  den  Ausdruck 

mit  fi,  so  hat  man  für  ic,  y,  £,  Xj,  y^  £"1  die  Werte: 

«"I.  -  y'%  -  ß'ii 


„"1  _  y'„  -  ß't 

4/ 

y"t-/S'|-«'« 

r  —       •                        r, 

n» 


ni 


n> 


und  diese  sind  in  die  Gleichung  3)  einzusetzen.  Auf  gewöhnlichem 
Wege  ausgeführt,  würde  diese  Substitution  einen  Äusserst  weit- 
läufigen gebrochenen  Ausdruck  liefern,  dessen  Zähler  aus  nicht 
weniger  als  81  Gliedern  bestünde,  und  man  würde  einige  Mühe 
haben,  die  Formel  in  ihre  einfachste  Gestalt  zu  bringen;  dagegen 
gelangt  man  durch  folgende  Bemerkung  leicht  zum  Ziele.  Wenn 
man  sich  die  sämtlichen  in  der  Gleichung  3)  vorkommenden  Pro- 
dukte ara:,,  yy^  u.  s.  w.  nach  Substitution  der  obigen  Werte  ent- 
wickelt denkt,  so  erhält  man  nach  Hebung  von  rr^  einen  Ausdruck 
von  der  Form 

ro8(rr,)  «  4  [^S5i  +  ^VVi  +  Cit, 

worin  die  Koeffizienten  A^  B^  ...  C"  nur  von  den  Koordinaten- 
winkeln abhängig  sind  und  sich  bei  wirklicher  Ausrechnung  von 
jfiibsLJnden  würden.  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  bleibt  ^Ke^ 
selbe,  wenn  r  und  r^  gegeneinander  vertauscht  werden  [Z-(rri) 
—  L  (rjr)],  es  muss  folglich  die  rechte  Seite  die  nämliche  Eigen- 
schaft besitzen,  also  ungeändert  bleiben,  wenn  £  mit  ^^  und 
gleichzeitig  1}  mit  iji,  sowie  ^  mit  t^^  vertauscht  wird.  Man  erkennt 
hieraus,  dass  der  Koeffizient  von  ^i^^  derselbe  sein  muss,  wie  der 
von  Jjij,  d.  h.  C  —  C",  und  dass  ebenso  B* «  5",  jA!  ^  A"  ist;  die 

Formel  lautet  hiemach 

2* 
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+  A'  (,,?,  +  ri^S)  +  B'  (?|i  +  fil)  +  C  (I,,,  +  I,.,)]- 

Da  die  Koeffizienten  A^  B^  ...  C'  von  der  individuellen  Lage  der 
Vektoren  r  und  r^  unabhängig  sind,  so  kann  irgend  eine  sperielle 
Kichtung  der  letzteren  zur  Bestimmung  von  -4,  B^  ...  0'  dienen; 
so  muss  z.  B.  in  dem  Falle,  wo  ^ifr^  *^  0^  also  §i  =»  |,  »/i="»l5 
f j  =  f  wird,  diejenige  Gleichung  zum  Vorschein  kommen,  welche 
jederzeit  zwischen  den  Grössen  J,  t;,  f  besteht  (Nr.  7  im  vorigen 
Abschnitte).    Nun  giebt  die  obige  Formel  bei  dieser  SpeziaHsierung 

und  wenn  man  diese  mit  der  erwähtnen  Beziehung,  nämlich 

1  «  --  [«"!'+  /3%«+  /'?*-  ^clrit  -  2/3'fS  -  2y'|i,] 

zusammenhält,  so  ergeben  sich  die  Werte 

A  -  «"p,  5  -  ^V,  <:?  -  /'p, 

^'-  -  «V,       B'^-  §'(,,        C'=--  yV; 
die  gesuchte  Formel  lautet  demnach 

cos {rr^)  =  -  [«"lli  +  p"rtri,  +  /??, 

-  «'('/fi  +  %f)  -  /»'ai,  +  fxl)  -  / (lij,  +  fi-))] 
oder   auch   vermöge   der  Bedeutungen   von   «',  /?',  /,  a",  j5",  y 
und  fi: 

(1+  2a/5y  —  a^— /3*—  y*)cö5(rrj 

-  (1  -~  a«)  S I,  +  (1  -  ^ «)  1?  ^,  +  (1  -  /)  f  ?, 

-  («  -  ^y)  (^fi  +  »/if)  -  (^  -  y«)  (f li  +  ?il) 

Im  speziellen  Falle  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystemes 
ist  «  —  j3  «  y  «  0,  und  dann  gehen  die  vorigen  Formeln  in  di^ 
einfacheren  des  §  5  über. 


5) 
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§6- 


/ 


/ 


/ 


Die  Gleichungen  der  Geraden. 

Wenn  ein  Punkt  P,  dessen  rechtwinklige  Projektionen  auf  die 
Koordinatenebenen  durch  die  Koordinaten  x  und  y,  x  und  0^  y  und  z 
bestimmt  sind,  seine  Lage  im  Eaume  ändert,  so  bewegen  sich  auch 
seine  Projektionen,  und  wenn  P  die  gerade  oder  krumme  Linie  s 
durchläuft,  so  beschreiben  die  Projektionen  P',  P",  P'"  gerade  oder 
krumme  Linien,  welche  wir  der  Reihe  nach  mit  s\  s",  5"'  bezeich- 
nen und  die  Projektionen  der  Linie  s  nennen.  Erinnert  man  sich 
nun,  dass  bereits  durch  zwei  Projektionen  eines  Punktes  die  drei 
Koordinaten  desselben  gegeben  sind  und  damit  zugleich  die  übrige 
dritte  Projektion  bestimmt  ist,  so  übersieht  man  leicht,  dass  aus 
zweien  der  Projektionen  s',  s",  s'"  die  dritte  abgeleitet  werden  kann, 
dass  mithin  die  räumliche 
Kurve  s  durch  irgend  zwei 
ihrer  Projektionen  bestimmt 
wird.  Sind  z.  B.  die  Pro- 
jektionen ^  und  5"  gegeben, 
so  lege  man  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  L  der  ic- Achse 
eine  Ebene  parallel  der  yz- 
Ebene;  die  genannte  Hilfs- 
ebene schneidet  die  Linie  5' 
in  einem  Punkte  P',   ebenso 


Fig.  13. 


R 


in  einem  Punkte  P";   diese  Punkte   sind   die  Projektionen   des 
Punktes  P  im  Räume,  welchen  man  dadurch  erhält,  dass  man  in 
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der  Hilfsebene  das  Rechteck  LP^  PP"  aus  den  bekannten  Seiten 
LP^^y  und  LP"'=^z  konstruiert.  Giebt  man  nun  der  willkürlichen 
Entfernung  OL^^x  alle  möglichen  Werte,  so  erhält  man  auf  diese 
Weise  alle  möglichen  Punkte  der  Linie  s.  Ganz  ähnlich  ist  das 
Verfahren,  wenn  zwei  andere  Projektionen  von  s  als  gegeben  an- 
gesehen werden.  Diese  geometrische  Betrachtung,  die  mit  der  de- 
skriptiv-geometrischen Auffassung  völlig  übereinstimmt,  ist  leicht 
analytisch  auszudrücken,  indem  man  beachtet,  dass  die  ebene  Linie 
s'  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten  OX=x  und  LP^y 
irgend  eines  ihrer  Punkte  P',  ebenso  die  Linie  s"  durch  eine  Glei- 
chung zwischen  den  Koordinaten  OL'^x  und  LP^^^e  charakterisiert 
wird;  eine  Linie  im  Räume  ist  denanach  bestimmt  durch  zwei  Glei- 
chungen zwischen  je  zwei  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  von 
ihr,  und  zwar  bedeutet  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  die  Glei- 
chung ihrer  Projektion  auf  die  xy- Ebene,  eine  Gleichung  zwischen 
X  und  z  die  Gleichung  ihrer  Projektion  auf  die  x;er- Ebene,  endlich 
eine  Gleichung  zwischen  y  und  z  die  Gleichung  ihrer  Projektion 
auf  die  ^;e;- Ebene.  Eliminiert  man  x  aus  den  beiden  ersten  Glei- 
chungen, so  muss  man  die  letzte  erhalten,  ebenso  könnte  man  aib 
den  Gleichungen  zweier  anderen  Projektionen  die  Gleichung  der 
noch  übrigen  Projektion  ableiten« 

Um  diese  allgemeinen  Erörterungen  auf  die  Gerade  im  Räume 
anzuwenden,  bedarf  es  nur  der  Bemerkung,  dass  in  diesem  Falle 
sämtliche  Projektionen  gerade  Linien  sind;  denkt  man  sich  dem- 
nach die  Gerade  durch  ihre  Projektionen  auf  die  xy-  und  a;£r -Ebene 
bestimmt,  wie  es  künftig  in  Übereinstimmung  der  deskriptiven 
Geometrie  meistenteils  geschehen  wird,  so  sind  die  Gleichungen 
ihrer  Projektionen  oder,  wie  man  kurz  zu  «sagen  pflegt,  die  Glei- 
chungen der  Geraden: 

1)  y^Bx  +  h,       Z'^Cx  +  c. 

Aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  kennt  man  die  Be- 
deutung der  vier  Konstanten  J?,  &,  C,  c;  bezeichnet  man  nftmHcfa 
durch  a'  den  Winkel,  welchen  die  Horizontalprojektion  A'P'  mit 
der  aj- Achse  bildet,  und  analog  durch  o"  den  Winkel  zwischen  der 
Vertikalprojektion  ^"P"  und  der  rc- Achse,  so  hat  man 

2)  5  —  tan  a\       C  —  tan  a". 

Femer  sind  h  und  c  die  Abschnitte  OA'  und  0Ä'\  welche  die  Pro- 
jektionen s!  und  s/^  auf  den  Achsen  der  y  und  der  z  bilden,  oder 
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auch  die  Koordinaten  des  Punktes  Ä,  in  welchem  die  Gerade  die 
i/;?- Ebene  schneidet.  Nennen  wir  in  Übereinstimmung  mit  der 
deskriptiven  Geometrie  die  Durchschnitte  einer  Geraden  mit  den 
Projektionsebenen  die  Spuren  der  Geraden,  so  können  wir  h  und 
c  kurz  als  die  Koordinaten  der  ^j?- Spur  unserer  Geraden  bezeichnen. 
Nicht  überflüssig  ist  hierbei  die  Bemerkung,  dass  die  Koeffizienten 
B  und  C  die  Richtungen  der  Projektionen,  mithin  auch  die  Rich- 
tung der  Geraden  im  Baume  bestimmen,  während  b  und  c  den  Punkt 
der  ^^er- Ebene  angeben,  durch  welchen  die  Gerade  geht.  Lässt  man< 
demnach  B  und  C  ungeändert,  giebt  aber  b  und  c  andere  und 
andere  Werte,  so  erhält  man  die  Gleichungen  eines  Systemes  pa- 
ralleler Geraden;  nimmt  man  umgekehrt  b  und  c  konstant,  dagegen 
für  B  und  C  der  Reihe  nach  verschiedene  Werte,  so  hat  man  die 
Gleichungen  von  Geraden,  welche  zusammen  einen  Strahlenbüschel 
aasmachen,  dessen  Mittelpunkt  in  der  ^j? -Ebene  liegt. 

Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  die  Gerade  durch 
zwei  andere  Projektionen  bestimmt  wird;  wählt  man  hierzu  die 
Projektionen  auf  die  yx-  und  y^r- Ebenen,  so  sind  die  Gleichungen 

3)  x^Ä^y  +  a^,       ^— ^i^  +  q, 

wo  a^  und  r^  die  Koordinaten  der  a:;?-Spur  bedeuten;  endlich  hat 
man  zur  Bestimmung  der  Geraden  durch  ihre  Projektionen  auf  die 
Ebenen  zx  und  ey 

4)  X'-^A^^  +  a^,      y^B^z  +  b^, 

wo  Cj  und  b^  die  Koordinaten  der  icy-Spur  sind. 

Wie  sich  nach  dem   eingangs  Gesagten  von  selbst  versteht, 

können  aus  einem  der  Gleichungssysteme  l),  3)  und  4)  die  beiden 

anderen  hergeleitet  werden.     Gehen  wir  von  den  Gleichungen  1) 

ans,  weil  sie   der  deskriptiv- geometrischen  Anschauungsweise   am 

nächsten  liegen,  so  können  wir  zunächst  x  durch  y  ausdrücken  und 

den  gefundenen  Wert  in  die  für  z  geltende  Gleichung  substituieren; 

wir  haben  so 

1  b  C       ,  bC 

ans  der  Vergleichung  mit  Nr.  3)  erhalten  wir  für  die  Koeffizienten 
ii,  Ci  die  Werte  ^ 

und  f&r  die  Koordinaten  der  ar^r-gpur: 
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5) 


b  bC      cB-bC 


Auf  analoge  Weise  bilden  wir  aus  den  Gleichungen  l)  die 
folgenden 


1  c 


■Qnd  erhalten  durch  Vergleichung  mit  Nr.  4) 


A-Q^ 


B< 


B 


sowie  für  die  Koordinaten  der  a;y-Spur: 


6) 


««  =  -■5' 


h-b-  ^ 


cB      hC  —  cB 


C 


Flg  U. 


Die  vorigen  allgemeinen  Formeln  erleiden  in  dem  Falle  eine 
Modifikation,  wo  die  Gerade  einer  oder  zweien  der  Koordinaten- 
ebenen parallel  liegt.  Ist 
sie  parallel  zur  j^- Ebene, 
wie  z.  B.  die  Gerade  DE^  so 
sind  ihre  Projektionen  auf 
die  Ebenen  xz  und  y2  pa- 
rallel zu  den  Achsen  der  /, 
resp.  3/,  und  es  gelten  dann 
die  Beziehungen 

wo  OB'^CD^b  und  ÖC 
^  AE^^c.  Symmetiischer 
gestaltet  sich  die  erste  Gleichung,  wenn  man  den  Abschnitt 
CE  ■=  OA  in  Rechnung  bringt;  für  OA  ■=  a  hat  man  nämlich 


a        h 


z 


als  Gleichungen  jener  Geraden.  Der  Punkt  ac  ist  die  jrje-Spm*  und 
der  Punkt  &c  die  yje?-Spur  der  Geraden,  die  ir^-Spur  föllt  ins  Un- 
endliche; eben  deswegen  würden  sich  in  diesem  Falle  die  Glei- 
chungen der  Geraden  nicht  unter  der  Form  von  Nr.  4)  darstellen 
lassen.  Für  eine  der  ir^ef- Ebene  parallele  Gerade,  wie  z.  B.  DF, 
hat  man  in  entsprechender  Wei^e  die  Gleichungen 
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a        c  »       •/         7 

wo  ah  die  iry-Spur  und  6c  die  t/j^-Spur  ist.  Eine  der  ^^- Ebene 
I»arallele  Gerade,  wie  z.  B.  EF^  wird  dargestellt  durch  die  Glei- 
chungen 

b        c  ' 

ihre  xif-  und  a:;cr- Spuren  sind  die  Punkte  ab  und  ac, 

Ist  die  Gerade  zweien  der  Koordinatenebenen  zugleich,  d.  h. 
piner  der  Koordinatenachsen  parallel,  so  vereinfachen  sich  die  obigen 
Gleichungen   noch  weiter.     So  hat  man  für  die  Gerade  DG // OX 

2/  =«  6,       jp  =  c,       (x  beliebig) 

und  der  Punkt  bc  ist  die  einzige  in  diesem  Falle  vorhandene  Spur; 

pine  Parallele  zur  y- Achse  (z.  B.  EF)  wird  in  gleicher  Weise  durch     J    y^ 

X  ^  a,       i:  —  ß 

charakterisiert,  eine  Parallele  zur  jet- Achse  (FG)  durch 

aj  -«  a,       y  ^b. 

Daran  schliesst  sich  die  Bemerkung,  dass  von  den  drei  Glei- 

ehungspaaren 

2/  —  0    und    ;?  «=  0, 

x^O      „      5?  —  0, 
X  «  0      „      2/  =  0 

'las  erste  die  u:- Achse,  das  zweite  die  y- Achse  und  das  dritte  die 
r- Achse  bezeichnet. 

Die  bisher  entwickelten  Formeln  geben  die  Winkel,  welche  die 
Projektionen  der  Geraden  mit  den  Achsen  einschliessen,  nicht  aber 
die  Winkel,  welche  die  Gerade  selbst  mit  den  Achsen  bildet.  Um 
letztere  Winkel  zu  finden,  denken  wir  uns  dm'ch  den  Anfangspunkt 
der  Koordinaten  eine  Parallele  zu  der  gegebenen  Geraden  gelegt  und 
auf  dieser  vom  Anfangspunkte  der  Koordinaten  aus  eine  beliebige 
Strecke  r  abgeschnitten,  deren  Endpunkt  die  Koordinaten  j,  y,  j? 
besitzen  möge.  Nennen  wir  der  Reihe  nach  c,  jS,  y  die  Winkel, 
welche  die  Gerade  AP  mit  den  Koordinatenachsen  bildet,  und  9,  i(^,  ;t 
die  Richtungswinkel  des  Radiusvektor  r,  so  haben  wir  wegen  AVjjr 

Tind  nach  den  Formeln  3)  in  §  4 


hii 
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X 


cosa  = 


cosß 


cosy 


Vx^  +  y^  +  z^ 

y 
Vx^  +  y'  +  z^ 


Vx^  +  y^  +  z^ 

Hier  ist  noch  die  Bedingung  hinznzufilgen,  dass  die  Strecke  r  pa- 
rallel ZM  AP  durch  den  Koordinatenanfang  geht.  Nun  sind  über- 
haupt die  Gleichungen  irgend  einer  durch  den  Anfangspunkt  der 
Koordinaten  gehenden  Geraden: 

y  =  B^x^     z  «  C^x^ 

und  wenn  diese  Gerade  parallel  zur  ursprünglichen  Geraden  liegen 
soll,  so  müssen,  wie  schon  erwähnt,  die  gleichnamigen  Projektioneii 

I  parallel  sein,  also  die  Bedingungen 
B,^B,     C,~C 

stattfinden.     Die  Gleichungen  der  Geraden  r  sind  folglich 

y  =  Bx^     z  —  Cx, 

Nach  Substitution  dieser  Werte  gehen  die  vorhin  aufgestellten 
Formeln  in  die  folgenden  über: 


1) 


cosa 


1/1+  B^+C^ 

cosß  =  \ 

Yl  +  B^+C^ 

C 

cosy  ' 


Yl  +  B^+C^ 

Dividiert  man  sowohl  die  zweite   als   die   dritte   dieser  Glei- 
chungen durch  die  erste,  so  erhält  man  die  beiden  Formeln 

8)  B^'-^,        C»^ 

^  COS  a  cos  a 

oder  zufolge  von  Nr.  1) 

f       cosß  ,,       cosy 

tan  a  = -^         tan  et  =• -- 

cos  a  cos  a 

Diese  Relationen  kann  man  auch  mit  Hilfe  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie finden  und  aus  ihnen,  in  Verbindung  mit  der  Formel 

cos^a  +  cos^ß  +  cos^y  «  1, 

rückwärts  die  Gleichungen  7)  herleiten. 


4  /^\  COS  ß  .         ^v  ^        cosy  ,         ^x 

10)    y-g^—ri^-f)^     ^-^-Tzri^-f)'^ 
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Infolge   der  Formeln  8)   lassen  sich  die  Gleichungen  1)  fol- 
gendennassen schreiben: 

9)  y^ flJ  +  ^,      ^  «*  — -  x  +  c, 

^  cosa  cos  tt 

und  zwar  sind  dies  die  Gleichungen  derjenigen  Geraden,  welche  in 
der  Richtung  aßy  durch  den  Punkt  bc  der  t/ je?- Ebene  geht.  Be- 
zeichnet fgh  irgend  einen  von  xyz  verschiedenen  Punkt  derselben 
Geraden,  so  gelten  auch  für  ihn  die  Gleichungen  9),  nämlich 

g  «  --    «^  f+b^  Ä  —  '-f+  C, 

COS  O  cos  CL 

Durch  Subtraktion  dieser  Gleichungen  von  den  vorigen  fallen  b  und 

c  weg  und  es  bleibt 

cosß 

cos  a  ^        ' ' '  cos  et 

dies  sind  die  Gleichungen  derjenigen  Geraden,  welche  in  der  Rich- 
tung aßy  durch  den  Punkt  fgh  geht. 

Hiemach  lässt  sich  die  Bedeutung  der  symmetrisch  gebauten 
Gleichungen 

m  ^~^f     y-g^     ^-^ 

^  L     ^     M     '^      N 

leicht  ermessen.     Bringt  man  sie  nämlich  auf  die  Form 

so  erkennt  man  augenblicklich,  dass  jene  Gleichungen  eine  Gerade 

bedeuten,  welche  durc'h  den  Punkt  fgh  geht,  und  deren  Richtung 

mittels  der  Bedingungen 

cos  ß       M         cosy        N 

cos  a       L         cos  a       L 
oder  kürzer  durch  die  Proportion 

12)  cos cc :  cos ß  :  cosy  =>»  L  :  M:  N 

bestimmt  wird.    Die  Werte  von  cosa,  cosß,  cosy  selber  erhält  man 

aus  den  Formeln  7),  indem  man  5«  —  und  C^  —  substituiert;  sie 

sind: 

L 
cos  a  =»     ,  -1 

cosß  = 


13) 


N 
cosy  = 


yL*+M*+N' 


\^ 


■t.  J 
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Die  Gleichungen  1 1)  empfehlen  sich  in  vielen  Fällen  nicht  nur  durch 
ihre  symmetrische  Form,  sondern  auch  dadurch,  dass  sie  der  un- 
mittelbarsten Bestimmung  einer  Geraden  —  nämlich  der  Bestim- 
mung durch  einen  Punkt  und  die  Richtung  —  direkt  entsprechen. 

§7. 
Versohiedene  BestimmiuigsweiBeii  einer  Geraden. 

I.  Parallele  zu  einer  gegebenen  Geraden.  Wenn  durch 
einen  gegebenen  Punkt  fgh  eine  Parallele  zu  einer  gegebenen^ 
mittels  der  Gleichungen 

1)  y  =  Bx  -f  6,       z  ^  Cx  +  c 

bestimmten  Geraden  gelegt  werden  soll,  so  bezeichne  man  die 
Gleichungen  der  gesuchten  Geraden  vorläufig  durch 

2)  y'^B^X'\-\^       z-^G^x  +  c^ 

und  bestimme  die  vier  Unbekannten  B^^  ftj,  Cj,  Cj  aus  den  ge- 
forderten Bedingungen.  Einerseits  hat  man,  weil  die  Gerade  durch 
den  gegebenen  Punkt  gehen  soll, 

andererseits  wegen  der  parallelen  Lage  beider  Geraden 

B^-^B    und    Cj  =  a 
Entwickelt  man  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  Werte  der 
vier  Unbekannten,  so  folgt  durch  deren  Substitution  in  Nr.  1) 

2)  y^Bx  +  g-Bf,       z^Cx  +  h-Cf, 
oder  in  symmetrischerer  Form: 

3)  y-g^B{x-f),      e-h  =  C(x-f). 

Drückt  man  B  und  C  durch  die  Winkel  aus,  welche  die  gegebene 
Gerade  mit  den  Koordinatenachsen  einschliessen,  so  kommt  man  aut' 
die  Gleichungen  10)  des  vorigen  Paragraphen  zurück. 

n.   Gerade  durch  zwei  Punkte.     Bezeichnen  wir  mit 

4)  y  —  Bx  +  b^       e'^  Cx  +  c 

die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden,  welche  durch  die  gegebenen 
Punkte  /i^i^i  und  ^2^2  ^2  g®^*?  so  sind  die  vier  Unbekannten  B,  k 
C,  c  mittels  der  folgenden  vier  Gleichungen  zu  bestimmen: 

welche  die  analytischen  Ausdrücke  der  angegebenen  Bedingongen 
sind.     Man  findet  ohne  Mühe 
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U  -fx  fi-  fl 

und  folglich  sind  die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden: 


Dieselben  enthalten,  einzeln  betrachtet,  den  unmittelbar  einleuch- 
tenden  Satz,  dass  die  Projektionen  der  gesuchten  Geraden  durch 
die  gleichnamigen  Projeidionen  der  gegebenen  Punkte  gehen. 

Je  nach  Bedürfnis  kann  man  den  Gleichungen  5)  noch  andere 
Formen  erteilen,  z.  B.: 


oder 


y - 9x-'j-^' (.^ -  fx\     ^-K--f^'{^-fx\ 

12  ~~  / 1 


/l         12 


z  - 

-\= 

ft- 

■  *'-  fx 

Z  ' 

-h- 

fx~ 

-  /  2 

Z  ' 

-h. 

X  - 

-A. 

und  am  elegantesten 

y  —  92^^  ^  -  K  ^  —  ^j  ^  —  (2 
Die  vorstehenden  Gleichungen  lehren  auch  die  Relationen  ken- 
nen, welche  zwischen  den  Koordinaten  dreier  Punkte  fiffih^^  /g 5^2^*2 
und  f^9^\  stattfinden  müssen,  wenn  diese  in  einer  geraden  Linie 
liegen  sollen.  Hierzu  ist  nämlich  erforderlich,  dass  der  dritte  Punkt 
auf  der  durch  die  beiden  ersten  Punkte  gehenden  Geraden  liegt, 
dass  also  seine  Koordinaten  den  Gleichungen  6)  genügen;  die  frag- 
liche Bedingung  ist  demnach  in  den  beiden  Gleichungen 

1\  9%  —  9i  ^fs"  fi^        h-\  ^ffj—  fx 

9%  —  92       fz  ""  /*2         '*3  —  ^2       /s  —  /*2 
enthalten,  welche  geometrisch  bedeuten,  dass  im  vorliegenden  Falle 
die  gleichnamigen  Projektionen  der  drei  Punkte  in  je  einer  Geraden 
liegen  müssen. 

§8. 
Zwei  Gerade. 

Wenn  zwei  Gerade  im  Baume,  deren  Gleichungen 

1)  y^Bx  +  h,         z^Cx  +  c, 

2)  y^B^x  +  b^,      z^CiX  +  c^, 


^ 
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sein  mögen,  nicht  parallel  laufen,  so  können  sie  entweder  sich 
schneiden  oder  aneinander  vorbeigehen,  ohne  irgend  einen  Ptmkt 
gemein  zu  haben.  Um  diese  Fälle  analytisch  zu  sondern,  bestimmeo 
wir  zunächst  die  Durchschnitte  der  gleichnamigen  Projektionen  bei- 
der Geraden.     Aus  den  Gleichungen 

y^Bx  +  h   und   y^^B^x  +  h^ 

finden  wir  als  Koordinaten  «'  und  }/  des  Durchschnittes  der  Pro- 
jektionen auf  die  Ä-y- Ebene 

^  B^-B        ^         B^-  B    ' 

ebenso  folgt  aus  den  Gleichungen 

z  ^  Cx  +  c   und    ;sr  -=  Cja;  +  Cj , 

dass  sich  die  Projektionen  auf  die  a;;er- Ebene  in  einem  Punkte 
schneiden,  dessen  Koordinaten  sind: 

Wenn  nun  die  beiden  Geraden  im  Baume  einen  Punkt  S  als 
wirklichen  Durchschnitt  gemein  haben,  so  müssen  seine  Projektionen 
/S'  und  /S'"  mit  den  Durchschnitten  der  gleichnamigen  Projektionen 
der  Geraden  zusammenfallen,  d.  L  rz/  und  ^  müssen  die  Koordi- 
naten von  8\  ebenso  ar"  imd  ä"  die  Koordinaten  von  jS"  sein;  dies 
ist  aber  nur  möglich  für  J  «*  a/',  und  so  ergiebt  sich  als  Bedingung 
für  das  Vorhandensein  eines  Durchschnittes  die  Gleichung 

5)  4^-^^^     oder     ^-^-^.-^ 


B^-  B        C^—  C  c^  —  c        C^—  C 

oder  auch 

6)  ih-i){C,-C)-(c,-c)  (£,-£). 

Ist  eine  dieser  drei  Gleichungen  erf&llt,  so  hat  man  für  die  Koor- 
dinaten des  Durchschnittes,  welche  in  diesem  Falle  a/,  y,  /  heissen 
mögen,  die  Werte 


7) 


x 


B^-B  C^-C 


,      hBi  —  h^B         j       ca  —  c.C 

V  = —  1  jT  ■«  = = —  • 

^         B^-B  Cj-C 


Im  entgegengesetzten  Falle  kann  nur  von  den  Durchschnitten  der 
Projektionen  die  Bede  sein  und  die  Formeln  in  3)  und  4)  besteben 


i 
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Fig  16. 


dann  ohne  weiteren  Zusammenhang  untereinander.  Dieses  Resul- 
tat stimmt  überein  mit  dem  bekannten  Satze  der  deskriptiven 
Geometrie,  dass  zwei  Gerade  MN  und  PQ  sich  nur  dann  schneiden, 
wenn  der  Durchschnitt  8^  ihrer  Horizontalprojektionen  M'N'  und 
P'^  in  derselben  Vertikalen  liegt 
wie  der  Durchschnitt  /S"  ihrer  Ver- 
tikalprojektionen M^'N"  und  P"ö". 
Man  hat  nämlich 

OK  -  a/,     KS^ «  y, 

und  wenn  die  Gerade  S'S''  senkrecht 
auf  OZ  stehen  soll,  so  muss  OiT—  0/>, 
d.  h.  x'  «■  a/'  sein. 

Bei  zwei  parallelen  Geraden 
ist  jB,  «  J?,  Cj  =*  C  und  mithin  die 
Gleichung  6)  erfüllt;  die  Formeln  7) 

geben  ar'«— oo,  y'«  oo,  je'—  oo,  und  sprechen  den  bekannten  Satz 
aus,  dass  zwei  Parallelen  einen  unendlich  fernen  Punkt  gemein 
haben.  Um  diesen  Fall  mit  dem  vorigen  in  einen  Ausdruck  zu- 
sammenzuf assen ,  sagen  wir:  zwei  Gerade  liegen  in  einer  und  der- 
selben Ebene  oder  nicht,  je  nachdem  die  Gleichung 

(h  -  »)  (C,  -  C)  -  (c,  -  c)  {B,  -  B) 
erfüllt  oder  nicht  erfüllt  ist;  im  ersten  Falle  haben  sie  einen  Punkt 
gemein,  der  ebensowohl  in  endlicher  als  in  unendlicher  Entfernung 
liegen  kann,  im  zweiten  Falle  besitzen  die  Geraden  keinen  gemein- 
schaftlichen Punkt. 

Einige  Aufmerksamkeit  verdient  noch  der  Fall,  wenn  die  eine 
der  gegebenen  Geraden  parallel  zu  einer  oder  zweien  der  Koordi- 
natenebenen liegt.     Ist  die  bisher  durch 

y  —  Bx  +  6,       z  ^  Cx  +  c 

charakterisierte  Gerade,  welche  kurz  s  heissen  möge,  parallel  zur 
x^- Ebene,  so  hat  man  in  den  vorigen  Formeln  einfach  C-^0  zu 
nehmen;  ist  sie  parallel  zur  xz -Ebene ^  so  wird  dagegen  JS  —  0. 
Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  s  der  t^ je- Ebene  parallel 
Hegt;  die  Gleichungen  von  s  sind  dann 


z'' 


\ 
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und  sie  liefern,  niit  den  Gleichungen  2)  zusammen  auf  einen  und 
denselben  Punkt  z'^/V  angewendet,  die  Bedingung 

^  b  C  ' 

Liegt  die  Gerade  s  parallel  zur  a;- Achse,  so  ist  ^  «=  C=^', 
mithin  nach  5) 

9)  ^^J^^^trJl     oder     '^^^^?J; 

^^    \     '        verglichen  mit  der  t/je^- Projektion  von  5^,  d.  h.  mit  der  Geraden 


^/>M^ 


\  2^  B,  C, 

giebt  die  obige  Bedingung  9)  zu  erkennen,  dass  ein  Durchschnitt 
von  5  und  s^  nur  dann  existiert,  wenn  die  yjer- Projektion  von  .«, 
durch  die  yz-^^ViY  von  c<?  geht.  Ist  ferner  s  parallel  der  y-Ach>p. 
so  sind  die  Gleichungen  von  5 

rr  «  o,       j?  =  f , 
mit  den  Gleichungen  2)  zusammen  auf  einen  und  denselben  Punkt 
x'^/V  angewendet,  liefern  sie  die  Bedingung 

10)  c^C^a  +  c^, 

welche  geometrisch  bedeutet,  dass  die  ir;?- Projektion  von  s^  dunh 
die  ir;sr-Spur  von  5  gehen  muss.  Wäre  endlich  s  parallel  der  ;?-Ach>f. 
mithin  _ 

so  würde  sich  durch  ähnliche  Schlüsse  die  Bedingung 

11)  h^B^a  +  \ 
ergeben,   welche   sagt,    dass   die  iry- Projektion  von  s^   durch  di*' 
gleichnamige  Spur  von  s  gehen  muss. 

Es  bleibt  nun  noch  der  Winkel  zu  bestimmen,  welchen  dif 
Geraden  jedenfalls  miteinander  bilden,  sie  mögen  sich  schneiden 
oder  nicht.  Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch  den  Anfangspunkt 
der  Koordinaten  Parallelen  zu  den  gegebenen  Geraden;  die  Glei- 
chungen dieser  Parallelen  sind 

y  —  J5ir,  z  ^  Cx'^  y  ^  B^x^  e  ^  C^x\ 
wir  nennen  femer  r  die  Strecke  vom  Anfangspunkte  der  Koordinaten 
bis  zu  dem  auf  der  ersten  Parallelen  liegenden  Punkte  xyx^  ^^^' 
i\  die  Strecke  vom  Koordinatenanfang  bis  zu  einem  auf  der  zweiten 
Parallelen  willkürlich  gewählten  Punkte  x^y^z^^  dessen  Koordinaten 
den  Gleichungen  ^  ^ 
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genügen  müssen,   und  bestimmen   den   Winkel  (rrj,   welcher  der 
gesuchte  Winkel  ist.     Nach  §  5  haben  wir 


ros(rr^)  = 


—   1 


und  hieraus  folgt,  wenn  wir  den  Winkel  {rr^)  kürzer  mit  S  be- 
zeichnen und  für  y,  /,  y^^  e^  die  vorhin  angegebenen  Werte  setzen, 

im  ^  1  +  ^^^  +  CG, 

12)  cos S  «=    ,-  -      — —  • 

Wegen  des  doppelten  Vorzeichens  der  Quadratwurzel  liefert  diese 
Formel  zwei  Werte  von  6,  die  sich  zu  180^  ergänzen;  in  der  That 
bilden  auch  zwei  Gerade  miteinander  zwei  Winkel,  einen  spitzen 
and  einen  stumpfen. 

Soll    der   Winkel   zwischen    beiden   Geraden   ein   rechter   sein 
wobei    sie    sich    ebensowohl    rechtwinklig    schneiden   als   kreuzen 
können),   so   muss   cos  S  '^  0  werden,   also  der  Zähler  des  obigen 
Braches  verschwinden.     Die  Gleichung 

13)  l  +  BBi+CC,'^0 

enthält  folglich  die  Bedingung  dafür,  dass  beide  Geraden  senkrecht 
zueinander  liegen.  Hieran  knüpft  sich  die  Aufgabe  des  nächsten 
Paragraphen. 

§9. 
Senkrechte  von  einem  Funkte  auf  eine  Gerade. 

Die  Koordinaten  eines  gegebenen  Punktes  mögen  /*,  ^,  hy  und 

1)  y  =  Bs  +  b,       s^Cx+c 

die  Gleichungen  einer  gegebenen  Geraden  sein.  Soll  nun  durch  den 
Punkt  fgh  eine  Gerade  gezogen  werden,  welche  die  durch  Nr.  l) 
ausgedrückte  Gerade  senkrecht  schneidet,  so  hat  man  die  Glei- 
chungen des  gesuchten  Perpendikels  vorläufig  in  der  Form 

2)  y  •«  Mx  +  »w,       z  ^  Nx  +  n 

aufzustellen  und  die  darin  vorkommenden  Unbekannten  M^  w,  N^  n 
mittels  folgender  Bedingungen  zu  bestimmen.  Weil  erstens  die  ver- 
langte Gerade  durch  den  Punkt  fgh  gehen  soll,  muss  gleichzeitig 

3)  g^Mf+m,       h^Nf+n 

sein;  damit  femer  das  Perpendikel  die  gegebene  Gerade  schneidet 
ist  die  Gleichung 

4)  T      (m  -  h)  (N-C)^  (n  -  c)  (M  -  B) 

Fort  n.  Schldmilob,  ajial.  Qcom,  II.  3 
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notwendig;  endlich  gehört  (nach  §  8,  Nr.  13)  zur  senkrechten  Lage 
beider  Geraden  gegeneinander  die  Gleichung 

5)  1  +  BM  +  CN  «0.       <U^    [^   h-il, 
Aus  den  Gleichungen  3)  erhalten  wir 

6)  m^g  -  31  f,       «  =  Ä  -  Nf, 

und  durch  Substitution  derselben  in  Nr.  4)  wird  die  letztere  Glei 
chung  zu 

7)  {Cf+c-h)M-{Bf+h-g)N^B{c-h)''C{b-'g}. 

Die  Gleichungen  5)  und  7)  bestimmen  die  beiden  Unbekannten  M 
und  iV;  setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

I  F^B{Bf+b-g)  +  C(Cf+c-h), 

8)  G^C[B{c--h)-^C{b^g)]^{Bf+h^g), 
H^B[C{b-g)-B{c--h)]^{Cf+C'-h), 

so  findet  man  ^ 

und  nachher  aus  Nr.  Q) 

Zufolge    dieser  Werte   der  Tier  Unbekannten    sind   nun  die  Glei 
chungen  der  gesuchten  Senkrechten: 

C  M 

9)  2/  -  P  -  ^  (^  ~  /"),       <  -  Ä  -  —  (x  -  /•), 

oder  in  symmetrischerer  Form 

im  ^--/'     y-si     ^-^ 

Wir  suchen  zweitens  die  Koordinaten  oTq,  j/q,  e^  degenigen 
Punktes  zu  bestimmen,  in  welchem  die  von  fgh  ausgehende  Senk- 
rechte die  gegebene  Gerade  schneidet.  Da  der  verlangte  Punkt  den 
beiden  vorhandenen  Geraden  gemeinschaftlich  angehört,  so  gete 
für  seine  Koordinaten  die  Gleichungen 

I  y^  —  Bxq  +  b, 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  folgt  durch  Eliim- 

nation  von  y^ 

_  FQ,  -9)  +  Gf        _  Bf+_ b--g^ 
^0-       -     BF-G       "'         BF-Q 


r 
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Vermöge   der  in  Nr.  8)  angegebenen  Werte   von  F  und  G   findet 
man  weiter,  dass 

BF  -a^  (Bf+b  -  g)  1 1  +  B^+  C^) 
ist,  und  hierdurch  vereinüacht  sich  der  vorige  Wert  von  x^^.     Die 
zweite  und  dritte  Gleichung  in  Nr.  11)  liefern  nachher  die  Werte 
von  ^Q,  Zq^  und  überhaupt  sind  schliesslich 


12) 


1  +  B^+C^ 

G 

^^''^      1  +  j^+C«' 

,  _. ^ 

^0      '^      i  +  B^+C^ 


die  Koordinaten  des  Fusspunktes  der  vom  Punkte  fgh  auf  die  ge- 
gebene Gerade  herabgelassenen  Senkrechten. 

Endlich   möge  noch  die  Entfernung  jp  der  Punkte  fgh  und 
^0^0  ^0  aufgesucht  werden.     Hierzu  dient  die  Formel 

in  welche  die  obigen  Werte  von  oJq,  ^q,  e^  einzufahren  sind;  man 
hat  daher  , 

Dieser  Aasdmck  gestattet  noch  eine  Vereinfachung.  Setzt  man 
nämlich  zur  Abkürzung 

B(c-h)-C{h-g)'=ci, 
Bf+b-g-H,       Cf+c-h-d, 
so  ist  nach  Nr.  8) 

F—Bb'+G(f,       a-'Ca'-b',       H Bei  -  d, 

und  daraus  folgt 

=  6'*+  (i*  +  I^a'^->r  B*b'*+  C*a"+  CV» 

+  2  {BCb'd  -  Ca'}/  +  Ba'd) 
-(!  +  £»+  C)  (a'*+  6'«+  c*») 

-  a'*  -  BV-  (?*&'*+  2(BCb'd-Ca'b'+Ba'd). 

Substituiert  man  in  den  öliedem  der  letzten  Zeile  fOr  a\  b\  d  ihre 
oben  angegebenen  Werte,  so  findet  man,  dass  sich  alles  aufhebt 
and  da.ss  nur  übrig  bleibt 

F*  +  (?« +  H*  =  (1  +  B«  +  C«)  (a'*  +  &'"  +  c**) 
Demnach  wird  aus  Nr.  13) 

8* 
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^^V  \  i  +  B^+cn 


oder  vermöge  der  Werte  von  a\  h\  c' 


14)  !>-]/{ 


und   damit  ist  der  Abstand   des  Punktes  fgh  von   der  gegebenen 

Geraden  bestinmit. 

Zu  der  Formel  14)  fuhrt  noch  ein  anderer  Weg,  der  von  dem 

früheren  unabhängig  und  dem  Verfahren  der  deskriptiven  Geometrie 

nachgebildet  ist.  Letztere  wurde  näm- 
lich den  gegebenen  Punkt  fgh  (in  der 
Figur  K)  mit  irgend  einem  Punkte  P 
der  gegebenen  Geraden  verbinden,  die 
durch  beide  Gerade  bestinmite  Ebene 
in  die  Bildebene  umlegen  und  nach 
her  die  gesuchte  Senkrechte  plani- 
_  metrisch  konstruieren.    Dem  entspricht 

folgende  Rechnung.     Die  Koordinaten 

des  willkürlich  gewählten  Punktes  P  mögen   x^  y^  z  sein,  wobei 

die  Gleichungen 

y  «  Bx  +  &,       £f  —  C'x  +  f 

stattfinden;  die  Entfernung  KP  heisse  u,  so  bestimmen  sich  zu- 
nächst die  Winkel  A,  fi,  r,  welche  u  mit  den  Koordinatenachsen 
bildet,  durch  die  Formeln 

f  —  ^                     g  —  y                      h  —  £ 
cos  X  -= »        cos  ii  ■-» 7        cos  V  = • 

u  ti  u 

Sind  femer  a,  |S,  y  die  Richtungswinkel  der  Geraden  ÄP  und  be- 
zeichnet OD  den  Winkel  zwischen  dieser  Geraden  und  PK^  so  h&t 

man  « 

cosoD  ^^  cos  a  cosk  -{■  cos  ßcosfi  +  c^sy  cos  v 

oder  nach  Substitution  aller  Cosinuswerte 

,,,  ^  „  {f-^)  +  B{g-y)  +  C{h-z) 

Weiter  ist 

_p*  —  u^  5tn*  0)  — *  u*  —  (m  cos  {of 

-  (/•-  ^)'+  {9  -  y?+  (Ä  -  ^)*  -  (ucos»)« 
und  vermöge  des  obigen  Wertes  von  costa 
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,.-y-,)H(,-,).+  (>-.).-'»-')+f»7|-y<'-'«', 

oder,  wenn  alles  anf  gleichen  Nenner  gebracht  wird, 

,     [B(f'x)-{g-y)f+[C(f-x)^(h-z)Y+[B{h-zyC{g-y)f 
^"^  1  +  B^+C^ 

Durch  Substitution  der  Werte  von  y  und  z  geht  diese  Formel  in 
die  frühere  Nr,  14)  über. 

Die  för  p  entwickelten  Formeln  dienen  auch  zur  Bestimmung 
des  Abstandes  zweier  parallelen  Geraden,  deren  Gleichungen 

y  —  ^ic  +  &,       e  '^  Cx  +  c^ 
Bx  +  2>i,     0  '^  Cx  +  c^ 

sein  mögen.  Setzt  man  nämlich  fest,  dass  der  Punkt  fgh  auf  der 
zweiten  Geraden  liegt,  dass  mithin  die  Gleichungen 

stattfinden,  so  ist  seine  Entfernung  von  der  ersten  Geraden  einerlei 
mit  dem  gegenseitigen  Abstände  beider  Parallelen.  Zufolge  der 
vorstehenden  Werte  von  g  und  h  erhält  man  zunächst 

16)  G^  «  (o  ~  q)  BC-{b-  b,)  (1  +  C«), 

\H^{b^b,)BC-(c-  c,)  (1  +  5«), 

und  nachher  ist  wie  in  Nr.  13) 


^^)       C: 


17)  .^yj:i±ßi+A\  tv- 


Anhang  sum  Bweiten  Kapitel. 

I.    Die    Gerade,    bezogen   auf  ein    schiefwinkliges 

Koordinatensystem. 

Die  Entwickelungen  des  §  6  bleiben  für  ein  schiefwinkliges 
Koordinatensystem  insofern  ungestört,  als  auch  hier  die  Bestimmung 
der  Geraden  durch  zwei  ihrer  (schiefwinkligen)  Projektionen  erfolgt. 
Denkt  man  sich  wieder  die  Ebenen  xy  und  xe  zu  Projektionsebenen 
genommen,  so  sind  wie  früher  die  Gleichungen  der  Geraden: 

1)  y  ^  Bx  +  b^       z  '^  Cx  +  c^ 

wobei  5  und  c  die  Koordinaten  der  yr-Spur  der  Geraden  bedeuten. 
Dagegen  ändern  sich  die  Formeln,  worin  Winkel  vorkommen,  weil 


r 


I>J^> 
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die  Dreiecke,  aus  denen  jene  Winkel  gefunden  werden,  nicht  mehr 
rechtwinklige  sind. 

Bezeichnen  wir  die  gegebene,  durch  die  Gleichungen  1)  be- 
stimmte Gerade  mit  5,  ihre  Projektionen  mit  s!  und  ^\  so  haben 
wir  nach  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene 

2)     tan  (äx)  «  ,    ,    p   ^  /   o        tan  {g' x)  =•  .    ,   ri      r    \' 

^  ^       ^         1  +  B  cos  {xy)  ^        ^         1+  C  €08  \XB) 

woraus  für  L  {xy)  «—  L  (xz)  «90^  die  speziellen  Formeln  2)  in  §  6 

hervorgehen. 

Um  femer  die  Winkel  zu  bestimmen,  welche  die  Gerade  s  mit 

den  Koordinatenachsen  einschliesst,  denken  wir  tms  durch  den  Eo- 

ordinatenanfang  parallel  zu  s  eine  Gerade  gezogen  und  auf  dieser 

einen  beliebigen  Radiusvektor  r  abgeschnitten,  dessen  Endpunkt  die 

Koordinaten  x^  y,  g  haben  möge;  die  Winkel  (sx)^  (^y)»  (**)  ^^ 

dann  identisch  mit  den  Winkeln  (rx\  (ry),  (re).     Wegen  r//s  ist 

nun  r'//«',  f^*//sf^;   die  Konstanten  B  und  C  sind  daher  fUr  beide 

Geraden  dieselben,  d.  h. 

y  «  Bx^       z  «  Cx. 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

cos  (xy)  —  y,       cos  (zx)  =  /3,       cos  (yz)  «  a, 

so  ist  nach  den  Formeln  des  Anhanges  zum  ersten  Kapitel 

r  «  }/^*  +/+«*+  2  ayz  +  2  ßzx  +  2  yxy^ 

/    N      so  +  yy  +  ße 

cos  (rx)  — — - ) 


.       y  +  az  +  yx 
cos(ry) '—1 

cos(rz)  =» 


r 


wenn  man  hier  die  Werte  y  -»  Bx^  z  '^  Cx  substituiert  und  lur 
Vereinfachung  das  Zeichen 

3)  i)«"|/r+^«+C*+2a-BC+  2ßC+2yB 

benutzt,  so  erhält  man 

,    ,       l  +  yB  +  ßC 

cos  (SX)  — ' 


4) 


COS  (sy)  = 


D 

B  +  aC+y 

n — ' 

G+ß  +  aB 


COS  iß  z)^  2) 


0 
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II.   Der  Winkel  zwischen  zwei   Geraden. 

Zu  jeder  von   den  beiden  gegebenen  Geraden,   welche  durch 

die  Gleichungen 

(  y  ^  Bx  +  b,         z  ^  Cx  +  Cy 

y  «  B^x  +  &i,       £P  —  C^x  +  Ci 

bestimmt  sein  mögen,  denken  wir  uns  durch  den  Koordinatenanfang 
eine  Parallele  gelegt;  auf  der  ersten  Parallelen  sei  ein  willkürlicher 
Radiusvektor  r  abgeschnitten,  dessen  Endpunkt  xyz  heissen  mOge, 
ebenso  auf  der  zweiten  Parallelen  ein  Radiusvektor  r^  mit  dem 
Endpunkte  x^y^z^-^  es  ist  dann 

y-^Bx,     z-^Cx\       y^^B^x^y     ^i— Ciir,. 

Femer  haben  wir  nach  den  im  Anhange  zum  ersten  Kapitel  ent- 
wickelten Formeln 

r  —  >^+y*  +  j?*+  2«^;?+  2ßzx  +  2yxy, 

^•i='VV+y7+ V+  2a«/i;sri+  2ßZiXi+  2yx^y^, 

cos  {rr^  I 

Hier  sind  die  vorigen  Werte  von  y,  z,  yj,  Zi  zu  substituieren,  und 
wenn  man  dabei  zur  Abkürzung 

,  D  -  yi+  B^+C^+2aBC+2ßC  +2Jb, 


/>i-l/l  +  i^i*+  ^V+  2a5iCi+  2/3Ci+2y5i 
setzt,  so  ergiebt  sich,  weil  Z.  (rrj  — /.(sSj)  ist, 

ico8  (55,) 

Als  Bedingung  für  die  gegenseitige  senkrechte  Lage  der  bei- 
den Geraden  findet  man  hieraus 

Wir  knüpfen  an  diese  allgemeinen  Formeln  die  Lösung  einiger, 

die  gerade  Linie  betreffenden  komplizierteren  Aufgaben,  wobei  wir 

ein  beliebiges  Koordinatensystem  zu  Grunde  legen. 

/  *  •  i  i 

EH.   Gerade  durch  einen  Punkt  und  zwei  Gerade. 

Wie  aus  den  Elementen  der  Stereometrie  bekannt  ist,  lässt  sich 
dnrch  einen  gegebenen  Punkt  immer  eine  Gerade  so  ziehen,  dass  sie 
zwei  bestimmte,   nicht  in   einer  Ebene   liegende  Gerade  schneidet. 


y 
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1) 


Um  dasselbe  Problem  analytisch  zu  lösen,  bezeichnen  wir  den  ge- 
gebenen Punkt  mit  fgh  und  nennen    • 

y  «  B^x  +  61,       z^  C^x  +  c,, 

y  «  B^x  +  h^,       £;  —  C^x  +  c^ 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden,  sowie 

2)  y^Px+p,       z^Qx  +  g 

die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden.  Die  Bedingung,  dass  letz- 
tere durch  den  Punkt  fgh  gehen  soll,  wird  durch  die  Gleichungen 

3)  g-Pf  +  P,       h^Qf+q 
ausgedrückt;  die  zweite  Bedingung,  dass  die  gesuchte  Gerade  jede 
der  beiden  gegebenen  Geraden  schneiden  soll,  liefert  die  Gleichungen 

4)  P^^i  _  P   -  A        p_-h,  _  P-i?> 

und  so  hat  man  zusammen  vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  der 
■vier  unbekannten  P^  p^  Q,  Q.  Substituiert  man  die  aus  Nr.  3)  ge- 
zogenen Werte 

5)  p^g-Pf^      g-h-Qf 

in   die   Gleichungen  4),   so   ergeben   sich   nach  Wegscha£Fang  der 

Brüche  die  neuen  Gleichungen 

^C,f+c,-h)P^{B,f+h,'-g)Q^B,{c,^h)^C,{b,--g), 
{C,f+  c^-h)P-  (B^f+  h,^g)Q^  ^2(^2-  Ä)  -C^ih-gl 

woraus  P  und  Q  leicht  zu  entwickeln  sind.     Zur  Abkürzung  sei 
Si{c,-h)^C,(b,^g)^k,,       ^,(c,-Ä)-C7,(6,~i^)-ÄJ,, 

die  Werte  von  P  und  Q  sind  dann  folgende: 

Wj  fl^  —  Wj  Wj  Wl|  flg  —  fllj  flj 

hieraus  finden  sich  p  und  q  nach  Nr.  5)  und  schliesslich  sind  die 
Gleichungen  der  verlangten  Geraden 

Für  die  Koordinaten  der  Durchschnitte  dieser  C^eraden  mit  den 
gegebenen  Geraden  findet  man  nach  §  8 

j>  —  6,  g  —  c, 


7) 


a'i 


P-B,  Q-C, 


b^P-pB,  c,Q-qC, 
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8) 


a-o—  — 


h 


B. 


2 


h,P-pB, 


«»■= 


WO  die  oben  angegebenen  Werte  von  -P,  1?,  C,  ?  zu  snbstittderen  sind. 
Die  gefundenen  Ausdrücke  vereinfachen  sich,  wenn  man  dem 
Koordinatensysteme  eine  besondere,  gegen  die  gegebenen  Geraden 
symmetrische  Lage  ertei]t;  man  erhält  eine  solche  auf  folgende 
Weise.  Aus  den  Elementen  der  Stereometrie  ist  bekannt,  dass 
immer  eine  Gerade  existiert,  die  zwei  gegebene  kreuzende  Gerade 
senkrecht  schneidet  und  die  Entfernung  beider  gegebenen  Geraden 
angiebt  (wie  man  sie  analytisch  bestimmen  kann,  wird  später  ge- 
zeigt werden);  diese  Gerade  nehmen 
wir  zur  jp- Achse,  sie  schneidet  die  ge- 
gebenen Geraden  CjDj  und  C^Dj  in 
zwei  Punkten  (7j  und  Cg,  zwischen 
welche  wir  den  Koordinatenanfang  in 
die  Mitte  legen,  so  dass  OCj  «  c  und 
OCg«  —  c  ist;  femer  ziehen  wir  durch 
0  Parallelen  zu  C^Di  und  CgX^j,  hal- 
bieren die  Winkel  zwischen  diesen  Pa-  ^ 
rallelen   und   nehmen    die    aufeinander 

senkrechten  Halbierungslinien  zu  den  Achsen  der  x  und  der  y.  In 
Beziehung  auf  dieses  neue  rechtwinklige  Koordinatensystem  sind 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden 

y^  —  Bx,      z'^  —  c, 
also  durch  Vergleich  mit  dem  früheren 


'1 


B,  =  B, 

hieraus  ergeben  sich  die  Werte 

k,  ^B(c-J,); 
mi  =  Bf-ff, 
«,  —  c  —  7(, 


0,       C, 


0, 
0, 


i 


—  C: 


k,   =  £  (C  +  h), 

,n,--(Bf+ff}, 


tk 


(c  +  A), 


tmd  als  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden 
^.  B(Bcf-gh),         .  ,      ^(c'-Ä^), 
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Liegt  der  Punkt  fgh  auf  einer  der  gegebenen  Geraden,  wie  z.  B. 
wenn  g^  Bf  und  h  =  c,  so  nehmen  die  Koeffizienten  von  a;  — /"  die 

vieldeutige  Form  —  an  und  geben  dadurch  zu  erkennen,  dass  die 
Aufgabe  in  diesem  Falle  unbestimmt  ist. 

IV.   Transversale   zu  zweien   und   Parallele   zur   dritten 

von   drei   gegebenen  Geraden. 

Wenn  drei  gegebene  Gerade  durch  die  Gleichungen 

(  y  ^  Bx  +  b^  z  '^  Cx  +  c^ 

1)  K^B^x  +  hi,  e^C^x  +  c^, 

\  y  —  B^x  +  \,  ä:  -=  CgX  +  Cj , 

bestimmt  sind,  so  kann  nach  einer  vierten  Geraden  geiragt  werden, 
welche  der  ersten  parallel  ist  und  die  beiden  anderen  schneidet. 
Die  Gleichungen  der  gesuchten  Geraden  mögen  heissen 

2)  y^Fx+p,       z=^Qx  +  q', 

vermöge  des  Parallelismus  dieser  und  der  ersten  Geraden  ist 

3)  p^B,       Q^C; 

weil  ferner  die  verlangte  Gerade  die  beiden  übrigen  Geraden  schnei- 
den soll,  müssen  noch  die  Gleichungen 

erfüllt  sein.     Nach  Substitution   der  Werte  von  P  und  Q  werden 

aus  diesen  Gleichungen  die  folgenden 

(0  -c,)p-{B-  B,)  q-h,{C  -  C,)  -c,{B-  B,\ 
(C-C,)p  -{B-B,)q-  b,(C  -  C,)  -  c,{B  -  B,), 

aus  denen  sich  p  und  q  bestinmien  lassen.    Setzt  man  zur  Abkürzung 

hiO-C,)-c,iB-B,)^d,, 
ftj  (C  -  Cg)  -  Cj  (ß  -  5g)  =- rf„ 

so  sind  die  Werte  von  p  und  q: 


.)  I 


6) 


_       d,{B-B,)-d,iB-B,)       _ 
^'{B-  B.)  (C  -  C,)  -  {B  -  B,)  {C  -  C,)' 

cl,{G-C,)-d,iC-C,) 
^      (B  -  B,)  {C  -  €,)  -  (B  -  B,)  {C  -  C,) 


Die  Gleichungen  der  verlangten  Geraden  lauten  demnach 

7)  y^  Bso  +p,       z  '^  Cx  +  g^ 

wobei  p  und  q  die  oben  angegebenen  Werte  besitzen.     Die  Durch- 
schnitte dieser  und  der  beiden  anderen  Geraden  Enden  sich  dnrcb 
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Formeln,  welche  mit  den  unter  Nr.  8)  und  9)  des  vorigen  Para- 
graphen entwickelten  übereinstimmen,  in  denen  aber  P^^B^  Q^^C 
und  für  p  und  g  die  obigen  Ausdrücke  zu  setzen  sind. 

Weit  einfacher  wird  die  Lösung  unserer  Aufgabe,  wenn  wir 
ein  in  Beziehung  auf  die  drei  gegebenen  Geraden  symmetrisch  lie- 
gendes Koordinatensystem  wählen.  Denken  wir  uns  zunächst  durch 
irgend  einen  Punkt  im  Baume  Parallelen  zu  den  drei  Oeraden  gelegt 
und  diese  als  Koordinatenachsen  genommen,  so  erhalten  wir  als 
Gleichungen  der  drei  Geraden: 


8) 


-n 


z  =^  c, 


2J 


X 


a 


z^U 


81 


dieses  Koordinatensystem  verschieben  wir  parallel  nach  einem  Punkte, 
dessen  Koordinaten  sind 

Y  (^2  +  ög) ,        \  (6i  +  &g) ,       -|-  (ci  +  Ca) , 
und  haben  so,  wenn  die  neuen  Koordinaten  mit  a/,  y',  a!  bezeichnet 
werden:      ^  ^  X^p^  +  j,^)  ^^^^       ^'+ i(c,  +  c,)  -  c„ 

*'  +  i  («2  +  «8)===  «8)  y  +    2  (^  +  ^s)  =  ^8; 

lassen  wir  endlich  die  nicht  mehr  nötigen  Accente  weg  und  setzen 
zur  Abkürzung 

-\  («2  -  «8)  =  A  -2  (^1  -  ^8)  =  ^1  i  (^1  -  C^)  -  Ä, 

SO  sind  die  Gleichungen  der  drei  gegebenen  Geraden: 

^"=-A  y^-9' 

Zu  demselben  Koordi- 
natensysteme gelangt  man 
auch,  wenn  man  durch  jede 
der  gegebenen  Geraden  zwei 
Ebenen  parallel  zu  den  an- 
deren Geraden  legt,  den  Mit- 
telpunkt (Diagonalendurch- 
schnitt) des  von  diesen  sechs 
Ebenen  begrenzten  Parallelepipedes  zum  Koordinatenanfiang  ninunt 
und  durch  ihn  die  Koordinatenachsen   parallel  zu   den  gegebenen 
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Geraden  zieht.     Soll  nun  die  gesuchte  Gerade  der  ersten  Geraden 
parallel  liegen,  so  sind  ihre  Gleichungen 

soll  sie  femer  die  anderen  Geraden  schneiden,  so  ergeben  sich  die 

Bedingungen 

—  h  ^  q    und    —  g  '^  p\ 

die  Gleichungen  der  verlangten  Geraden  sind  folglich 

9)  y  "^  —  9   und    ;e  «  —  Ä, 

wie  man  geometrisch  leicht  verifizieren  kann.     In  der  Figur  ist  die 
fragliche  Gerade  mit  MN  bezeichnet. 

V.  Transversale  zu  vier  gegebenen  Geraden. 

Dass  die  Aufgabe,  „eine  Gerade  zu  finden,  welche  drei  gegebene 
Gerade  schneidet",  unbestimmt  ist,  erkennt  man  leicht  aus  Nr.  IQ, 
wenn  man  den  dort  gegebenen  Punkt  {fgli)  auf  einer  dritten  Ge- 
raden fortrücken  lässt;  bestimmt  dagegen  ist  die  Aufgabe,  „eine 
Gerade  zu  finden,  welche  vier  gegebene  Gerade  schneidet",  voraus- 
gesetzt, dass  kein  Paar  dieser  Geraden  in  einer  Ebene  liegt     Sind 

3/  —  i^x  +  6,        z  ^  Cx  +  c^ 
y  «  B^x  +  5i,       je?  =  Ci«  +  Ci, 
y  «  B^x  +  02,       ü^  C^x  +  Cj, 

y  ■«  B^X  +  &8,         JET  «  C^x  +  Cj, 

die  Gleichungen  der  gegebenen  und 

2)  y  —  Pa;  +  i?,       y  ^  Qx  +  q 

die  der  gesuchten  Geraden,  so  müssen  die  vier  unbekannten  P,  A 
Q^  q  den  folgenden  vier  Gleichungen  genügen: 

p-h       P—B        p-h^       P'-B^ 


1) 


3) 


q-c        Q-C         q-c,        Q  -  C, 
p^i^       p^B^        jp-63       P-B^ 

—  j  ■=  -r rri 


welche  zur  Bestimmung  jener  Grössen  hinreichen.  Um  aber  den 
Weitläufigkeiten  zu  entgehen,  welche  die  Auflösung  der  vorstehen- 
den Gleichungen  mit  sich  bringt,  wollen  wir  die  Grössen  p  vmd  </ 
vermeiden  und  zunächst  den  Punkt  x^y^z^  aufsuchen,  in  welchem 
die  verlangte  Gerade  die  erste  der  gegebenen  Geraden  schneidet 
Da  der  genannte  Punkt  beiden  Geraden  zugleich  angehört,  so  gelten 
für  seine  Koordinaten  die  Gleichungen 
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5)  Vo'^P^o  +  P^       ^o"-ö-^o+^i 
woraus  man  durch  Elimination  von  Pq  und  Zf^  erhält: 

6)  p^b  +  (B-P)r„       ']-c  +  (C-Q)x,. 

Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  drei  letzten  Gleichungen 
von  Nr.  3)  liefert  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  P,  Q 
und  Xq'^  die  Substitution  in  die  erste  jener  Gleichungen  ist  nicht 
mehr  nötig;  denn  dass  die  gesuchte  Gerade  die  erste  Gerade 
schneidet,  ist  schon  dadurch  ausgedrückt,  dass  beide  den  Punkt 
Xq^o^o  geniein  haben  sollen.  Die  zweite  Gleichung  in  Nr.  3)  wird 
nach  der  angedeuteten  Operation  zur  folgenden: 

K  -  c  +  (0,  -  C)r„]  P-  [\-b  +  (B,  -  B)  a-„]  Q 

-  ß.  (c.  -c)-C,  (b,  -h)  +  (BC,-  B,  C)  T„ 
nnd  von   ähnlicher  Gestalt  sind  die   aus   den  zwei    anderen   Glei- 
chungen entstehenden  neuen  Gleichungen.     Zur  Abkürzung  sei  nun 

B^  (cjj  -  c)  -  Ca  {\  -  &)  «  l^,     BC^  -B^C^  X^, 

B^{c^-c)-C,{h,-h)^l,,     BC,^B,C^L,, 

fej  —  6  =»  wi, ,     5j  —  5  =  3fj ,     Cj  —  c  —  nj ,     Cj  —  (7  ==  iV^i , 

&g  —  b  — =  Wg,     B^—  B  '^  Mg,     Cg  ~  ^  ■■  ^2»     C'g  —  C  =»  i\^2, 

63-5«  «13,      Sg-B  — 3/5,     Cj-C  — «3,      Cg-C—  iVg; 

die  aufiiulOsenden  drei  Gleichungen  sind  dann  folgende: 
(nj  +  N,Xq)  P  -  (m^  +  M^x^,)  ö  •=-  ^  +  A^^oi 

(n^  +  iVjiCo)  P  -  (W3  +  JtfgXo)  C  =  ^s  +  -^^3^0- 
Ans  den  beiden  ersten  ergeben  sich  für  P  und  Q  die  Ausdrücke 

""  (wj  +  JfgiTo)  (n,  +  .Y,iro)  -  (»»i  +  J/j  J-q)  (»»2  +  -^2^0)' 

K  +  ^^2^0)  K  +  ^1^0)  -  K  +  ^1^0)  («2  +  ^'2^0)' 
und  wenn  man   diese   in   die  letzte   der   obigen    drei   Gleichungen 
substituiert,   so  bleibt  folgende   nur   die   eine  Unbekannte   Xf^   ent- 
haltende Gleichung  übrig: 

{n^  + N^Xf,)[{l,  +Aa;o)(fn3+ilf2a;o)-(/2  +  L2XQ){m,+  M,XQ)] 

^)  Hm,^M,x,)[{h  +A^o)(«2  +  ^2^o)-(^2  +^2^0) («1+^1^0)] 

K?8    +/>8-^o)[(w2+i^2^^o)(»»l+^l^o)~(»W2+'^^2^o)K+  ^2^o)]- 
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Nach  Ausführang  der  angedeuteten  Multiplikationen  kann  man  alle 
Glieder  auf  eine  Seite  bringen;  dies  giebt  eine  kubische  Gleichung 
von  der  Form 

10)  K  +  kX^+flX^^+VXo'^0, 

und  zwar  ist  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz 

Dieser  Ausdruck  zieht  sich  sehr  zusammen,  wenn  man  beachtet,  dass 

7>i «  BC\  -B^C^BiC.-C)-  C{B^  -  B)  «  BN^  -  GM, 

und  ebenso 

L^  «  BN^  -  CM^,     7.3  -  BN^  -  CM^ 

ist;  es  ündet  sich  nämUch  durch  Ausführung  der  Multiplikationen 
xmd  Vereinigung  der  mit  B  und  C  behafteten  Glieder 

d.  h.  V  «  0. 
Die  Gleichung  10)  ist  daher  nur  eine  quadratische  und  liefert  im 
allgemeinen  zwei  Werte  von  Xq\  die  Gleichungen  7)  und  8)  be- 
stimmen nachher  die  unbekannten  P  und  Q,  die  in  Nr.  6)  ver- 
zeichneten Gleichungen  endlich  liefern  p  und  q.  Hierin  liegt  in 
der  That  eine  vollständige  Lösung  der  Aufgabe,  doch  ist  nicht  zu 
leugnen,  dass  die  ganze  Eechnung  etwas  unbehilflicher  Natur  ist 
und  nsmientlich  zu  einer  Konstruktion  der  verlangten  Geraden  gänz- 
lich unbrauchbar  sein  würde.  Wir  geben  daher  eine  zweite  weil 
einfachere  Behandlung  des  Problems. 

Die  in  Nr.  1)  erwähnten  Geraden  mögen  kurz  5,  Sj,  Sj,  53  und 
die  gesuchte  Transversale  mag  t  heissen;  durch  jede  der  drei  Ge- 
raden 5i ,  «2 ,  53  legen  wir  zwei  Ebenen  parallel  zu  den  beiden  übrigen 
Geraden,  nehmen  den  Mittelpunkt  des  von  den  entstandenen  sechs 
Ebenen  begrenzten  Parallelepipedes  zum  Koordinatenanfang  and 
ziehen  durch  ihn  die  Koordinatenachsen  parallel  zu  den  Geraden 
5j,  Sg,  s^.     Wie  im  vorigen  Abschnitte  haben  wir  dann 

Iy  '^  9  t  r  —  Ä      als  Gleichungen  von  Sj, 

Ä'  "-  A  ^  —  -  '*  n  .1  »     h^ 

femer  seien  wie  vorhin 

12)  y  ==  Bx  +  &,       ^  =  Ca:  +  c  die  Gleichungen  von  ä, 

13)  y=^Px+p,       g  =  Qx+  q    „  „  „     t. 
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Die  Bedingung  filr  den  Durchschnitt  von  f  mit  s  ist 

-'  q-c        Q-C' 

die  Bedingung  für  den  Durchschnitt  Ton  t  mit  s^ 

q-h        Q 
Wenn  femer  ein  Durchschnitt  von  t  mit  Sg  existieren  soll,  so  muss 
die  x-e- Projektion  von  t  durch  die  gleichnamige  Spur  von  s^  gehen; 
dies  giebt 

16)  _Ä-g/-+9; 

endlich  schneiden  sich  t  und  5g,  wenn  die  jry- Projektion  von  /  durch 
die  fljy-Spui'  von  s^  geht,  d.  h.  wenn 

17)  -g-'-Pf  +  p. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgen  die  Ausdrücke 

18)  P_E±i,      Q--^±^ 

und  durch  Substitution  derselben  verwandelt  sich  die  Gleichung  16) 
in  die  nachstehende 

19)  pq^gh; 

auf  gleiche  Weise   ergiebt  sich  aus  Nr.  14),   wenn  man  das  vor- 
stehende Ergebnis  benutzt, 

20)  {c-h-Cf)p+{h-g+Bf)q^2gh^b(h  +  Cf)-'c{g-Bf). 
Die  Bestimmung  von  p  und  q  aus  den  Gleichungen  19)  und  20) 
unterliegt  jetzt  keiner  Schwierigkeit;  die  Formeln  in  18)  geben 
nachher  P  xmd  Q,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Besonderes  Inter- 
esse gewährt  es  aber,  die  geometrische  Bedeutung  der  letzten 
Gleichungen  aufeusuchen  und  daraus  eine  Konstruktion  der  Trans- 
versale t  herzuleiten. 

Die  Gleichung  19)  sagt,  dass  die  y^er-Spur  der  Geraden  ^,  nftm- 
hch  der  Punkt  pq^  auf  einer  Hyperbel  liegt,  deren  Asymptoten  die 
Achsen  der  y  und  der  z  sind  und  deren  Potenz  dem  Produkte  gh 
gleich  kommt;  die  Gleichung  20)  giebt  zu  erkennen,  dass  der  PNinkt 
pq  einer  Geraden  angehört,  welche  von  der  y- Achse  das  Stück 

_  2gh  ^bQi+Cf)-^c{g^  Bf) 
""'  "        c-'h-Cf        " 

und  von  der  ^er- Achse  die  Strecke 

_  2pÄ_~  h{h  +  Cf')--c{g-Bf) 
**  "  b^g  +  Bf 
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abschneidet 5  der  Punkt  pq  ist  demnach  der  Durchschnitt  jener  Hy- 
perbel mit  dieser  Geraden.  Um  nun  die  Strecken  m  und  n  zu  kon- 
struieren, legen  wir  durch  den  Punkt  — /*,  —g^  +h  eine  ParaUele 
zu  s  und  suchen  ihre  ^jgf-Spur;  die  Gleichungen  der  fraglichen  Pa- 
rallelen sind 

y+g^B{x  +  f),       z-h^C{x  +  f\ 
oder 

y^Bx^g  +  Bf,       z^Cx  +  h  +  Cf, 

mithin  die  Koordinaten  ihrer  «/£;-Spur 

h.^^g  +  Bf^       r,  «  Ä  +  Cf. 
Legen  wir  zweitens  durch  den  Punkt  +/*,  +^,  —  Ä  eine  Parallele 
zu  5,  so  erhalten  wir  für  die  Koordinaten  ihrer  y^-Spur 

\^g  -  Bf,       c^ h  —  Cf, 

d.  1. 

ftg  «=»  —  ^1    und    Cj  «-  —  C| . 

Vermöge  dieser  Werte  können  die  für  m  und  n  angegebenen  Aus- 
drücke auf  folgende  Form  gebracht  werden: 

2gh     ,   hc^-h^c 
c  —  c^         c^—  c 
2gh        bc^—  b^c 
5  —  &2  b  —  ftg 

Nun  stellt  aber  der  Ausdruck 

bc^  —  b^c 
Cj  —  c 
das  Stück  dar,  welches  die  Verbindungslinie  der  Punkte  bc  und  ^f, 
von   der  /er- Achse  abschneidet  und   welches  kurz  >Wj  heissen  möge, 
ebenso  bedeutet  der  Ausdruck 

br^  —  b^c 
b-b^ 
die  Strecke,   welche  die  Verbindungslinie  der  Punkte  bc  und  ftjCj 
auf  der  y- Achse   abschneidet  und  die  wir  kurz  Wg  nennen;  es  ist 

daher 

^..  gh  gh 

21)         --=T^^3^  +  -n        «  =  ^,  _-^^)  +  "« 

imd  diese  Ausdrücke  sind  einfach  genug  für  eine  geometrische 
Konstruktion;  letztere  besteht  nämlich  aus  folgenden  Operationen. 
Man  konstruiert  zunächst  die  vorhin  erwähnte  Hyperbel  zwi- 
schen den  Asymptoten  OY  und  OZ  mit  der  Potenz  gh;  zu  der  ge- 
gebenen Geraden  .«,  deren  yj?-Spur  die  Koordinaten  /;,  c  besitzt  und 
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Fig.  19. 


Ä  heisseu  luö^e,  It^gt  man  durch  den  Punkt  — /',  —  </,  -^h  (in  der 
Figur  //' )  eine  ParjcUele  und  hestiimut  ihre  //jf-8pur  i4,^  deren  Ko- 
ordination ^ij  und  c^  sind:  auf  gleiche  Weise  hat  man  durch  den 
Punkt  +/*.  +Ö',  —  Ä  (in  der  Figur  G' )  eine  Parallele  zu  .9  zu  legen 
und  ihre  //;?-Spur  A^  aufzu- 
suchen, deren  Koordinaten  b^ 
und  Cj  sind.  Die  (rerade  AA^ 
schneidet  von  der  //  -  Achse  ein 
8tück  al>,  welches  mit  w?j 
einerlei  ist,  ebenso  schneidet 
ÄA^  von  der  <?-A^hse  eine 
Strecke  «  /?.,  ab:  das  erste 
Stück  vergrössert  man  um  die 
zur  Ordinate  l  (r  —  r^ )  ge- 
hörende Hyperbelabscisse.  das 
zweite  Stück  um  die  zur  Ab- 
scissH  l  {h  —■  h^\  gehörige  Hviierbelordinate.  und  erhält  hiermit  auf 
der  ?/-Achst'  die  Strecke  OM-  m,  sowie  auf  der  j- Achse  die  Strecke 
(fN  =  H.  Die  Gerade  MX  schneidet  die  Hvperbel  in  zwei  Punkten 
r,  1',  und  diese  sin<J  die  ^«r- Spuren  der  beiden  (leraden,  welche 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  gentigen.  Will  man  endlich  die  ver- 
langten Geraden  selber  konstruieren,  so  braucht  man  nur  durch  den 
einen  oder  anderen  der  Punkte  U  und  V  eine  Gerade  zu  legen, 
welrhe  zwei  der  gegebenen  Geraden,  etwa   s  und  s^^  schneidet 

Wir  haben  bei  der  angegebenen  Konstruktion  eine  Hyperbel 
benutzt,  weil  sich  diese  sehr  ungezwungen  darbot,  können  aber  auch 
anf  folgende  Weise  statt  der  Hyperbel 
«inen  Kreis  verwenden.    Nachdem  m^  ^ 


Fig.  20. 


und  w^  wie  vorhin  bestinunt   worden 


Fi 


sind,  konstniieren  wir  die  Ausdrücke 

als  vierte   Proportionalen    und   leiten 

daraus  nach  Fonnel  21 )  m  und  n  ab, 

wodurch   wir  wieder  zu  der  (reraden 

MX  gelangen.     Ks  kommt  nun  bloss  darauf  an,  in  MX  den  Punkt 

r  (oder   V)  zu  finden,    dessen   Koordinaten   0 P  ^^  p  und   OQ^=q 

der  Gleichung  pq  ^^  f/h  genügen.      Setzen  wir  die   bekannte  Strecke 

Fort  u.  Schlömilch ,  aiiAi.'Cfe'ora.  II.  ^ 


V 


M     P 


^i7- 
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MN=L  die  unbekannten  Stücke  MU=u  und  JVI7=*t\  so  ist  in 
den  ähnlichen  J)reiecken  OMN,  PMU  und  QNU 

I  :  m  =^  V  :  j)    mithin    7/  ~         » 

uu 
1  :  n  ^  ii\q         „         q  -=     — 

an  die  St^^lle  der  (Tleichung  ^^  >«*  <;//  tritt  daher  die  folgende 

ur  mm         -    oder    u  v  =  A', 
mn 

worin  l'  zur  Abkür/unfjf  dienen  möge  und  mittels  der  Proportion 

22)  ymn.Ygh^l:/: 

leicht  konstruiert  werden  kann.  Ausserdem  haben  wir  ?f +  r  =  /  und 
durch  Verbindung  beider  Gleichungen 

Dies  giebt  folgende  Konstruktion.  Nachdem  k  mittels  der  Propor 
tion  22)  bestimmt  ist,  beschreibt  man  über  MN  als  Durchmesse 
einen  Halbki'eis,  trägt  in  diesem  von  M  aus  die  Linie  MS^i^ 
ein,  nimmt  XT^^XS  und  halbiert  die  Strecke  M7'  in  D;  der  zweite 
Punkt   V  liegt  von   X  aus  in   der  Entfernung  XV  =  MÜ. 

VL    Senkrechte    von   einem    Punkte    au'f  eine  Gerade, 

Die    Koordinaten    eines    gegebenen    Punktes    mögen    /',   ff.  ^ 
heissen   und 

1)  ij==Bx  +  b,       z  =  Cx  +  c 

die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden.  Soll  nun  diirch  den  Punt*. 
fgh  eine  Cierade  gezogen  werden,  welche  die  erste  Gerade  seiikr<*<h^ 
schneidet,  so  sind  die  in  den  Gleichungen  des  gesuchten  Peri^^r. 
dikels  etwa 

2)  //  =  Mx  +  w,       i;  ==  Xx  +  n 
vorkommenden    vier   Unbekannt.en    Jf,    X^  «n,  n    mittels    folgen»irt 
liedingungen    zu   bestimmen.      Weil    erstens    die   verlangte   Gera«!»' 
durch  den  Punkt  fgh  gehen  soll,  ist 

3)  g^Mf+m,       h=^Xf+n', 

weil   terner   das   Perpendikel    die   gegebene  Gerade   schneiden  -^'i'. 
niuss  die  Bedingungsgleichung 

4)  (fn-h)iX-  C)-«(n~  c){M'    B) 
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stattfinden ;   endlich    gehört   zur   senkrechten   Lage   beider  (reraden 
gegeneinander  die  Gleichung  (^11,  Nr.  A) 

1+  BM  +  (JN 


+  a  {BN  +  ('M)  +  ß  (^C  +  N)  +  y{B  +  M)] 


-0, 


in    welcher   wir  die   gleichartigen  Grössen   vereinigen,   so  dass  die 
Gleichung  lautet 

6)  {B  +  y  +  Ca)M+[^(J+ß  +  Ba)N^^{^l  +  By  +  Cß), 

Aus  den  Gleichungen  3)  erhalten  wir 

7)  m  »^  g  —  jMf\       n  '=  h  —  Nf^ 

durch  deren  Substitution  die  Gleichung  4)  in  die  folgende  übergeht: 

S)     (^Cf+  c-h)  M  -  {Bf'+  h-g)  .Y=  Bi^c-  h)  -C{b-g). 

Die  Gleichungen  8)  und  8)  bestimmen  M  und  iV,  wobei  zur 
Abkürzung  gesetzt  werden  möge: 

(F^{Bf+h^g){B+Ca  +  y)  +  ^Cf+c-h)(C  +  Ba  +  ß), 
9)  \a=[B{^c~h)-C{l)-g)]i^C-{-Ba+ß)-(Bf+h-g){l+By-^Cß\ 
\H^[C(h-g)-B{c-h)]{B-\-Ca'¥y)-{^Cf-{-c-h){l+By{-Cß)', 

die  Werte  der  vier  Unbekannten  sind  dann 

mithin  die  Gleichungen  der  gesuchten  Senkrechten: 

C*  IT 

10)  y^g^  ^^(^^  /■),         z-h^  p  {x  -  /•). 

Wir  suchen  zweitens  die  Koordinaten  x^^  y^^  z^  desjenigen 
Punktes  zu  bestimmen,  in  welchem  die  von  fgh  ausgehende  Senk- 
rechte die  gegebene  Gerade  schneidet.  Da  der  fragliche  Durchschnitt 
I leiden  Geraden  gleichzeitig  angehört,  so  gelten  för  seine  Koordi- 
naten die  Beziehungen 

11)  ya^Bx^+h,    yo- 9 ^  ^^. {xq- n ,    ~»-Ä=^,(«^o-/^); 

aus   den  ersten  beiden  Gleichungen  erhalten  wir 

F{b-g)  +  Gf 

oder  auch 


^®  BF-G 


'^)  '.-r-^^t^^F. 
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Vermöge  der  oben  angegebenen  Werte  von  F  und  G-  ist  aber 

BF-G^  {Bf+  h  -  g^  {B(B+  Ca  +  y)+\+By  +  C|J| 

+  [ß+Bi<  +  ß^B{Cf+C'-}i)-'B{c-h)  +  C{h-9\\ 

und  unter  der  Bemerkung,  dass  der  Inhalt  der  letzten  Parenthese 

^C\Bf+h-g)  ist, 

B  F  -  G 

=  {Bf-\-  h  -  g)  (1  +  i?«  +  O*  +  2i?y  +  2  C/J  +  2  BCa). 

Benutzen  wir  die  schon  früher  gebrauchte  Abkürzung 
13)         7)*=  1+  /i^+  a^+  2J^y  +  2Cß  +  2BCtc, 

so  vereinfacht  sich  der  Wert  von  oCq  wesentlich;  aus  den  OI»>i- 
chungen  10^  ergeben  sich  nachher  //^  und  Zq^  überhaupt  sind 

die  Koordinaten  des  Fusspunkt^s  der  vom  Punkte  fgh  auf  dift  g«- 
gebene  Gerade  herabgelassenen  Senkrechten. 

Endlich   möge   noch   die   Entfernung  p   der   Punkte  fgh  und 
XqPqZq  aufgesucht  werden;  hierzu  dient  die  Formel 

+  2(.ro-/')(?/o~<7^>'  +  2UV)--/")<ro--/M/5+2(yo-^H^o-*^^' 

in  welche  nur  die  obigen  Wei-te  von  Xq^  ^q,  Zq  einzufahren  "^in'i 
Man  findet  auf  diese  Weise 

y^''^+  G^+H'^+2FGy  +  2FHß  +2~GUa 
15)   P-- -y^-' 

für  die  Entfernung  des  Punktes  von  der  Geraden. 

Die  für  p  entwickelten  Formeln  dienen  auch  zui'  BesÜHimW 

des     Abstandes     zweier     parallelen    Geraden,     deren    ^^l^i^ 

chungen 

y  —  Bx  +  h^       z  ^  Cx  +  c, 

y  =^  Bx  +  \,      z=  Cx  +  Cj 

sein  mögen;  setzt  man  nämlich  fest,  dass  der  Punkt  fgh  aul'  ^^^ 
zweiten  Geraden  liegt,  dass  also  die  Gleichungen 

g^Bf+\,       h^Cf+c, 

stattfinden,  so  ist  seine  Entfernung  von  der  ersten  Geraden  ein^rl»»! 
mit  dem  Abstände  der  Parallelen  voneinander.  Vermöge  der  an 
gegebenen  Werte  von  g  und  h  wird  zunächst 


16^ 
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/■'-  i&  -  />, )  {B  +  Ca  +  y)  +  (c  -  C,)  {C+Bu  +  ß), 
17)  ,  (}'^[{c-c^)B-{b-b^)C'](C+Btt+ß)-{b-bt){l+By+Cß\ 

H=[{b-b,]C-U-Ci)B\(B+Ca  +  y)-{c-Ci)(l+By+Cß), 
und  dann  wie  früher 


Vf^'+G^  +  i/^  +  2  FGy  +  2FHß  +  2GHa 


Vll.    Senkrechte   zu   zwei   gegebenen   Geraden. 
Die  Gleichungen  zweier  gegebenen  Geraden  mögen  sein 

1)  y=/^iar  +  6i,        ^=r^r4-c,, 

2)  if  -^  B^x  +  k^,  z  =  (\x  +  r^,  ^ 
und  die  Gleichungen  einer  dritten  Geraden,  welche  die  beiden 
vorigen  senkrecht  schneidet, 

3)  y  **  31 1'  +  m^       *  =  Nj  +  «; 

zur  Bestimmung  der  vier  Unbekannten  3/,  m,  iV,  n  haben  wir  dann  fol- 
gende Bedingungen.  Da  die  gesuchte  Gerade  mit  jeder  der  gegebeneu 
Geraden  einen  rechten  Winkel  bilden  soll,  so  gelten  die  Gleichungen 
nB^+C\c  +  y)M+(C\  +  B,a  +  ß)^'~-{l  +  B^y  +  C^ß) 
\{B,+  C,a  +  y)3r+{C^+Hia  +  ß)X=^-{l+Biy  +  Ctß), 
worin  a,  ß,  y  wi«  früher  die  Cosinus  der  Koordinatenwinkel  {y'\ 
t  ZI  I,  ( x^ )  bezeichnen.  Damit  ferner  die  verlangte  Gerade  jede  der 
gegebenen  Geraden  schneide,  sind  nooh_  die  zwei  Bedingungen 

l «1  —  t, )  uV  —  r, )  =.  (n  —  c, )  (Jf  —  i^,), 
Am-  K)  (X-  C^)  —  {n  -  c^)  {M  —  B^) 
«rforderlich.      Von   den   vier  aufgestellten   Gleichungen   bestimmea 
die  beiden  ersten  die  Unbekannten  3/  und  X;  setzen  wir  n&mlich 
znr  Abkürzung 

:\  =  (Ä,Cj-  B^Ci)U-a-) 

+  <  «1  -  Jh)  yß  -  y«^  -  </ 1  -  ^2)  (y  -  «/*), 

B-={B^-B^)(l--^/) 

+  {(\-V,)(u-ßy)  +  (B^(\-B^(\)(ß-ya\ 
€^[<\-C,){l-ß*) 

+  (B^-B,){«- ßy)  -  (B^  C,-B,C\)  (y -  uß\ 
SO  erbalten  wir  aus  den  Gleichungen  4)  die   Werte 

Um  zweitens  m  und  n  zu  linden,  substituieren  wir  die  ffir  M  und 
N  angegebenen  Werte  in  die  Gleichimgen  5);  letztere  nehmen 
dadurch  die  folgende  Form  an: 


:)) 
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■)! 


die  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  ersten  Grades  hat  nicht 
die  mindeste  Schwierigkeit  und  mag  unterbleiben,  weil  sich  die 
ganze  Aufgabe  noch  auf  andere  Weise  behandeln  lässt. 

Die  gemeinschaftliche  Normale  der  beiden  gegebeneu  Geraden 
ist  bestimmt,  sobald  man  die  Koordinaten  der  beiden  Pimkte  jr^y,;, 
und  oc^PiZ^  kennt,  in  denen  sie  die  gegebenen  Geraden  schneidet: 
durch  Verbindung  der  Gleichung  3)  mit  den  Gleichungen  1)  und  2) 
ergeben  sich  für  jene  sechs  Koordinaten  die  Werte: 


8) 

7n  —  ü^ 
^■^^~3f      B, 

und  zugleich 

w  —  c, 
N-C, 

9) 

t/i-i?iirj  +  6,, 

z,       r',a-i  +  c,; 

10) 

w  —  feg 

und  zugleich 

»  —  Cj 

''           N-C, 

11) 

2^15**  ^2^2+^3^ 

^2  '—  ^8  ^2  "H  f  2  • 

Obschon  3/,  N^  m^  n,  dem  Vorigen  zufolge,  als  bekannt  gelten 
können,  so  würde  doch  die  Substitution  Uii-er  Werte  aus  dem 
Grunde  nicht  unmittelbar  rätlich  sein,  weil  namentlich  m  und  «, 
durch  ^,  6,  C  ausgedrückt,  etwas  komplizierter  Form  sind:  diese 
Weitläufigkeiten  umgehen .  wir  durch  vorherige  Wegscha£Fung  von 
m  und  n.  Aus  der  ersten  Formel  in  Nr.  8)  und  der  ersten  Formel 
in  Nr.  10)  erhalten  wir  nämlich  durch  Elimination  von  m 

{M  -  B^)  x^  -  {M  -  7/;)  j-g  ==  \  -  feg, 

xmd  ebenso  aus  den  zweiten  Formeln  in  8)  und  10)  diu*ch  Elimi- 
nation von  n 


(N  _  c)  X,  -  (K  -  a,)  X 


2  ^1  ^2? 


da  M  und  N  bekannt  sind,  so  kommen  in  diesen  Gleichungen  nur 
die  Unbekannten  x^  imd  x^  vor,  wir  finden  als  deren  Werte 

(ft,  -  &,)  (A^  -  C,)  -  (r,  -  0,)  (3/  -  J?,) 


X 


'      (M  -  B^)  (^N  ~  C,)  -  (3/  -  B, }  (N  -  CJ 
(i.  -  h)  (^'  -  C.)  -  (c,  -  c.)  (3f  -  JB,) 


a^«  = 


(M  -  B,)  (iS'  -  C,)  -  (3f  -  B,)  (N  -  €,) 

Nach  Entwickelung  des  gemeinschaftlichen  Nenners  und  Substita- 
tion  der  Werte  von  M  und  N  (Nr.  6)  ergeben  sich  fBkr  x^  und 
X2J  sowie  fui*  die  übrigen  Koordinaten  folgende  AuDdrücke: 
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(pi-b,)(2.C,+  ii)-{c,-c,)(:kB,^i) 

_     (^^1- &2)(3tgi  +  fl)  -  {Ci-c,)(2.B,-i) 
IS)   \''^      :k{B,€,^B,C,)  +  ßiB,~^B,)  +  fi((\--C,y 

Es  hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit,  den  Abstand  der  Punkte 
^lifi^i  ^^^  ^ty^hi  ^'  ^-  ^^i^  Entfernung  der  beiden  gegebenen 
Ueraden,  der  Grösse  und  Lage  nach  zu  l)estinunen;  es  ist  nämlich 

^'  -  (^'i  -  ^2)'  +  (yy  -  y,f  +  (^1  -  hY 

Da  die  Punkte  x^y^z^   und  x^lf^z^  auf  der  gemeinschaftlichen  Not- 
nialen  })eider  Geraden  liegen,  so  gelten  die  Gleichungen 

//i  =-  M.i\  +  m.       z^  =  .Yj,  +  w, 

woraus  folgt 

Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  wird 

Hier    haben    wir    zuniichst    die  Wert^?    von    M    luid   2^   eiazuset'^u 
und  nachher  die  Wurzel  zu  ziehen;  zur  Abktlr/Aing  sei 

/?»=  :x*+  «*+  V-  2««c  -  2i8CA  ~  2y:x«, 

wir  erhalten  dann 

X 

Vermöge  der  eben  angegebenen  Werte  von  2\   und  jr-j,  ist 
_  ,  =  ..     (fci  -  &,)  {t\  -  (;)  -  (ct  -  c, )  (g,  -  -B,) 


15)  c  -  -J-^-  ='  Ä. 


mithin  lautet  die  Formel  für  die  Entfernung  der  beiden  Geraden 

1  ß  >  ^  =  «'i  -  ft»)  (gl  -  (^,)  -  fa  -  <^>  (^1  -  -g»^   „ 

Die  Richtung  von  ^  bestimmt  sich  durch  die  Gleichungen 

N      ^1  —  -^2  +  Ivi  —  yg)  y  +  i^"!  —  'S'g)  /3 

CO» (e.v)  =  ^'  -  ^*  +  ^-''  "  '*^ "  +  ^'■'  "  •'■^^ y, 

«fj  —  jp^  +  (^Jl'i  —  .r^)  /J  +  (//j  —  y^)« 
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iu  diesen  haben  wir  zunächst  //,  —  y^  ^^^  -^i ""  ^2  ^^rch  3/,  .V, 
^1  —  ^2  auszudrücken  (Nr.  14)  und  gleichzeitig  für  2d  und  S  ihn* 
Werte  zu   setzen;   dies  giebt 

cosi^ei)  =  ^^  (Ä  +  (Ly-  6/S\ 
oder  endlich  vermöge  des  aus  Nr.  15)  genommenen  Wertes 


17) 


cos  {ex)  == 
cos  (cy)  -= 


R 
7i 


— , 


X/J  -  fi  +  Ca 
^    •  li 

Fi\r   ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  erhalten  ^,  6,  € 
die  einfachen  Werte 

a  -  2?,  r,  -  B^C,,       ß  -  7^1  -  i>',,       C  -  6\  -  C; 
ferner  ist 

-  a  (^1 C,  -  B^  C\)  +  6  (y^j  -  Bj)  +  C  (C,  -  C',); 
ans  den  Formeln  16)  und  17)  wei-den  dann  die  folgrenden: 

{b,  -  &,)  (C,  -'  (;)  -  (c,  -  c,)  (B,  -  B,) 


18) 


rrr^) 


19) 


cos  {('X) 


cos  (ey)  = 


V{B,  C,-B,  C,f  +  (B,  -  B^f  +  ((7,  -  C,f 


^(B,  Cg  -  U,  C,)*+  (B;-  J?,)*-f '( C\  -  c,v 

('  —  C 

V'(fi;b,-Bsf.\)*+S-^H(c,  -  (\)« 

-  (B,  -  5j) 


y(B,C^-B^C,y+{B,-B^)*+[C\-C,)' 
Im  Fall  sich  beide  Geraden  schneiden,  ist 

^\  -  h)  (C^  -  C,)  =  (r,  -  c,)  (B,  -  B,) 
und   mithin   ^  =  0,    wie  es  sein  muss;   die  Formeln   17)  oder  19) 
bestimmen  dann  die  Richtung  derjenigen  Geraden,  welche  auf  •i«?r 
Ebene  der  beiden  sich  schneidenden  Geraden  senkrecht  st^ht. 
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Flg.  2t. 


§  10. 
Die  Gleichung  der  Ebene. 

Wenn  zwischen  den  drei  Koordinaten  eines  Punktes  nur  eine 
Gleichung  besteht,  so  darf  man  zwei  der  Grössen  u',  y^  z  willkürlich 
wählen,  und  die  vorhandene  Gleichung  liefert  dann  von  selbst  die 
dritte,  d.  h.  geometrisch,  der  Punkt  V  im  Räume  ist  bestimmt,  so- 
bald eine  seiner  Projektionen  willkürlich  angenommen  wird.  Er- 
teilen wir  nun  z.  ß.  den  Koordinaten  x  und  y  alle  möglichen 
Werte,  so  betritt  die  a?^/- Projektion  P^  alle  möglichen  Stellen  der 
/^- Ebene;  diesen  entsprechen  successive  Lagen  des  Punktes  P^  die 
in  ihrer  stetigen  Auf- 
einanderfolge eine  ge- 
wisse Plilche  bilden. 
Demnach  wird  eine 
Fläche  im  allgemei- 
nen durch  eine  Glei- 
chung charakterisiert, 
welche  zwischen  den 
drei  Koordinaten  jedes 
ihrer  Punkte  besteht 
und  eben  deshalb  die 
(rleichung  der  Fläche  y 
heisst.    Die  einfachste 

Fläche  ist  die  Ebene;  zu  ihrer  Gleichung  gelangt  man  auf  folgen- 
dem Wege. 

Eine   beliebige  Ebene  schneidet  im  allgemeinen  jede  der  drei 
Koordinatenachsen  und  ist  ihrer  Lage  nach  dxurch  die  Strecken  OA^ 
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OB^  OC  bestimmt,  welche  sie  auf  den  Achsen  abgrenzt;  man  kann 
sich  nftmlich,  wenn  die  Punkte  Ä^  B^  C  gegeben  sind,  die  Ebene 
dadurch  entstanden  denken ,  dass  eine  veränderliche  Gerade  A  U  sirh 
um  den  Punkt  A  dreht  und  zugleich  an  der  Geraden  B(-  hingleitet. 
Sind  nun  a*,  y.  z  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P  der 
beweglichen  Gemden.  also  auch  der  Ebene  AB(\  und  setzen  wir 
ferner  OA  =  r/,  07?  =^  b,  OC  -=  r,  so  sind 

y  —  M  (X  —  a)    und    z  -=  N  {x  —  n) 

die  Gleichung  der  Geraden  A  U.  Für  die  Koordinaten  v  und  tc 
ihrer  ?/j?-Spur,  d.  h.  des  Punktes   f7,  erhalten  wir  daraus 

v  «s  —  Ma  -=       —  a,        tv  —  —  Na  «= a: 

a  —  jr  a  —  X 

da   U  auf  der  Geraden  BC  liegen  muss,  so  ist  bekanntlich 

V    .     w 

17  +  7-=^' 

mithin  durch  Substitution  der  Werte  von  r  und  w 

1)  ^  +  f  +  ^  =  i. 

^  a        h        c 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  von  den  Koordi- 
natenachsen die  Strecken  a,  6,  c  abschneidet,  wobei  stillschweigen«! 
vorausgesetzt  wird,  dass  keiner  dieser  Abschnitte  der  Null  gleich 
ist,  dass  also  die  Ebene  nicht  durch  den  KoordinatenanÜEing  geht 

Schafft  man  aus  der  obigen  Gleichung  die  Brüche  weg.  so 
erhält   man  eine  neue  Gleichung  von  der  Form 

2)  Ax  +  By  +  Cz  =  J), 

von  welcher  auch  direkt  gezeigt  werden  kann,  dass  sie  eine  Ebene 
charakterisiert.  Es  bedarf  hierzu  nur  des  Nachweises,  dass  eine  Ge- 
rade, welche  zwei  Punkte  mit  der  durch  vorstehende  Gleichung  be- 
stimmten Fläche  gemein  hat,  ganz  in  sie  hinein  fällt.  Für  zwei  auf 
der  Fläche  liegende  Punkte  Uj^ji^i  und  J'^y«^«  ^^^^  ^^"^  zuifichst 

Äx^  +  By^  +  Cz,  «  7>, 

Ax^+By^+Cz^^B, 

aus  welchen  Gleichungen  die  nachstehenden  folgen; 

0, 

T,^  —  fr^  T_  —  rr., 

rk  I  ai-  V.  —  a:,  i*^  i   -♦•  f  i  i  t^  x.   —  »b.  b_  i 

D. 


A-\-B^ 
*2- 

«1 

B  (*,y,  - 

-ar,y,)  +  C(arj«, -», 

O 

«.- 

-*i 
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Verbindet  man  ferner  die  Punkte  ^^PiZ^  und  x^y^z^  dui'ch  eine 
(iei-ade,  so  gelten  für  irgend  einen  dritten  Punkt  x^y^e^  derselben 
din  (lleicbiingen  (§  7,  Nr.  5) 


'8  3 

^2         ^'i  X^         X-^ 


diese  fuhren  zu  der  Relation 

.4  :r,  +  B»,  +  C^,  =  (^  +  B  ^*  ~  ^'  +  C  '-^^^  .-, 

V  Xj  — Xj  a-,— x,/ 


+ 


^2         *^1 


(1.  i   unter  Rücksicht   auf  die  Gleichungen  3) 

Ax,,+  hy^+Cz^^l). 
Jeder  beliebige  Punkt  x^y,^z.^  der  von  x^y^z^  nach  x^y^z^  gehenden 
rxeraden  liegt  demnach  auf  derselben  Fläche  wie  jene  zwei  Punkte, 
(1.  h.  die  Verbindungsgerade  irgend  zweier  Punkte  der  Fläche  fällt 
ganz  in  die  letztere,  was  bei  der  {Ibene  und  nur  bei  dieser  stattfindet. 
Setzt  man  in  Nr.  2)  eine  der  Koordinaten  J",  y,  z  gleich  Null, 
s(»  wird  daraus  eine  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten  solcher 
Pimkte,  die  gleichzeitig  der  Ebene  und  einer  der  Koordinatenebeneu 
angehören;  man  erhält  so  die  Gleichungen  derjenigen  Geraden,  in 
welchen  die  Ebene  die  Koordinatenebenen  schneidet,  d.  i.  'die  Glei- 
chungen der  sogenannten  Spuren  der  Ebene.  Sie  lauten  der  Reihe 
nach  für  die  xy-^  xz-  und  y^-Spur: 

4)      Ax-^  By'=^l),     Ax+Cs=^I),     By  +  Cz -^  Jf; 
Ywrei  von  diesen  drei  Spurem  bestimmen  die  Ebene  gleichfalls,  weil 
hierdurch  die  vier  Grössen  u4,  -B,  C,  B  bekannt  werden* 

*  Die  deskriptive  Geometrie,  welche  ihrer  Natur  nach  Punkte  im 
Räume  nicht  unmittelbar  auffiassen  kann,  benutzt  die  Spuren  der  Ebene 
xor  graphischen  Darstellung  der  letzteren:  will  man  daher  eine  Kon- 
struktion der  deskriptiven  Geometrie  mittels  der  Rechnung  vei  folgen 
(z.  H.  um  die  Übereinstimmung  zwischen  der  deskriptiven  und  analj- 
tischen  Behandlung  einer  Aufgabe  nachzuweisen),  so  hat  man.  jede  vor- 
kommende Ebene  nicht  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

Ax-{-By-{-Cg^D, 
sondern  durch  zwei  Spurengleichungen,  etwa 

Ax-^-By^D   und   Ax  +  Cz=»D 
auszudrücken.    Diese  Modifikation   des  Kalküls   ist  übrigens  so  leicht, 
«lass  es  dazu  keiner  Beispiele  bedürfen  wird. 
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Lä8st  man  in  der  Gleichung  der  Ebene  zwei  Koordinaten  zu 
Null  werden,  so  erhält  man  ihren  Durchschnitt  mit  einer  der  Ko- 
ordinatenachsen; für  2/  =  0  und  ^  «=  0  ergiebt  sich  z.  B. 

/1  jc  =  I)    oder    .t  =  — -  ? 

A 

und  hier  ist         die  Strecke,  welche  die  Ebene  von  der  ^- Achse  al>- 

A 

DD 

schneidet.     In  ähnlicher  Weise  sind  ^-  und  — -  die  Abschnitte  aut 

den  Achsen  der  p  und  x,  wie  man  auch  durch  Vergleichung  mit 
Nr.  1)  bestätigen  kann. 

Diese  allgemeinen  Ergebnisse  erleiden  unter  Umständen  einige 
Modifikationen.  Ist  keine  der  Grössen  -4,  J?,  C\  D  gleich  Nnll,  >o 
kann  die  Gleichung  2)  durch  D  dividiert  und  unter  der  etwas  ein- 
facheren Form 

5)  A:x  +  B'y  +  C'r  =  1 

i^-t'  -=^-  ''■-^) 

dargestellt  werden;  die  Gleichungen  der  Spuren  lauten  dann 

6)  A^x  +  B'y^\^     ^^•  +  C'r=l,     B'y  +  C'z^\. 

und  die  auf  den  Achsen  gebildeten  Abschnitte  sind  die  reciprokec 
Werte  von  A\  B\  C\  Verschwindet  eine  der  Grössen  A,  B,  6',  V. 
und  zunächst  D,  so  geht  die  zur  Gleichung 

Ä.r  +  Bt/+  CV^O 
gehörende  Ebene   durch   den  Anfangspunkt   der  Koordinaten,  wh: 
die    Werte   ;i«=*0,   2/^*0,   z  ^  0    der   Gleichung   genügen;  nicht 
selten  giebt  man  in  diesem  Falle  der  Gleichung  die  Form 

7)  ^  «  Ä'x  +  B"y. 

Ist  6'=0,  so  wird  aus  der  allgemeinen  Gleichung  die  folgende* 

Ax  +  By  —  7>,    (z  beliebig) 
oder 

A!x+B'y^l', 

D 
der  auf  der  .r- Achse  gebildete  Abschnitt  hat  die  Grösse    /v  *°  ^* 

und  mithin  ist  die  Ebene  parallel  zur  Achse  der  x;  für  Ä*-0  »er- 
hält man  entsprechend  eine  Ebene  parallel  zur  ^- Achse,  f&r  i^^' 
eine  ParaUelebene  zur  x- Achse.  In  dem  Falle,  wo  die  zwei  KoefÜ- 
zienten  C  und  D  verschwinden,  wird  die  Gleichung 

Ax  +  By^O 
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durch  .f  =  0,  :'/  =  0,  sowie  durch  jedes  beliebige  z  befriedigt,  woraus 

folgt,  dass  die  Ebene  die  ^- Achse  in  sich  enthält.     Liegt  dagegen 

die  //-Achse   in    der  Ebene,   so  lautet  die  G-leichung  der  letzteren 

{B  «0,  J>^  0) 

Ax  +  Cz^O, 

enthält  sie  die  .r- Achse,  so  ist  -4  =  0  und  7)  =  0,  mithin 

By  +  Cz  =  0. 
Sind  zwei  der  Koeffizienten  A^   B^  C  gleich  Null,  wie  z.  B.  in 

Ax  =  />, 
so   bleiben   //    und    z    beliebig,    mithin   ist   die  Ebene   parallel    der 

//^- Ebene  und  von  ihr  entfernt  um        ;  in  gleicher  Weise  würden 

By  «  /),     Cz-^D 

Parallelebenen  zu  den  Ebenen  xz^  resp.  xy  bedeuten.  Für  7-^  =  0 
reduzieren  sich  die  letzten  drei  Gleichungen  auf  a—0,  ^"-0,  z  =  0 
und  charakterisieren  der  Reihe  nach  die  Koordinatenebenen  yz, 
j'Z,  xy. 

Die  Gleichung  der  Ebene  kann  man  auch  auf  andere  und  zwar 
auf  die  Weise  erhalten,  dass  man  sich  die  Ebene  nicht  durch  glei- 
tende, sondern  durch  drehende  Bewegung  einer  Geraden  entstanden 
denkt.  Ist  nämlich  OJ)  eine  der  Grßsse  und  Lage  nach  gegebene 
(rerade  und  I)J^  eine  darauf 
senkrechte  Gerade  .  von  un-  *** 

bestimmter  Länge  {¥\g.  22), 
so  beschreibt  letztere  eine 
Ebene,  wenn  der  rechte 
Winkel  Oni'  um  den  fest- 
gehaltenen Schenkel  0 1) 
herumgedreht  wird.  Um  dies 
analvtisch  auszudrücken,  be- 
zeichnen  wh*  die  Länge  OJ) 
mit  d,  die  Winkel  J)OX, 
DOY^  DOZ  der  Reihe  nach 
mit  a,  |3,  y  und  nennen 
r,  y,  z  die  Koordinaten,  r  den  Radiusvektor  eines  auf  der  Ebene 
willkürlich  gewählten  Punktes  P,  und  setzen  endlich  LPOX  ^  (p^ 
i  PO  Y=  t(;,  L  POZ  ^x,  LDOP^  0).  Da  nach  dem  Vorigen  DP 
immer  senkrecht  auf  OD  steht,  so  ist 
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r  cos  ö)  —  rf, 

oder,  wenn  «  aus  den  Winkeln  a,  ß,  y,  9?,   il;,  x  berechnet  wir«!, 

r  (cos  a  cos(p  +  cos  j3  cos  Tp  +  cos  y  cos  i)  =  d. 

Nach  Substitution  der  Wert« 

X  y  z 

cos  cp  «=       7     •    co.s  i/;  =  -     ?         cosy  = 

r  r  r 

wird  hieraus 

8)  ./•  C0.9  a  +  .y  cos  jtJ  +  £•  cos  y  ~  (/. 

Die  Winkel  a,  |Ö,  y,  welche  die  Bichtungswinkel  einer  auf  «1er 
Ebene  errichteten  Normalen  sind,  nennen  wir  die  Stellungs- 
winkel der  Ebene;  die  Gleichung  8)  ist  hiernach  die  Gleichung 
einer  Ebene ,  welche  nicht  durch  ihre  Achsenabschnitte  oder  Spuren, 
sondern  durch  ihren  Abstand  vom  Koordinatenanfange  und  dunh 
ihre  Stellungswinkel  bestimmt  ist. 

Wenn  die  Ebene  nicht  durch  den  Koordinatenanfang  geht,  m' 
hat  d  einen  von  Null  verschiedenen  Wert,  und  dann  lässt  »ich 
die  Gleichung  8)  durch  d  dividieren;  die  so  entstehende  Gleichunir 

^x  co$a       ^   cosß  cosy 

stimmt  in  ihrer  Form  überein  mit  Nr.  5)  oder  der  gleichgelt^'ndeii 

Durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  j-,  ^,  z  ^m  9)  und  10) 
erhalt  man  femer 

-  , X  cos a       A         cosß 

^^■>  d   ^d'       d   " 

oder,  wenn  man  beachtet,  dass    -   > 
a^  b^  c  sind, 

a  cos a  '^b  cosß  '^  c  cosy  =  rf . 

Dieselben  Gleichungen  findet  man  auch  unmittelbar  durch  B6tra<h- 
tung  der  bei  D  rechtwinkligen  Dreiecke  AJ)0^  BDO^  CDU 

Quadriert  und  addiert  man  die  Gleichungen  ll)  und  beachtet 
dabei  die  Relation 

-   cos^  «  +  cos^  ß  +  cos*  y  =*  1 , 

so  gelangt  man  zu  der  Formel 


B 

cosy        C 

d   "=  y/ 

5' 

--    die  Achsenabschnitt*» 
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und  nachher  geben  die  Gleichungen  .1 1) : 

Ä 
cosa  ««  - -_:i 

B 

c 

cos  y  «=     ,  _: --  • 

Wenn  die  Ebene  durch  den  Koordinatenaniang  geht,  so  nrnss 
ihre  (Ueiehung  Ax  +  By  -^  Cz^  J)  auch  für  x'  =«  0,  //  =  0,  r  —  0 
richtig  bleiben,  mithin  /)  — 0  sein;  gleichzeitig  ist  dann  auch  J«*0. 
Für  />  =  0  giebt  aber  die  Formel  12)  d=-0,  folglich  behält  die 
genannte  P'ormel  in  diesem  Falle  ihi-e  Giltigkeit.  Denkt  man  sich 
ferner  7ai  einer  durch  den  Koordinatenaniang  gehenden  Ebene  eine 
Parallelebene  gelegt,  so  hat  letztere  zwar  ein  anderes  dy^  mithin 
auch  ein  anderes  J)^  aber  die  nämlichen  Stellungswinkel  cc^  ß,  y; 
in  der  That  bleiben  die  Formeln  13)  für  beide  Ebenen  dieselben, 
weil  J)  nicht  darin  vorkommt.  Mit  anderen  Worten,  die  Formeln 
12)  und   13)  gelten  für  alle  Ebenen. 

Schliesslich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  St^llungs- 
winkel  einer  Ebene  zugleich  deren  Neigungswinkel  gegen  die  Ko- 
ordinatenebenen sind.  Da  nämlich  zwei  Gerade  denselben  Winkel 
miteinander  einsehliessen  wie  zwei  auf  jenen  Geraden  senkrechte? 
Ebenen,  so  ist  «  gleich  dem  Neio[ungswinkel  der  Ebene  ABC  gegen 
die  Ebene  yr,  aus  demselben  Grunde  ß  gleich  dem  W^inkel  zwischen 
ABC  und  der  .rr- Ebene,  und  y  gleich  dem  Winkel  zwischen  ABC 
und  der  r//-Kbene. 

§  11. 
Verschiedene  Lagen  eines  Punktes  gegen  eine  Ebene. 

Die  lineare  Funktion  der  Koordinaten 
1)  Ax  +  Bif+  Cz-  J), 

die  wir  abküi7.end  mit  T  bezeichnen  wollen,  erhält  den  Wert  Null 
ftir  die  Koordinaten  einer  bestimmten  Ebene.  Bei  jeder  anderen 
La^e  des  Punktes  Hänn  die  Gleichung  7' »  0  nicht  bestehen  und 
es   muss   daher  für  einen    ausserhalb   der  Ebene   gelegenen  Punkt 
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Xijz  die  Funktion  T  einen  von  Null  verschiedenen  positiven  od^r 
negativen  Wert  besitzen.  Um  zu  entscheiden,  in  welchen  Fällen 
dai>  positive  und  in  welchen  da«  negative  Zeichen  zum  Voi-schein 
kommt,  stellen  wir  die  folgende  Betrachtung  an. 

Ausserhalb  der  durch  die  Gleichung  l)  repr&sentiertcn  Ebene 
denken  wir  uns  zwei  beliebige  Punkte  1\^  1*^  und  diese  durch  eine 
Gerade  verbunden;  nennen  wir  ir,f/i5',  und  s^y^z^  die  Koordinaten 
jener  Punkte,  so  sind  nach  §  7,  Nr.  5)  die  Gleichungen  der  Vpr- 
bindungslinie 

^j      ?/  =        —  X  -\ *.     z  =  -    ~       ar  -j-  • 

Diese  Gerade  schneidet  die  Ebene  in  einem  Punkte  V^^  dessen  Ko 
ordinaten  x^rj^z^  durch  die  Bemerkung  gefimden  werden.  das>  <ier 
Punkt  Pq  gleichzeitig  der  Ebene  und  der  Geraden  angehört,  da»s 
folglich  seine  Koordinaten  jeder  der  drei  Gleichungen  l)  und  2j  g«»- 
nügen  müssen;  schreiben  wir  also  in  den  letzteren  ar^,  y^,  t^^  för 
:r,  //,  z^  so  haben  wir  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  dM 
Unbekannten  .r^,  y^,  z^'^  für  die  erste,  die  zu  unserem  Zwecke  all*'iii 
nötig  ist,  erhalten  wir 

Hinsichtlich  der  Lage  von  Pq  zu  Pj  und  P^  sind  nun  zwei  Kall»' 
möglich;  befinden  sich  nämlich  Pj  und  Pg  auf  einer  und  dei^lb^-u 
Seite  der  Ebene,  so  liegt  Pq  ausserhalb  der  Strecke  l^jP*,  liegen 
aber  Pj  und  Pg  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene,  s<>  filll» 
P^y  zwischen  die  Punkte  Pj  und  Pg.  Ganz  dasselbe  gilt  von  den 
Projektionen  der  Punkte  auf  eine  der  Koordinatenachsen.  Wählen 
wir  zu  letzterer  die  .r- Achse,  nennen  der  Reihe  nach  Lq,  J^i.  i'* 
die  Projektionen  von  Pq,  P^,  Pg  auf  OX^  so  ist  0/>q=  j-^,  07.j  =  rj. 
O/yg  — iCg;  bei  der  ersten  (gleichstimmigen)  Lage  von  Pj  imd  Pj, 
also  auch  von  L^  und  Ag,  haben  die  Strecken  7,q7>,  =  Jq— j,  und 
JjQ  7>g  ==  Xq  —  u  o  gleiche  Vorzeichen ,  bei  der  zweiten  Lage  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen,  so  dass  das  Produkt 

(•^0  -  ^i)  1^0  -  ^2) 
im  ersten  Falle  positiv,   im  zweiten  negativ  ist.     Ebenso  leicht 
bewahrheitet  sich  der  umgekehrte  Satz,  dass  das  positive  Voi zeichen 
des   vorstehenden   Produktes   die   gleichstimmige,    das   negative  di<^ 
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entgegengesetzte  Lage  der  Punkte  P^  und  P^  bedingt.  Vermöge 
des  vorhin  angegebenen  Wertes  von  Xq  findet  man  nun,  wenn  zur 
Abkürzung 

A  +  B  ^!^-=^  +  C  ^— ^^  =  N 

X2        Xj^  x^       x^ 

gesetzt  wird, 
,         ,  ,      jÄx^  +  B},^  +  Ge,  -  D)  {Ax^ + By,  +  Gz,  -  D) 

und  daraus  ergiebt  sich,  dass  das  im  Zähler  stehende  Produkt  po- 
sitiv oder  negativ  ist,  jenachdem  die  Punkte  x^y^z^^  und  x^y^e^ 
auf  gleichen  oder  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  liegen.  Dem- 
zufolge haben  die  beiden  Ausdrücke 

Ax^  -f  By^  +  Ce^  —  D   und    Ax^  +  By^  +00^—1) 

im  ersten  Falle  gleiche,  im  zweiten  entgegengesetzte  Vorzeichen. 
Um  auch  über  letzteres  imzweideutig  zu  entscheiden,  wollen  wir 
die  in  der  Gleichung  der  Ebene  vorkommende  Grösse  D  immer  als 
positiv  betrachten,  was  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit 
jederzeit  möglich  ist,  weil  im  Falle  eines  negativen  J)  die  Glei- 
chung 1)  mit  (—1)  multipliziert  werden  kann;  für  den  Anfangs- 
punkt der  Koordinaten,  als  Punkt  x^y^z^  genommen,  haben  wir 
dann  a?i  =  j/j  =  i^i  =  0,  mithin 

Ax^  +  By^  +  Cz^  —  D  ^  —  D^    mithin  negativ; 

besitzt  nun  der  dem  zweiten  Punkte  ^2^2^»  entsprechende  Ausdruck 

Ax^  +  By^+Cz^-D 

dasselbe,   also  negative  Vorzeichen,   so  liegt  der  Punkt  x^y^z^  auf 

derselben  Seite  der  Ebene  wie  der  Koordinatenanfiing,  ist  aber  die 

obige  Differenz  positiv,  so  fäUt  der  Punkt  auf  die  entgegengesetzte 

Seite.     Bei   Weglassung  der  femer  nicht  nötigen  Indices  können 

wir  das  Endresultat  in  dem  Satze  zusammenfassen:  jenachdem  der 

Ausdruck 

T  .~AX'\-  By  +  Cz-B, 

worin  Z>  positiv  sein  muss,  negativ,  gleich  Null,  oder  positiv  ist, 
liegt  der  Punkt  xyz  ausserhalb  der  Ebene 

Ax  +  By-\-Cz  —  D==0, 

and  zwar  auf  der  Seite  des  Eoordinatenanfangs,  oder  in  der  Ebene 
selbst,  oder  ausser  ihr  auf  der  dem  Eoordinatenanfange  abgewandten 
Seite. 

Fort  u.  SchlOmilofa,  an»l.  G-eom.  II.  5 
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Der  Wert,  den  die  Punktion  T  für  irgend  einen  nicht  auf 
der  Ebene  enthaltenen  Punkt  annimmt,  hat  eine  sehr  einfache 
geometrische  Bedeutung.  Um  diese  zu  erkennen,  wollen  wir  zu- 
nächst die  Funktion  T  in  der  Form  voraussetzen 

T       cos  a  .  X  +  cos  ß  .  y  +  cos  y  .  s  —  d^ 

so  dass  also  T  — =  0  die  Gleichung  der  Ebene  ist,  deren  Stellimgs- 
Winkel  «,  /5,  y  sind  und  die  vom  Koordinatenanfange  den  immer 
positiv  zu  rechnenden  Abstand  d  hat. 

Die  Ebene  2''«=0,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  XiH^ii 
parallel  zu  T  =  0  gelegt  werden  kann,  hat  Stellungswinkel  o^ ^'7, 
die  der  Beihe  nach  gleich  ccßy  oder  um  180^  davon  verschieden 
sind,  jenachdem  der  Anfangspunkt  ausserhalb  der  von  T—O  nnd 
T'»«0    begrenzten   Schicht    liegt    oder    innerhalb    derselben.    Be- 

w/    j   zeichnet  d^   den  Abstand   des  Anfangspunktes  von  T'  —  0,  so  ist 

(  daher  in  den  beiden  Fällen 

T^      cosa ,x  +  cosß .y  -\-  cosy  ,z  —  d\ 
bez. 
,  2''   -  —  cosa.x  —  cosß.y  —  cosy .z  —  d\ 

Da  nun   der  Punkt  x^y^^Zy^   auf  T' «  0  liegen  soll,   so  muss  diese 

Gleichung  von   den  Koordinaten  x^y^e^   erfiült  werden,  daher  er- 

giebt  sich  für  d^  die  Bedingung 

C05  cf .  a*!  +  cos  /3 .  ^1  +  C05  y .  jjj  —  d'  «  0 ,      " 
bez. 

—  coscc.x^  —  cos  ß.yi—  cosy.gj^—  d'  «=  0, 

woraus  folgt 
\  d  j=  co$a.x^  +  cosß.y^+  cos  y-z^^ 

/r\^     \  bez.  <~^ 

I  d  =  —  cosa  .x^—  cosß.y^—  cosy  .z^. 

Der  Abstand  q  der  Ebenen  T  -=  0  und  T'  —  0  ist 

q  '^  d  —  d\    bez.    (J  =  d  +  d\ 

und  ergiebt  sich  daher,  wenn  man  den  soeben  bestimmten  Wert 
von  d'  einsetzt,  in  beiden  Fällen  zu 

4)  q  '^  ^  {cos  flf .  a'i  +  cos  ß*yi  +  cosy^z^—  d). 

Derselbe  ist  positiv,  wenn  der  Anfangspunkt  ausserhalb  der  v^n 
T ««  0  und  r'  «=  0  begrenzten  Schicht  liegt  und  d'  <  d  ist,  sowie 
dann,  wenn  der  Ursprung  im  Innern  dieser  Schicht  liegt,  also. 
wenn  man  beide  Bemerkungen  zusammen&sst,  stets  dann,  wenc 
der  Anfieingspunkt  und  der  Punkt  x^^y^z^  auf  derselben  Seite  vor 
J  —  0  gelegen  sind.     Wir  haben  daher  den  Satz: 
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Die  lineare  Funktion 

T ±-  cosa .X  +  cosß ,y  -\-  cosy.z  —  d 
verscliwindet  f£lr  alle  Punkte  der  Ebene,  welche  die  Stellungs- 
winkel aßy  hat  und  um  d  Tom  Anfangspunkte  absteht;  für  jeden 
andern  nicht  auf  T  —  0  enthaltenen  Punkt  ist  der  Wert  der 
Funktion  T  dem  Abstände  q  des  Punktes  xyz  von  der  Ebene 
T~0  entgegengesetzt  gleich,  wobei  ein  positives  oder  negatives 
Zeichen  von  q  anzeigt,  ob  der  Punkt  P  mit  dem  Anfangspunkte 
auf  derselben  Seite  von  T  —  0  liegt  oder  nicht.  Wegen  dieser 
Kigenscbaffc  bezeichnet  man 

cosa .T  '-\-  cosß .y  +  cosy.e  —  d  —  0 
als  die  Normalform  der  Ebenengleichung. 

Ist  eine  Ebenengleichung  in  der  allgemeinen  Form  gegeben 

Ax  +  By  +  Ce--  D^O, 

worin  wieder  D  als  positiv  vorausgesetzt  werden  soll,  so  kann 
man  diese  in  die  Normalform  überführen,  indem  man  von  den 
Formeln  §  10,  Nr.  12)  und  13)  Gebrauch  macht.     Versteht  man 

unter  }/il*-f-  -ß*-t-  C*  den  positiven  Wert  dieser  Quadratwurzel,  so 

ist  die  Normalform 

1 


(Äx  +  5y  +  (7;e  -  D)  -  0. 


Der  Abstand  q  eines  Punktes  xye  von  dieser  Ebene  ist  daher  \    ^        f    » 

Ax  +  By  +  Cz-D  i  '  'Cii  ^'• 

Beispiele.     I.  Sind  ^^^ 

Tj  EEE  CÖ5  «j .  a;  +  CÖ5  /?! .  y  +  cos  yi .  ;ef  —  (?i  —  0 
und 

2\  31  C08 a^ . X  +  cos ß^ » y  +  cos y^ . z  —^  d^^  0 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen  in  Normalform,  so  hat  ein  Punkt 
xifz  gleiche  Abstände  von  Tj  —  0  imd  Tj^-O,  wenn  fftr  seine 
Koordinaten 

und  entgegengesetzt  gleiche,  wenn 

7^  ^ X 

ist.    Die  Gleichungen  ^  ^ 

6j  T,  -  Tj,  -  0    bez.    1\  +  ^j  -  0 

iStellen  daher  den  geometrischen  Ort  der  Punkte  dar,  deren  Ab- 
stände von  den  Ebenen  T,  —  0  und  Tg  —  0  gleich,  bez.  entgegen- 


I 
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gesetzt  gleich  sind,  d.  i.  es  sind  die  Gleichungen  der  Ebenen,  wel- 
che die  "Winkel  der  Ebenen  1\  =  0  und  Tg  -=  0  halbieren. 

n.  Haben  die  Abstände  eines  Punktes  xyz  von  den  Ebenen 
2\  «  0  und  Tg  «  0  das  gegebene  Verhältnis  Wi  :  Wg,  so  gilt  fär 
die  Koordinaten  y>yz  die  Proportion 

j  j  :  -1 2  =  Wj  •  Wg , 
daher  besteht  für  den  Punkt  xyz  die  Gleichung 

7)  T^tigTi-WiTg«0. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  bestimmten  Ebene;  sie  wird  von  allen 
Punkten  erfüllt,  für  welche  T^  und  Tg  einzeln  verschwinden,  i  L 
von  allen  Punkten  der  Schnittlinie  der  beiden  gegebenen  Ebenen. 
Die  Punkte,  deren  Abstände  von  zwei  gegebenen  Ebenen  ein  be- 
stinuntes  Verhältnis  haben,  liegen  daher  auf  einer  bestimmten 
Ebene,  welche  die  Schnittlinie  der  gegebenen  Ebenen  enthält. 

Hat  das  Verhältnis  n^-.Wg  einen  positiven  Wert,  so  teilt  T=0 
den  Winkel  von  T^ «  0  und  jf'jj  =  0,  in  welchem  der  Urspnmg 
liegt,  ist  WjiWg  negativ,  so  teilt  T  =  0  das  den  Ursprung  nicht 
enthaltende  Scheitelwinkelpaar. 

§  12. 
Bestimmung  der  Ebene  durch  drei  Punkte. 

Wenn  eine  Ebene,  deren  Gleichung 

1)  j^x-^-B'y-^-C^z^X 

sein  möge,  durch  drei  gegebene  Punkte  fxdi^-i  U9%\\  fi9ih 
gehen  soll,  so  muss  ihre  Gleichung  von  den  Koordinaten  der  ge- 
nannten  Punkte  befriedigt  werden;  man  hat  daher  zur  Bestimmung 
von  ä\  B\  (7'  die  drei  Gleichungen 

2)  \Äf^  +  B^g^+G%^l, 
Durch  Auf lösung  derselben  erhält  man  für  AI,  B\  0'  folgende  Wert*: 

^_      {\U -  hU)  +  {\h  -  \U)  +  QhU -  \fi)  ^, 

^.^  _        \U9z  -  h9i)  +  (A.^!  -  hg^  +  (^^2  -  f%9i)  _• 
""  K  {U9z  -  fz9t)  +  Äg  (f^g,  -  /i  (^s)  +  h  {fi9%  -  U9i) 


J 
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3) 


die  Nenner  dieser  drei  Brüche  sind  gleich  und  hier  nur  in  ver- 
schiedenen Formen  angegehen  worden,  um  die  regelmässige  Bil- 
dung der  Ausdrücke  hervortreten  zu  lassen.  Durch  Substitution 
der  obigen  Werte  in  die  Gleichung  l)  und  bei  Wegschaffang  der 
Brüche  ergiebt  sich  nun  als  Gleichung  der  verlangten  Ebene: 

+  {{\U -  hU)  +  Qhfi  ~  Kh)  +  Qhf2 -  hfi)]y 

+  i{f29z  -  tM  +  {f%9i  '"  fi9i)  +  {fi92  -  fi9i)]  ^ 
,  =  A  (ffih  —  ^3^2)  +  A  (^3^1  —  9iK)  +  /s  (9ih  —  9M' 

In   speziellen  Fällen  vereinfacht  sich   diese  Gleichung  oft  be- 
deutend; ist  z.  B.  /i  =*  ^3  =  /*8  =  0,  so  bleibt 

4)     (^1^2  —  gzK)  ^  +  (^1/2  -  ''a/i)^  +  (fi92  -  /a^i)  ^  =  0 
als  Gleichung  der  Ebene,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Ko- 
ordinaten und  ausserdem  durch  die  Punkte  /i,^iÄ|,  fsig^\  geht. 
Für  g^  =  '*!  =  4  =  ^3  *=  /s  =  ^8  =  0  ergiebt  sich 

g^\x  +  \f^y  -f  f^g^z  =  f^g^h^ 


oder 


/•      r 
1  92 


+  ^  =  1 


Fig.  S8. 


Z 


IL 


H 


V' 


als  Gleichung  einer  Ebene,  welche  auf  den  Koordinatenachsen  der 
Reihe    nach   die   Strecken   /"j,   ^g,  A3    abschneidet;    dieses  Resultat 
stimmt   in    der   Hauptsache 
mit    der    Gleichung   1)    des 
vorigen  Paragraphen  überein. 
Bemerkenswert  ist  auch 
der   spezielle   Fall,    wo    die 
Punkte   /",  g^  h^    und   f^  g^  Äg 
in    einer   Ebene   //irr,    und 
zugleich   f^g^hx   und  f^g^h^ 
in  einer  Ebene  jjyz  liegen, 
wie  dies  Fig.  23  zeigt.    Man    Y^ 
hat     unter    dieser    Voraus- 
setzung g^  ^  F^G^^  Fl  Gi^  g^y  /i  «  OFy  ^  f^ ,  mithin  nach  For- 
mel 3): 

~  {9z  -  ^1)  Qh  -  hl )  X  -  (/,  -  f,)  (A3  -  \)  y  +  iU-  A)  (^8  -  ^i)  ^ 
--{9^-9,){K-h,)f,-{f,^t\){h--h,)g,+  {f,-'f,){g^-^g,)\ 

oder  einfacher 


a 


"7 


F.'-     fi 


G, 


G. 
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5)     -y^-:^(x-/i)-^(y-</0  +  --A.  =  O. 

h     /i  ys     yi 

Wenn  die  Punkte  fiO^h^^  f<i9%\  iiiid  h9^K  ^  öiner  Geraden 
liegen,  so  sind  unendlich  viel  Ebenen  durch  dieselben  möglich;  dies 
zeigen  auch  die  Gleichungen  2),   sobald  man  ihnen  die  folgenden 

Formen  erteüt:  A! f^+ B'g,+ C'h,^  l, 

^'+B'^»-^.'+C' *>"*'=.  0,. 

^'  +  B'  ?f^  +  C  ^^  =  0. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  ist  nämlich  nach  §  7  Glei- 

chuncF  7) 

Sl!i-9i  ^9t-9t^       h  -  ^1  ^  l[^^h ^ 

h      h        fi~  n  /  8      /i        /s "~  fi 

die  beiden  letzten  der  obigen  Gleichungen  werden  jetzt  identisch 
und  man  hat  nur  noch  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei 
Unbekannten  A!,  ß\  C\ 

Die  Gleichung  3)  lehrt  auch  die  Bedingung  kennen,  unter  wel- 
cher vier  gegebene  Punkte  /;^iÄ,,  f29ihi  fs99hy  fA9AK  i^  ®^"®' 
Ebene  liegen.  Dazu  ist  nämlich  erforderlich,  dass  der  vierte  Punkt 
in  der  Ebene  liegt,  welche  durch  die  ersten  drei  Punkte  bestimmt 
wird;  die  gesuchte  Bedingung  lautet  demnach: 

[{92^  -  93h)  +  (9z^i  -  9ih^  +  (9A  -  9M\f\ 
+  [{hf,  -  hfs)  +  i^fi  -  Kfs)  +  Qhf,  -  ^fi)]9i 
+  [(/i^8  -  fs9i)  +  {f39i  -  f\9z)  +  (.f\9i  -  tt9i^]  ^U 
.  =  A  i9%h  -  9sh^  +  fi  {9s^h  ~  9ih)  +  fs  i9iK  ~  P-A"^- 


6) 


§  13.  yi 

Die  Gerade  in  der  Ebene.  ^     /^ 

Um  zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Gerade 'in  einer  gleich- 
falls gegebenen  Ebene  liegt  oder  nicht,  bedarf  es  nur  der  Unter- 
suchung, ob  irgend  zwei  Punkte  der  Geraden  in  die  Ebene  fall»»n 
oder  nicht.  Bei  der  Willkürlichkeit  dieser  Punkte  kann  man  sieh 
jene  Untersuchung  dadurch  erleichtem,  dass  man  die  Spuren  difr 
Geraden  betrachtet;  jenachdem  dieselben  in  die  gleichnami^'ec 
Spuren  der  Ebene  fallen  oder  nicht,  liegt  die  Gerade  in  der  Eben* 
oder  ausser  ihr.     Ist  nun 
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« 


1)  Ax  +  By  +  Cz  ^  J) 

die  Gleichung  der  Ebene,  so  sind  der  Reihe  nach 

Ax  +  By^  B,       Ax  +  Cz^  I), 
By+Cz^I) 

die  Gleichungen  ihrer  xy-^  xz  -  und  y^e:-  Spur;  bezeichnen  wir  femer  mit 

2)  y^B^x  +  bi,       z^CiX  +  c^ 

die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden,  so  haben  wir  als  Koordi- 
naten ihrer  in  gleicher  Ordnung  genommenen  Spuren 


x'^- 


^l  7  7  "l  ^1  ff  ^1  Jf  ^1  ^1 


Der  Punkt  x!i/  liegt  nun  in  der  icy- Spur  der  Ebene,  wenn 
temer  liegt  x'V  in  der  ic«f-Spur  der  Ebene,  wenn 

endlich  t/'V"  in  der  y^-Spur  der  Ebene,  wenn 

5)  B\+Cz^^T). 

Finden  von  diesen  Gleichungen  zwei  statt,  so  ist  die  Gerade  in  der 
Ebene  enthalten  und  die  dritte  Gleichung  eine  Folge  der  beiden 
anderen.  Durch  Subtraktion  der  Gleichung  4)  von  5)  ergiebt  sich 
noch 

6)  ^  +  jßBj+ C'6\  =  0 

und  diese  Gleichung  kann  in  Verbindung  mit  Nr.  5)  zum  Ersatz 
für  die  früheren  Gleichungen  dienen;  durch  Elimination  von  G  aus 
5)  und  6)  erhält  man  nämlich  die  Gleichung  3),  durch  Elimination 
von  B  die  Gleichung  4).  Die  Gleichungen  5)  und  6)  enthalten  dem- 
nach die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Gerade  in  der  Ebene  liegt. 
Dasselbe  Resultat  kann  man  leicht  auf  rein  analytischem  Wege 
finden.  Jeder  Punkt  der  Geraden  muss  nämlich  ein  Punkt  der  Ebene 
sein,  es  ist  folglich  erlaubt,  die  Werte  von  y  und  z  aus  Nr.  2) 
in  Xr.  1)  zu  substituieren;  die  letztere  Gleichung  erhält  dadurch 
die  Form         ^^  ^  ^^^  ^  ^^^^  ^  4.  ß^,^  +  Ccy^  -  I) 

und  sie  muss  nun  für  alle  x  gelten;  dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 
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7)  Ä  +  BB^+CC^^O    und    B\+Ccj^  =  D, 

welche  Bedingungen  mit  den  früheren  übereinstimmen. 

Hieran  knüpfen  sich  einige  Aufgaben,  betreffend  die  Bestim- 
mung solcher  Ebenen,  die  eine  oder  zwei  gegebene  Gerade  ent- 
halten sollen. 

cc.  Ebene  durch  einen  Punkt  und  eine  gegebene  Ge- 
rade.    Sind  /*,  g^  h  die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes, 

8)  y  =  B^x+hi,       0=C^x  +  Ci 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden,  endlich 

9)  Ä'x  +  B'y  +  C'e^l 

die  Gleichung  der  verlangten  Ebene,  so  hat  man  zur  Bestimmung 
von  ä\  B\  C'  die  drei  Gleichungen 

Ä'f+B^g+C'h^l, 
Ä'+B'B^+C'C^^O,       B'b,+  C'c^^  1, 

aus  denen  jene  Unbekannten  leicht  zu  entwickeln  sind.  Etwas  kür- 
zer ist  folgender  Weg;  man  subtrahiert  die  erste  der  Bedingungs- 
gleichungen von  der  Gleichung  der  Ebene  (Nr.  9),  dividiert  überaU 
mit  ä'  und  setzt  zur  Abkürzung 

A'  "  ^'       A'  =  ^' 
die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  ist  dann 

10)  x-f+M(^y^g)  +  N{0-h)^O. 

Durch  Division  mit  Ä'  ergiebt  sich  ferner  aus  der  zweiten  Be- 
dingung die  folgende 

B^M+C^N 1; 

subtrahiert  man  endlich  die  erste  Bedingungsgleichung  von  der  letzt-en 
xmd  dividiert  wiederum  durch  Ä\  so  ist 

(\-g)M+{c,-h)N^f. 

Die  letzten  zwei  Gleichungen  bestimmen  M  und  N\  nach  Weg- 
schaffung der  Brüche  erhält  man  aus  Nr.  10): 

(,,   ,  [ß,  («1  -  »)  -  Ci ft  -  «)1  (' - /•) 


"  I-  ic. 


f+c,-  h)  {y  -  g)  +  {BJ+b,  -  g)  {z  -  Ä)  «  0 

als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene.     Liegt  der  Punkt  fgh  in   der 
gegebenen  Geraden,  ist  also  gleichzeitig 
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so  werden  die  beiden  für  M  iind  N  angegebenen  Gleichungen  iden- 
tisch und  es  bleibt  daher  eine  dieser  Grössen  willkürlich,  wie  es 
die  in  diesem  Falle  vorhandene  Unbestimmtheit  der  Aufgabe-  er- 
fordert. 

ß.  Ebene   durch  zwei  Gerade.     Wenn  eine  Ebene,    deren 
Gleichung 

12)  •  Ä'x  +  B'y  +  C'z=l 

heissen  möge,  zwei  durch  die  Gleichungen 

13)  |y  =  ^l^  +  ^:       ^=-Cl^x  +  Ci, 

Xy^B^x  +  b^,       z^C^x+c^ 

gegebene  Gerade  in  sich  enthalten  soll,  so  müssen  die  KoefEzienten 
A\  B\  C'  den  folgenden  vier  Gleichungen  genügen: 

A'+B^B'+  CiC"==0,       b^B'+c^C'^  1, 

Man  kann  hier  zunächst  B^  und  C'  aus  denjenigen  zwei  Glei- 
chungen bestimmen,  in  denen  Ä'  nicht  vorkommt,  und  findet: 


J9'« r^.J:^_,         C'=  + 


^^2~"  h^l  h^2  ""  ^2^l' 

die   beiden   übrigen   Gleichungen   liefern    nachher  zwei  Werte  von 

A\  nämlich:  .  \       ri  n        i  \ 

jf  _  -^1  (gl  -  ^2)  ~  ^1  (^1  -  ^2)  ^ 

&1  C2  —  &2  ^1 

bi  C2  —  b^  Ci 

Da  Ä'  nur  einen  Wert  haben  kann,  so  ist  die  Aufgabe  unmöglich, 
wenn  die  beiden  für  A'  gefundenen  Ausdrücke  verschieden  sind, 
möglich  dagegen,  sobald  jene  Ausdrücke  zusammenfallen.  Das 
Letztere  findet  statt  für 

^1  (ci  -  C2)  -  C\  (b,  -  b^)  «--  i?2  (cj  -  Cg)  -  C^  (b,  -  fta) 
oder 

14)  (P.  -  J5,)  {c,  -  c,)  -  {C,  -  C,)  (b,  -  b,\ 

d.  h.  wenn  die  Geraden  sich  entweder  schneiden  oder  parallel  laufen. 
Die  vorstehende  Bedingung  ist  identisch  mit  der  schon  firüher  (§  8) 
erwähnten,  nach  welcher  zwei  Gerade  in  einer  Ebene  liegen  oder 
nicht,  jenachdem  die  obige  Gleichung  erfüllt  oder  nicht  erfüllt 
ist.  Das  Bestehen  der  Gleichung  14)  vorausgesetzt,  haben  wir  als 
Gleichung  der  gesuchten  Ebene: 
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15)     [B,  (c,  -  c,)  -  Cj  (^  -  b,)]  a;  -  (c.  -  c,)  ij  +  (b,-  6,)  z 

Istt^jOg  =  ftjCi,  was  geometrisch  bedeutet,  dass  die  Verbindungs- 
linie der  ^;e:- Spuren  &iCj  und  h^c^  durch  den  Koordinatenanfeuig 
geht,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  und 
die  Ebene  beider  Geraden  geht  dann  gleichfalls  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Koordinaten. 

§  14. 
Parallele  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene. 

Wenn  eine  Ebene  und  ausserhalb  derselben  eine  Gerade  ge- 
geben sind,  so  kann  man  die  Frage,  ob  die  Gerade  die  Ebene 
schneidet  oder  ihr  parallel  ist,  dadurch  entscheiden,  dass  man  durch 
irgend  einen  Punkt  der  Ebene  eine  Parallele  zur  Geraden  legt;  diese 
Parallele  hat  mit  der  Ebene  entweder  nur  jenen  einzigen  Punkt 
oder  alle  Punkte  gemein;  im  ersten  FaUe  schneidet  die  Gerade  die 
Ebene,  im  zweiten  Falle  ist  sie  ihr  parallel,  weil  sie  einer  in  der 
Ebene  liegenden  Geraden  parallel  läuft.  Das  genannte  Kennzeichen 
drücken  wir  auf  folgende  Weise  analytisch  aus.  Die  Gleichung  der 
Ebene  sei 

1)  Äx  +  By  +  Cz  =^  1), 

die  Gleichungen  der  Geraden  mögen  heissen 

2)  y  =  B^x  +  h^,       z^C^x  +  c^', 

für  irgend  einen  Punkt  XqPqZq  der  gegebenen  Ebene  gilt  die  Gleichung 

und  wenn  wir  sie  mit  der  Gleichung  l)  durch  Subtraktion  rer- 
binden,  so  ist 

3)  Ä(x-^  X,)  +  B{y  -  y^)  +  C{z  -z^)^0 

immer  noch  die  Gleichung  derselben  Ebene,  nur  mit  der  Neben- 
bestimmung, dass  letztere  den  Punkt  x^y^gQ  enth&lt  Die  Glei- 
chungen einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Parallelen  zur  ge- 
gebenen Geraden  sind 

4)  y-VQ-^B^ix-x^),       z  -  Zq^  C^{x  -  Xq) 

und  wenn  die  Parallele  ganz  in  der  Ebene  liegen  soll,  so  müssen 
die  Koordinaten  jedes  ihrer  Punkte  sowohl  den  Gleichungen  4^  als 
der  Gleichung  3)  genügen;  dies  giebt  für  jedes  beliebige  x 
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was  nur  möglich  ist,  wenn  die  Gleichung 

5)  Ä  +  BB,+  CC\=^0 

stattfindet;  diese  ist  folglich  die  Bedingungsgleichung  für  die  pa- 
rallele Lage  der  Geraden  gegen  die  Ebene  * 

Hieran  knüpfen  sich  einige  Aufgaben  über  die  Bestimmung 
einer  Ebene,  welche  einer  oder  zwei  gegebenen  Geraden  parallel 
sein  soll. 

a.  Ebene  durch  zwei  Punkte  parallel  einer  Geraden. 
Die  gegebenen  Punkte  mögen  fiOji^^  f^ ff 2^2  ^^^  ^i®  Gleichungen 
der  gegebenen  Geraden 

6)  2/  "=  ^^  +  &,       z  ^  Cx.-^-  c 
heissen;  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  sei 

7)  Lx  +  My  +  Nz  =  1. 

Dass  die  Ebene  durch  jene  zwei  Punkte  geht,  wird  ausgedrückt 
durch  die  beiden  Gleichungen 

X/i+  Mg^+  Nh^-=  1; 
die  parallele  Lage  der  Ebene  und  der  Geraden  liefert  hierzu  noch 
die  Bedingung  L  +  MB  +  NC^O, 

und  damit  hat  man  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei  Un- 
bekannten L,  M  und  N.     Man  findet  für  sie  die  Werte: 

j-  B(hi-h,)-C(g,-g,) 

'"(ffi- m (Ä, - cf,) - (9, -  Bf,) i\ - cf,y 

(ffi  -  Bfi)  Qh  -  GQ  -  (g,  -  Bf,)  {h,  -  Cf,y 


(<7,  -  Bf,)  (Ä,  -  CVi)  -  (g,  -  Bf,)  (Ä,  -  Cf,y 


*  Die  im  vorigen  Paragraphen  unter  Nr.  7)  verzeichneten  Beding- 
ung^en  für  den  Fall^  dass  die  Gerade  in  der  Ebene  liegt,  erhalten  durch 
das  Obige  eine  sehr  einfache  Bedeutung.  Von  jenen  zwei  Bedingmigs- 
gleichungen  sagt  nämlich  die  erste,  dass  die  Gerade  parallel  der  Ebene 
ist ,  und  die  zweite ,  dass  die  yz- Spur  der  Geraden  in  der  gleichnamigen 
Spur  der  Ebene  liegt,  dass  also  beide  Gebilde  einen  Punkt  gemein 
haben;  diese  Bedingungen  sind  zusammen  nur  von  einer  in  der  Ebene 
enthaltenen  Geraden  erfüllt. 


«) 


9) 
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durch  Substitution  in  Nr.  7)  und  Wegschaffung  der  Brüche  ergiebt 
sich« 

-  V'i  -  h  -  ^  (/i  -  /i)]  y  +  \.9i  -  9i-B  (/i  -  Q-i  i 

-{9,-  lif\)  (h,  -  CQ  -  (g,  -  BQ  (A,  -  Cf,) 

als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene. 

ß.  Ebene  durch  eine  Gerade  parallel  einer  zweiten 
Geraden.  Die  beiden  gegebenen  Geraden  mögen  durch  die  Glei- 
chungen 

y  =  B^x  +  &i,       «:  =-  C^x  +  Ci, 

y  =  B^x  +  &2,       ^  =  C^x  -f-  Cj, 

bestimmt  sein;  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  heisse 

10)  Lx  +  My  +  Nz  -=  1. 

Soll  diese  Ebene  die  erste  Gerade  in  sich  enthalten,  so  müssen  dif 
Bedingungen 

L  +  B^M+  (7ii\^==0,       J),M+c^N^  1 

erfallt  sein,  und  wenn  sie  ausserdem  der  zweiten  Geraden  parallel 
liegen  soll,  so  gehört  dazu 

L  +  B^M-^-  C^N^O. 

Aus    diesen    drei   Gleichungen    ergeben    sich   für    die  unbekannten 

X,  3f,  N  die  Werte: 

^  ^  B^t\,—  B^Ci 


M^  _- 


,V^  -(A-5,) 


10 


l>i  {c,  -  C,)  -  c,  {B,  -  B,y 

durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  erhält  man  aus  Nr,  10) 

{B^C,  -  B^C,)x  +  {C,  -  C,)y  -  (fi,  -  B,)t 
l  -  &.  {C,  -  C,)  -  c,  (B,  -  B,) 

als  Gleichung  der  verlangten  Ebene. 

y.  Ebene  durch  einen  Punkt  parallel  zwei  Geraden. 
Bezeichnen  wir  die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes  mit  /",  <7,  ^• 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden  und  der  gesuchten  Ebene 
wie  vorhin,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  -der  Unbekannten  1-^ 
M^  N  die  Gleichungen: 
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Lf+Mg  +  Nh^l, 

Die  Ermittelung  von  7>,  3/,  N  bietet  hiemach  keine  Schwierigkeit 
und  mag  unterbleiben,  weil  sich  die  Rechnung  eleganter  auf  fol- 
gende Weise  fuhren  lässt.  Wir  ziehen  die  Bedingungsgleichung  von 
der  Gleichung  der  Ebene  ab,  dividieren  mit  L  und  setzen  zur  Ab- 
küming  j^  ^r 

L  '       L       ^' 

die  Glei6hang  der  Ebene  lautet  dann 

12)  x-f+P(y-ff)  +  Q{e-h)^0. 

Die  übrigen  Bedingnngsgleichungen  dividieren  wir  gleichfalls  durch 
L  und  haben  dann  zur  Bestimmung  von  P  und  Q  die  Gleichungen 

l+B^P+C^Q-O, 
ans  denen  sich  die  Werte  ergeben 


jBj  Cg  —  B^Ci  B^  Cg  —  B^  Ci 

Durch  Substitution  derselben  in  Nr.  12)  erhalten  wir  nach  Weg- 
schaffang der  Brüche 

13)  (B,  C,-B,  CJ (x-f)  +  {C,-  C,){y-g)  - (B,- B^) {z-h) -0 

als  G-leichung  der  verlangten  Ebene. 

§15. 
Senkrechte  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene. 

Wenn  eine  Ebene,  deren  Gleichung 

1)  Ax+By  +  Cz^D 

heissen  möge,  normal  zu  einer  durch  die  Gleichungen 

2)  y-^B^x  +  \,      z^C^x  +  c^ 

bestimmten  Geraden  liegen  soll,  so  müssen  die  Stellungswinkel  der 
Ebene,  d.  h.  die  Winkel  a,  /?,  y  der  Reihe  nach  dieselben  sein,  wie 
die  Richtungswinkel  a^,  ß^^  y^  der  Geraden.  Demgemäss  gelten 
für  die  genannte  Lage  die  Bedingungen 

3)  cos  a  —  cos  «1 ,       cosß  '^  cos  ß^ ,       cosy  ^  cos  y^ 
oder 
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4) 


^1 


B ^  ___?i__ 

yA^~+  B^ + c^  ^  }/r+  B^^  +  c/ 

c  c, 


Da  schon  zwei  Biohtungswinkel  hinreichen,  um  die  Lage  einer  Ge- 
raden zu  bestimmen,  so  ist  jede  der  drei  vorstehenden  Gleichungen 
eine  Folge  der  beiden  übrigen,  und  eben  deshalb  braucht  man  nur 
zwei  derselben  beizubehalten.  Dies  geschieht  am  einfachsten,  wenn 
man  die  zweite  und  dritte  Gleichung  durch  die  erste  dividiert;  es 
wird  dann 

6)  *-B„       «-C„ 

Und  in  der  That  zeigt  sich,   dass  die  Gleichungen  4)  erftOlt  sind^ 

B  ^        C 

wenn  i?i  =  —  und   ^i  —    y  gesetzt  wird. 

Die  erste  der  Gleichungen  5)  ist,  wie  man  leicht  findet,  die  Be- 
dingung dafür,  dass  die  beiden  in  der  or^- Ebene  liegenden  Geraden 

Äx  +  By  =  IJ    und   y  '^  B^x  +  h^ 

aufeinander  senkrecht  stehen;  ebenso  bedingt  die  zweite  Gleichung 
in  Nt.  5)  die  gegenseitige  senkrechte  Lage  der  Geraden 

Äx  -{•  Ce  -^  D   und   e  ^  C^x  +  c^^ 

man  kommt  also  auf  den  bekannten  Satz  der  deskriptiven  Geometrie 
zurück,  dass  eine  Gerade  normal  zu  einer  Ebene  ist,  sobald  zwei 
ihrer  Projektionen  senkrecht  sind  zu  den  gleichnamigen  Spuren  der 
Ebene. 

Hieran  knüpfen  sich  folgende  zwei  Aufgaben. 

a.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Normalehene 
zu  einer  gegebenen  Geraden  zu  legen.  Die  Koordinaten  des 
gegebenen  Punktes  mögen  f,  g^  h^  die  Gleichungen  der  gegebenen 
Geraden 

6)  y  — -öiiF  +  ^i,      j?  — Ciir  +  Cj 

sein,  und  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  heisse        "^^ 

Äx  +  By  +  Cz  '^  2>. 
Da  letztere  durch  den  Punkt  fgh  gehen  soll,  so  hat  man  erstlich 
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und  durch  Subtraktion   dieser  Gleichung  von  der  vorigen  ergiebt 
sich  nach  Division  mit  A 


7) 


x-f+  ;^  (y-J7)  + j(^-A)-0. 


Dies  ist  immer  noch  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  nur  mit 
Einrechnung  der  ersten  angegebenen  Bedingung.  Zufolge  der 
Gleichungen  5)  hat  man  nun 

8)  .x-f+B,{y-g)  +  6\  {e  -  Ä)  -  0 

als  Gleichung  der  gesuchten  Normalebene. 

Die  hiermit  bestimmte  Ebene  schneidet  die  gegebene  Gerade 
in  einem  Punkte,  dessen  Koordinaten  Xq^  ^q,  Zq  sich  mittels  der 
Bemerkung  finden  lassen,  dass  sie  den  Gleichungen  6)  und  8) 
gleichzeitig  genügen  müssen,  weil  der  Punkt  nc^y^ZQ  sowohl  der  Ge- 
raden als  der  Ebene  angehört.     Aus  den  drei  Gleichungen 

^0-  /•+  ^1  (^0-  ^)  +  ^1  («0-  Ä)  -  0 
erhält  man  ohne  Mühe: 


9) 


1  +  B*+  C\* 
f  +  B,(^  -  \)  +  C,ih 


0,) 


+  fti, 


+  Cn 


l+B*+C* 

oder  auch,  wenn  die  Zeichen 

f  F  -  J5,  (J5, /•  +  b,  -  <;)  +  Cj  (C, /•  +  ci  -  i,), 
10)       ö  -  C[J5,  (c,  -  Ä)  -  C,  (b,  -  g)\  -{BJ+b,-  g\ 
I  H-  B  [C,  (h,  -g)-B,  (c,  -  Ä)]  -  {C,f+  c,-h) 

zur  Abkürzung  eingeführt  werden: 

^0-/       14.5^«+ d*' 

G 


11) 


h  — 


1  +  B*+  C* 
H 


1  +  B*+C* 

Die  Formeln  10)  und  11)  stimmen  ttberein  mit  Nr.  8)  und  12)  des 
§  9;  in  der  That  ist  auch  der  Funkt  x^y^z^^  nichts  anderes  als  der 
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Fusspunkt  des  Perpendikels  vom  Punkte  fgh  auf  die  gegebene  Ge- 
rade. Ebenso  würde  die  Entfernung  der  Punkte  ^Qt/Q^y  und  fgl 
den  bereits  in  §  9  berechneten  Abstand  des  Punktes  von  der  Ge- 
raden darstellen. 

ß.  Senkrechte  von  einem  Punkte  auf  eine  Ebene.  Die 
gegebene  Ebene  sei  durch  die  Gleichung 

12)  Ax  +  By  +  Cz  «  2), 

der  gegebene  Punkt  durch  die  Koordinaten  /*,  g^  h  bestinunt  und 
durch  ihn  werde  senkrecht  zu  jener  Ebene  eine  Gerade  gelegt^ 
deren  Gleichungen  wir  mit 

y^B^x  +  h^,       z^C^x  +  c^ 
bezeichnen.     Die  Bedingung,   dass   diese  Gerade   durch  den  Punkt 
fgh  gehen  soll,  liefert  die  Gleichungen 

g^BJ+b,,       h^CJ+c,, 

durch  deren  Einführung  die  vorigen  Gleichungen  übergehen  in 

y^g^B,{x^f),       z-h^C,{x^  f). 

Die  noch  übrigen  Unbekannten  B^  und  G^  bestimmen  sich  aus  Nr.  5/ 
und  daher  sind  die  gesuchten  Gleichungen 

13)  y  _  <,  =  |.  (^  _  ^),      ^  _  Ä  =  ^  (^  _  ;.) 

oder  symmetrischer 

.  x-f       y-g       z -h 

14)  -— =       -     «-^. 

Die  hiermit  bestimmte  Gerade  schneidet  die  gegebene  Ebene 
in  einem  Punkte,  dem  Fusspnnkte  des  von  fgh  auf  die  Ebene  herab- 
gelassenen Perpendikels,  dessen  Koordinaten  x^^y^,  e^  heissen  mSgen. 
Zufolge  der  Bemerkung,  dass  Xj,  y^y  e^  den  Gleichungen  12)  nnd 
13)  gleichzeitig  genügen  müssen,  hat  man 

Ax^  +  i?f/,  +  C«,  =  D, 

^1  -  ^  -  jf  (^1  - /■).       h-h—j^ix^-  f) 

und  findet  hieraus: 

D  -  {Af  +  Bg -\- Gh) 


15) 


^>     ^  +  ^         A*+B*+C* 
,  ^h4.C  J>-{M+Bg  +  Ch) 
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Um  endlich  die  Entfernung  der  Punkte  fgh  und  x^y^z^^  d.  h. 
den  Abstand  des  Punktes  fgh  von  der  Ebene  zu  bestimmen,  haben 
wir,  wenn  q  die  gesuchte  Grösse  bezeichnet: 


i  =  V{x,  -  ff  +  (y,  -  gf  +  (z,  -  hy 

und  nach  Substitution  der  Werte  von  x^^  y^^  z^: 
,.x  Äf+Bg  +  Ch-D 

in  Übereinstimmung  mit  §  11,  Nr.  5. 

y.  Die  Formel  für  7  bestimmt  auch  den  gegenseitigen  Ab- 
stand einer  Ebene  und  einer  ihr  parallelen  Geraden.  Sind 
nämlich  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden 

17)  y^B'x  +  b\       z^C^x  +  c\ 
worin  B'  und  C'  der  Bedingung 

18)  Ä  +  BB'+CC'-^O 

genügen  müssen,  so  hat  man  nur  festzusetzen,  dass  der  Punkt  fgh 
anf  der  gegebenen  Geraden  liegt,  dass  also  die  Gleichungen 

19)  g^B'f+b\       h^C'f+c' 

stattfinden.  Die  Entfernung  q  des  Punktes  fgh  von  der  Ebene  ist 
dann  einerlei  mit  dem  Abstände  der  Geraden  von  der  Ebene,  mit- 
hin nach  Nr.  16)  und  19) 

D"  [(Ä  +  BB'+CC')f+Bl/+Cc'] 
q  = 5^^^ j— ====== 

Vä^  +  B^+C^ 
und  mit  Bücksicht  auf  Nr.  18) 

Die  Vorzeichen  von  q  befolgen  selbstverständlich  dieselbe  Regel  wie 
in  Nr.  16). 

§  16. 
Beliebige  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene« 

Eine  Ebene,  deren  Gleichung 

1)  Ax  +  By+Cz^D 
sein  möge,  hat  mit  einer  durch  die  Gleichungen 

2)  y^B^x  +  b^^       z^CiX  +  (^ 

Fort  «.  Sohlömiloh.  «.ual.  Oaom.  IL  6 
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bestimmten  Geraden  im  allgemeinen  einen  Punkt  gidmein,  nftmlicb 
den  Durchschnitt  beider  Gebilde.  Die  Koordinaten  Xq^  y^^  Zq  des- 
selben ergeben  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  sie  den'  Gleichungen  l) 
und  2)  zusammen  genügen  müssen,  dass  also  gleichzeitig 

Äx^+  Bij^+  Cz^^  D, 

sein  muss;  hiemach  findet  man  ohne  Mühe 

Bby  +  Cq  -  D 


3) 


x^-^  — 


^  %  = 


^0  = 


Ä  +  BB^+  CC^ 
A\  +  g(fi^  -  B^c^)  +  BB, 
A  +  BB^+  CC\ 


Ä  +  BB^  +  CC^ 
Im  allgemeinen  sind  diese  Ausdrücke  endliche  Grössen,  sie  können 
aber  unter  umständen  unendlich  oder  unbestimmt  werden.  Ist 
erstens  der  gemeinschaftliche  Nenner  der  Brüche  gleich  Null,  ohne 
dass  einer  der  Zähler  verschwindet,  so  wird  jede  der  Koordinaten 
Xq,  ^q,  Zq  unendlich  gross;  die  Gerade  hat  dann  mit  der  Ebene  einen 
unendlich  entfernten  Punkt  gemein,  d.  h.  sie  ist  ihr  parallel  (^1. 
§  14).   Verschwinden  der  Nenner  und  alle  Zähler  der  vorigen  Brüche 

gleichzeitig,  so  erhalten  Xq^  i/q,  g^  die  unbestinmiten  Werte  —^  d.h. 

jeder  Punkt  der  Geraden  ist  ein  Punkt  der  Ebene  (vgl.  §  13). 
Um  femer  den  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die  Ebene 

zu  bestimmen,   denken  wir  uns  im  Durchschnittspunkte  Pq  beider 

Gebilde  eine  Normale  F^T  anf 
der  Ebene  errichtet  (Fig.  24); 
der  Neigungswinkel  BP^S^  wel- 
cher c)  heissen  möge,  ist  dann  das 
Komplement  des  Winkels  S^^T 
zwischen  der  Geraden  und  der 
Normalen,  also  sin  co  »  cos  SP^T. 
Wegen  B^TIJOD  kann  LSV^^ 
'j[  als  der  Winkel  zwischen  OD  und 
PqS  betrachtet  werden  und  dieser 
lässt    sich    aus    den    Stellnngs- 

winkeln  a,  j3,  y  der  Ebene  und  den  Richtungswinkeln  a^,  ß^^  fi 

der  Geraden  herleiten.     Es  ist  nämlich 


Fig.  24. 
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cosa  ^ 


cosß  •= 


cosy^ 


B 

c 


Y^A^B*+C' 


)         cos  flfj  = 


>         C08ß^  = 


cosy^ 


vr+Bj+ä} 

B, 

yi-\-B^*+c* 


sinm  =  cos SP^T  =  cosu  co8a^-\-  cosß  cosßi  +  cosy  cosyi, 
mithin  durch  Snbstitation  der  vorigen  Cosinuswerte 

Ä  +  BB^+CCl 


4) 


stnta  = 


Far  den  speziellen  Fall  Ä  +  BBi+  CC^^^O  wird  ck)»«0,  und  dann 
liegt  die  Gerade  entweder  parallel  zur  Ebene  oder  ganz  in  letzterer. 

»  90^\  mithin  steht  dann 


B  C 

Ist  B^  =  -T-»  C^  —    j  '  so  findet  sich  w 


die  Gerade  senkrecht  auf  der  Ebene.     Damit  bestätigen  sich  die 
frülier  auf  anderem  Wege  entwickelten  Resultate. 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass  die  Formeln  3)  und  4)  sym- 
metrischer werden,  sobald  man  sich  vorstellt,  dass  die  Gerade  durch 
einen  gegebenen  Punkt  a^b'c^  geht  und  dass  ihre  Richtung  durch 
drei  Konstanten  Ä\  B\  C'  bestimmt  wird,  die  sich  wie  die  Cosinus 
der  Richtungswinkel  a^,  ß^^  y^  verhalten.  Nach  §  6  sind  dann 
die  Gleichungen  der  Geraden 

5)  ^  y  ^ 


X  —  a 


B' 


C 


mithin  ist  durch  Vergleich  mit  Nr.  2) 

^1- 


C        ^' 


A' 


und  zufolge  dieser  Werte  erhält  man: 


6) 


Vo 


e, 


.,  .    J  -  (.Aa'  +  Bh'  +  Cii)  , 

~     "^      ÄJ!  +  BB'+CC'  ' 

,      D  -  {Ad -\- Blf  +  Ci!)  , 

"^  äA!  +  BB'+CC'  ' 
■       D  -  {Ad  +  B}f  +  Cd) 

■*"      AA'+BB'+CC  ' 


6' 
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7)  5m  CO 


>/(^*  +  B^  +  C^)  {A'^+  B'^  +  C'*) 
Ist  gleichzeitig 
ÄA'+  BB^+CC'^0   und   Äa!  +  Bb' -^  Ct^  ^  D, 

so  liegt  die  Oerade  in  der  Ebene;  ist  dagegen 

ÄÄ^+BB'+CC'^O   und    Äa'+Bb'+C(f^D, 

so  liegt  die  Gerade  parallel  zur  Ebene.     Wenn  endlich 

B^        B  ^      &         C 

oder  besser  ^         ^        ^ 

:£       ^  —  ^ 

ist,  so  steht  die  Oerade  senkrecht  auf  der  Ebene. 

§  17. 
•Zwei  Farallelebenen. 

Bereits  in  §  11  haben  wir  von  der  Bemerkung  Gebrauch  g^ 
macht,  dass  parallele  Ebenen  gleiche  oder  um  180^  voneinander 
yerschiedene  Stellungswinkel  haben.     Sind  nun 

1)  Az  +By  +Cz  «D, 

2)  A^x  +  B^y  +  C^z  ^  B^ 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen,  a,  ^,  y  die  Stellungswinkei  der 
ersten,  a^,  j5,,  y^  die  der  zweiten  Ebene,  so  hat  man  als  Be- 
dingung f&r  die  parallele  Lage  beider  Ebenen 

cos  a  :  cos  ß  :  cosy  ^  cos  ct^ :  cos ß^ :  cos y^, 

oder  zufolge  der  bekannten  Werte  dieser  Cosinus: 

3)  AiBiC'^AiiB^iC^. 

Auch  ohne  Rücksicht  auf  die  Stellungswinkel  kann  man  ^ 
diesen  Gleichungen  gelangen,  wenn  man  sich  an  den  Satz  erinnett 
dass  zwei  Ebenen  parallel  liegen,  sobald  ihre  gleichnamigen  Spni^ 
parallel  sind.     Zur  parallelen  Lage  der  o;^- Spuren  { 

Ax  +  By^  D,       A^x  +  B^y  -  D^ 
gehört  nun  die  Bedingung 

A^  ^A       clr     -^  -— • 
B        B^  ilj        B^ 

der  Parallelismus  der  a;je^- Spuren 
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Ax+  Cz^  D,       A^x  +  CiZ  «  Dj 
verlangt  die  weitere  Bedingung 

C  ^  Ci      ^  ®^     A,^  \  ' 

und  diese  führt  mit  der  vorigen  zusammen  auf  die  in  Nr.  3)  ver- 
zeichneten Gleichungen. 

Der  Abstand  e  der  beiden  ParaUelebenen  ist  leicht  aus  den 
Entfernungen  d  und  d^  herzuleiten,  in  welchen  sich  die  Ebenen, 
vom  Eoordinatenanfange  aus  gerechnet,  befinden. 

Werden  D  und  Dj  wieder  positiv  vorausgesetzt,  so  ergiebt 
sich  e  aus 


Ya^+b^+c^  yA^^'\-B^^+c^^ 

zu 

e  «  d  —  f?i ,    oder    c  —  d  +  J^ , 

jenachdem  der  Eoordinatenursprung  ausserhalb  der  von  den  beiden 

Ebenen  begrenzten  Schicht  liegt  oder  innerhalb;  dabei  fällt  e  positiv 

oder  negativ  aus,  jenachdem  die  zweite  Ebene  und  der  Ursprung 

auf  derselben  Seite  der  ersten  liegen  oder  nicht. 

Wir  knüpfen  hieran  die  Aufgabe:  Durch  einen  gegebenen 

Punkt    eine    Ebene    parallel    einer    gegebenen   Ebene    zu 

legen.     Bedeuten  /",  ^,  h  die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes, 

und  ist  femer 

Ax  +  By  +  Cz^D 

die  Gleichung  der  gegebenen,  dagegen 

A,x  +  B,y  +  C,z  ^  D^ 
die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  so  muss  erstens 

AJ^  B,g  +  C,h  ^  D, 

sein.  Indem  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  subtrahiert  und 
nachher  mit  A^  dividiert,  erhalt  man 

und  dies  ist  immer  noch  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  mit 
Einschluss  der  Bedingung,  dass  die  Ebene  den  Punkt  fgh  enthalten 
soll.  Zur  parallelen  Lage  beider  JJbenen  gehört  weiter  die  Be- 
dingung 3)  oder 
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A^^  A'       A^"  A' 

nach  Substitution  dieser  Werte  und  Multiplikation  mit  A  gelangt 
man  zu  der  gesuchten  Gleichung,  nämlich 

4)  Aix-f)  +  B{y^g)  +  C{b  -  ä)  «  0. 

Der  Abstand  dieser  Ebene  von  der  gegebenen  Ebene  ist  einerlei 
mit  der  Entfernung  des  Punktes  fgh  von  der  gegebenen  Ebene. 

§  18. 
Zwei  aufeinander  senkreohte  Ebenen« 

Lässt  man  von  irgend  einem  Punkte  Pj  einer  Ebene  C|  ein 
Perpendikel  j>  auf  eine  andere  Ebene  (t  herab,  so  liegt  p  entweder 
ganz  in  der  Ebene  (ti  oder  schneidet  (ti\  im  ersten  Falle  sind 
beide  Ebenen  zueinander  senkrecht,  im  zweiten  nicht.  Um  dieses 
geometrische  Kennzeichen  analytisch  auszudiücken,  bezeichnen  wir 
die  Gleichungen  der  Ebenen  (t  und  (t^  mit 

1)  Ax  +  By  +Cz  ^  B, 

2)  A,x  +  B,y  +  C,e  ^  I),, 

und  nennen  x^^  «/, ,  e^  die  Koordinaten  eines  in  der  letzteren  Ebene 
liegenden  Punktes  P^,  fttr  welchen  also  die  Gleichung 

3)  A,x,  +  B,y,  +  C,z,^D, 

besteht.    Nach  §  15  Formel  13)  sind  die  Gleichungen  der  von  P^ 
auf  (E  herabgelassenen  Senkrechten 

und  wenn  dieses  Perpendikel  ganz  in  der  Ebene  (ti  liegen  soll,  so 
müssen  nach  §  13  die  Bedingungen 

4)  A,  +  B,^+C,^^  0, 

5)  -B,  (y,  -  §  ^,)  +  C,  (^,  -  f  a;,)  =  D^ 

erföllt  sein.  Von  diesen  Bedingungen  ist  die  zweite  überflüsag, 
weil  sie  aus  Nr.  3)  und  4)  folgt,  wenn  man  die  letztere  Gleichung 
mit  rcj  multipliziert  und  von  der  vorigen  abzieht.  Zu  dem  näm- 
nchen  Resultate  fahrt  auch  die  geometrische  Bemerkung,  dass  p 
mit  (El  bereits  den  'Pwakt  x^y^z^  gemein  hat,  also  nur  noch  parallel 
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mit  (ti  zu  sein  braucht,  um  ganz  in  diese  Ebene  zu  fallen.  Als 
Bedingung  för  die  senkrechte  Lage  zweier  Ebenen  bleibt  daher 
nur  die  eine  Gleichung  5)  oder 

6)  ÄÄ^  +  BJB^  +  CC^  =  0. 

Hieran  knüpfen  sich  folgende  Aufgaben: 

a.  Durch  ^wei  gegebene  Punkte  eine  Normalebene 
zu  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen.  Nennen  wir  /i,  ^j,  7i, , 
/s)  ^2  7  ^  ^^^  Koordinaten  der  gegebenen  Punkte, 

Ax  +  By+  Cz^D 

m 

die  Gleichung  der  gegebenen,  und 

7)  Lx  +  My  +  Nz^l 

die  der  gesuchten  Ebene,  so  haben  wir  erstens,  weil  die  Punkte 
fiffihi  und  f29%\  in  dieser  Ebene  liegen  sollen, 

und  wegen  der  senkrechten  Lage  beider  Ebenen 

ÄL  +  BM+CN=^0. 

Die  letzten  drei  Gleichungen  bestimmen  die  drei  Unbekannten 
L^  M^  N  und  zwar  finden  sich,  wenn  zur  Abkürzung 

(^-C{f,--f,)^Ä{h,-h,), 
H^Ä{g,-g,)-B{f,^f,l 

K^Ä(g,h,-gM  +  ^Qhf2-hfi)  +  Cifig^-f^gi) 
gesetzt  wird,  die  Werte 

X  =  -  ,       M^—i       N===  — 
K  K  K 

Nach  Substitution  derselben  erhält  man  aus  Nr.  7)  als  Gleichung 
der  gesuchten  Ebene 

9)  Fx+Gy  +  Hz--^  K. 

Die  beiden  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  von  wel- 
cher xyz  irgend  ein  Punkt  sein  möge.  Weil  nun  dieser  Punkt 
beiden  Ebenen  gleichzeitig  angehört,  so  müssen  seine  Koordinaten 
die  Gleichungen  beider  Ebenen  befriedigen,  und  daher  kann  man 
sagen,  dass  die  Gleichungen 


8) 


j  4x  +  B«/  +  C2  =  D, 


Fx-\-  Gy  +  Ez=K 


f 
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zusammengenommen  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  beider 
Ebenen  sind.  Die  Gleichungen  der  Horizontal  -  und  Vertikalprojektion 
des  Durchschnittes  finden  sich,  wenn  man  aus  den  Gleichungen  10) 
einmal  z^  das  andere  Mal  y  eliminiert;  sie  lauten: 

I  {CF  -  AH)x  +  {CG  -  BE)y  ^  CK  -  BH, 
^       \\bF-AG)x  +  {BH-'CG)z  ^BK-BG, 
Auch  die  Eichtungswinkel  dieser  Geraden  sind  nach  den  For- 
meln 7)  in  §  6  leicht  zu  bestimmen,  sobald  man  den  Gleichungen  ll) 
die  gewöhnliche  Form  der  Gleichungen  einer  Geraden  erteilt 

ß^    Durch    eine    gegebene    Gerade    eine   Normalebene 

zu   einer   gegebenen  Ebene   zu   legen.     Die  Gleichungen  der 

gegebenen  Ebene,   der  Geraden  und   der  gesuchten  Ebene  mögen 

der  Reihe  nach  sein 

Ax  +  By  +  Cz'^  2), 

y^B^x  +  h^,       ü'^C^x  +  c^, 

12)  Lx  +  My  +  Nz=l, 

Da  letztere  Ebene  die  Gerade  enthalten  soll,  so  müssen  zunftchst 
die  Gleichungen 

L  +  B^M+C^N^O,       b^M+c^N'^  1 
stattfinden;   hierzu  kommt  als  Bedingungsgleichung  fax  die  senk- 
rechte Lage  beider  Ebenen 

AL  +  BM+  CN^O. 
Die  letzten  drei  Gleichungen  bestimmen  die  Werte  von  X,  M^  y, 
und  nach  Substitution  derselben  in  Nr.  12)  ergiebt  sich: 
I  {BC,  -  5,C)rc  -  {AC,  -  C)y  +  {AB,  -  B)z 
^      \  =  (AB,  -B)c,-  (AC,  -  C)  h,. 

Den  Durchschnitt  dieser  und  der  gegebenen  Ebene  kann  man 
auf  gleiche  Weise  wie  vorhin  ermitteln;  man  erhält  dann  die  Glei- 
chungen der  rechtwinkligen  Projektion  einer  Geraden  auf  eine 
Ebene  im  Baume. 

y.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  zu  legen, 

die    einer    bestimmten    Geraden    parallel    und    senkrecht 

zu   einer  vorgeschriebenen  Ebene   ist.     Die  Koordinaten  des 

gegebenen   Punktes   mögen   /",  </,  h  heissen,   die  Gleichungen  der 

Geraden  und  der  Ebene  seien 

y  =  B^x  +  &!,       z^  C^x  +  Cj, 

Ax  +  By-i-  Cz  =  D, 
endlich  bezeichne 
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14)  Lx  +  My  +  Nz  =  1 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene.  Dass  letztere  den  Punkt  fgh 
enthalten  soll,  wird  ausgedrückt  durch  die  Bedingungsgleichung 

Lf+Mg  +  Nh=  1; 
wir  ziehen  dieselbe  von  Nr.  14)  ab,   dividieren  mit  X,  setzen  zur 
Abl^ung  M       ^        N       ^ 

und  haben  dann 

15)  x^f+p(y-g)^Q(^^h)^  0. 

Die  Bedingungen,  dass  die  gesuchte  Ebene  senkrecht  zur  gegebenen 
Ebene  und  parallel  zur  gegebenen  Geraden  sein  soll,  liefern  noch 
die  Gleichungen 

ÄL  +  BM+  CN^O,       L  +  B^M+C^N==0, 

die  wir  gleichfalls  durch  L  dividieren.     Wir  haben  jetzt 

BP+CQ^-  A,       B,P+C,Q  =  -1; 

hieraus  finden  sich  die  Werte  von  P  und  Q^  nach  deren  Substi- 
tution in  Nr.  16)  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  zum  Vor- 
schein kommt,  nämlich 

16)  iBC,-B^C){x^f)^{ÄC,^C){y-g)+{ÄB,-B)(z-h)=0. 

Der  Durchschnitt  der  neuen  und  der  gegebenen  Ebene  kann 
wie  bei  den  vorigen  Aufgaben  bestimmt  werden. 

§  19. 
Ebenen  in  beliebigen  Lagen. 

Irgend  zwei,  durch  die  Gleichungen 

1)  Äx  +By  +Cz  ^B, 

2)  A^x  +  B^y  +  C^z  ^  B^ 

repräsentierte  Ebenen  haben  im  allgemeinen  einen  geradlinigen 
Durchschnitt,  für  dessen  Punkte  jede  der  obigen  Gleichungen  gut; 
versteht  man  demnach  unter  x^  y,  z  in  beiden  Gleichungen  die 
Koordinaten  eines  und  desselben  Punktes,  so  sind  jene  Gleichungen 
die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  selber.  Die  Gleichungen 
ihrer  Projektionen  auf  die  Ebenen  xy  und  xz  finden  sich  hieraus, 
indem  man  einmal  z^  das  andere  Mal  y  eliminiert;  sie  lauten 

(  {AC^  -A,C)x-\-  {BC,  -  B,  C)y  =  BC^  -  B.C, 
'      l  (ÄB^-  A^B)x  +  {CB^  -C^B)g  =  BBi-D^B. 
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Dasselbe  Eesultat  kann  man  auch  aus  der  geometrischen  Bemerbing 
herleiten,  dass  die  Spuren  der  Durchschnittslinie  die  Durchschnitte 
von  den  gleichnamigen  Spuren  beider  Ebenen  sein  müssen. 

Die  Richtungswinkel  der  Geraden  3)  findet  man  nach  den 
Formeln  des  §  6 ,  wenn  man  den  Gleichungen  3)  die.  gewöhnliche 
Form  der  Gleichungen  einer  Geraden  erteilt. 

Was  endlich  den  Neigungswinkel  S  der  Ebenen  gegeneinander 
anbelangt,  so  ist  derselbe  identisch  mit  dem  Winkel  zwischen  dei 
beiden  Senkrechten  d  und  df, ,  welche  vom  Eoordinatenan&nge  auf 
die  Ebenen  herabgelassen  werden  können.  Nach  den  Formeln  13) 
in  §  10  kennt  man  die  Richtungswinkel  a,  j3,  y  von  d  (die  Stel- 
lungswinkel der  ersten  Ebene),  auf  gleiche  Weise  erhält  man  die 
Richtungswinkel  «j,  |3j,  y,  von  ef, ,  und  daher  ist 

cos  S  ^  cosa  cos  cf  j  +  cos  ß  cos  ßi  +  cos  y  cos  y^ 
oder  nach  Substitution  der  bekannten  Werte  von  cosa^  cosa^  u.s.w. 

Im  speziellen  Falle  AÄi+  BBi+  CCj^'^  0  wird  8  =»  90  ■. 
und  dann  stehen  die  Ebenen  aufeinander  senkrecht;  ist  da^geo 
Ä:Ä^^  B:  B^^CiCi^  so  wird  0  =  0,  und  dann  liegen  die  Ebenen 
parallel.     Damit  kommt  man  auf  frühere  Resultate  zurück. 

Noch  wollen  wir  kurz  die  verschiedenen  gegenseitigen  Lagen 
von  drei  Ebenen  erörtern;  letztere  mögen  kurz  (Ej,  (E^)  ^s  ^^^^ 
und  durcb  die  Gleichungen 

(  A,x  +  B^tj  +  C^z  ^  I)^, 
5)  A^x  +  B^y  +  Cj£f  -  D^, 

I  A^x  +  B^y  +  C^z  -  Ds, 

gegeben  sein.  Im  allgemeinen  schneidet  jede  dieser  Ebenen  die 
beiden  anderen  und  es  bezeichne  g^  den  Durchschnitt  von  C^  nnd 
^8)  ffi  ^^^  ^^^  ^1  ^^^  ^S)  endlich  g^  den  von  4^  und  S^;  die 
Gleichungen  dieser  drei  Geraden  sind: 

.      j  (^C,-4,C,)x  +  (B,C3-J5,(7,)y-.2),a,-i),C,J,  . 

.     I  {A,C^-  Ä^C:)x  +  {B,C,-B^C,)y^J),C^-DM  u, 
>     \  (^1 J5,-  A^B^x  +  (C, B^ -  C^B^ z  => D^ B^-B^B^  \  ^' 
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Ferner  schneiden  sich  diese  drei  Geraden,  wie  die  'Ebenen  selbst, 
in  einem  Punkte  ^q^o^O)  dessen  Koordinaten  allen  vorhandenen 
Gleichungen  genügen;  man  findet  hieraus: 


9) 


^0 


A,{B^C,-B,C,)  +  A,{B,C,-B^C,)  +  Ä,{B^C,-B,C,) 

^«"  B,  (C,  A,  -  C,  A, )  +  /.',  (C,  A^  -  C,  A,)  +  B,  (C,  A^  -  C,  A,) 
n,  {A^  B,-A,  B,)  +T),  (A,  5,  -A^  B,)  +  i),  (^,  B,-A,  B,) 


'o 


C,iA,B,-A^B,)+C\{A^B-A,B,)  +  C\{A^B,-A,B^) 

Die  Nenner  dieser  Brüche  sind  identisch  und  nur  in  drei  verschie- 
denen Formen  dargestellt  worden,  um  den  symmetrischen  Bau  der 
Gleichungen  hervortreten  zu  lassen;  zur  Abkürzung  stellen  wir  die 
letzteren  Formeln  in  folgender  Weise  dar: 

Ausser   dem  besprochenen  allgemeinen  Falle'  können  nun  fol- 
gende vier  spezielle  Fälle  vorkommen. 

Sind  alle  drei  Ebenen  parallel,  so  hat  man 

Ai'.  B^:  (\  «=  A^ :  B^ :  C^  =  A^  :  -Bj :  Cj, 
folguch 

^^  =  ^2_        :?3       ^        '^i  «s  ^» 

oder  '^'        ^'^'       ^'  '  ^'  '       ^*       '^' 

11)    B,C,-  B^C,=  B,C,  -  B,C,^B,C^-B,C,~0; 

in  diesem  Falle  verschwindet  der  gemeinschaftliche  Nenner  N  und 
es  wird  3*^—  oc,  yQ=  co,  Zq=  oo. 

Sind  nur  zwei  Ebenen  parallel,  etwa  (Ej  ||  ^2)  ^^  erhalten  die 
Quotienten  ABC 

aI'    b]'    "c; 

einen  gemeinschaftlichen  Wert,  den  wir  x  nennen  wollen.  Die 
Substitution  -42=x^i,  Jf?g=x-Bi,  Cj^xCj  verwandelt  die  Glei- 
chungen für  ffi  in  die  folgenden: 

(ii.Ca  -  A,C,)x  +  (B,C,-  ßjC,)^  =  ^  D,C,- D,C„ 

X 

{A^B^-A^B,)x  +  (C,5,-  C,B,)z  ~  ^  D,B,- B.B,; 

ihr  Vergleich  mit  den  für  g^  geltenden  *  Gleichungen  zeigt,  dass  (E, 
Tind  d^  von  (E3  in  den  parallelen  Geraden  g^  und  g^  geschnitten 
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werden.      Mitteh    derselben   Substitution   ergiebt   sich  gleichzeitig 
JV^  =  0,  also  Xq  «=  qo,  2/q  «  oo,  Zq  -«  oo. 

Ist  nur  iV— 0,  ohne  dass  irgend  zwei  der  drei  Ebenen  parallel 
liegen,  so  finden  gleichzeitig  die  folgenden  Beziehungen  statt: 


12) 


13) 


-^2^8""  ^8^2  ^8^1  "  -^1^8  -^1^2  ~~  -^2^1 

Ä^B^-A^B^      Ä,B,  -  A,B^      A,B,-A,B, 


i?2  Oj  —  -B3  Og       ^3  Oj  —  ^1 C3       5j  Cg  —  jBg  (7| 

man  erkennt  hieraus,  dass  sich  die  Ebenen  in  drei  parallelen  Ge- 
raden schneiden;  zugleich  ist  ir^^«  oc,  2/0=  Q^*,  jT^«  oo. 

Wenn  kein  Paar  der  Ebenen  parallel  liegt,  wenn  femer  ^««0 
ist  und  einer  der  Zähler  Aq^  J?q,  (7q,  etwa  A^  verschwindet,  so 
gelten  erstens  wieder  die  Gleichungen  12)  und  13);  aus  der  Glei- 
chung Aq*^  0  folgt  weiter 

V        D2  C3  --  2)3  Gg  ^  D3  fi  —  Z>2  C\  __  A^2^^1j^^ 

-^2  ^8  ~~  -^8  ^2       -^8  ^1  —  -^1  ^8        -^1  ^2  "~  -^2  ^1 
und  wenn  man  diese  Beziehungen  durch  die  Gleichungen  12  j  und 
13)  dividiert: 

•^2  ^3         -^8  ^2  -^3     1  -^1  ^8  "^l  ^2         -^  ^1 

A^B^-Aß^       A^B,--  A.B^'^  A.B^--  A^B,' 

d.  h.  nach  gehöriger  Keduktion  J?^  ■=  0  und  Cq  «=  0.  Schreibt  man 
endlich  statt  der  ersten  Gleichung  Aq^  0: 

15)         ^2^S~  A-^2  ^  2>3^i  —  i>i^8  ^  A^2"~  -^2^1^ 
^2  -^3  ~"  ^8  ^2  ^8  ^1  ~~  ^1  -^8  ^1  -^^2  "~  ^2  -^1 

so  erkennt  man  aus  Nr.  12)  und  Nr  14)  die  Identität  der  Jcy-Pro- 
jektionen  von  ^7^,  ^g,  //3,  sowie  aus  Nr.  13)  und  Nr.  15)  die  Identität 
der  aj£?- Projektionen  dieser  Geraden.  Hieraus  zusammen  folgt,  dass 
sich  für  aV— »0  und  -4(,=  0  die  drei  Ebenen  in  einer  und  derselben 
Geraden  schneiden;  zugleich  erhalten  Xq,  2/0?  ^0  ^^^  unbestimmten 

Wert  -  >  welcher  sich  im  vorliegenden  Falle  durch  die  Bemer- 
kung erklärt,  dass  jeder  beliebige  Punkt  der  gemeinschaftlichen 
Durchschnittslinie  der  Ebenen  als  ein  Durchschnittspunkt  der  letz- 
teren gelten  kann. 


i 
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Das  Kennzeichen  daför,  dass  drei  Ebenen  eine  gemeinsame 
Oerade  enthalten,  kann  auch  noch  in  anderer,  für  Anwendungen 
besonders  geeigneter  Weise  erhalten  werden.     Sind 

die  Gleichungen  zweier  gegebenen  Ebenen,  so  ist 

16)  T=\T^  +  }^T^^O 

die  Gleichung  einer  neuen  Ebene;  setzt  man  in  derselben  die  Ko- 
ordinaten eines  Punktes  ein,  der  auf  beiden  gegebenen  Ebenen  liegt, 
so  verschwinden  T^  und  Tg  einzeln,  folglich  auch  T.  Daher  folgt, 
dass  die  Ebene  T  =»  0  die  Gerade  der  Ebenen  2\«0  und  Tg— 0 
enthält  (vergl.  §  16,  Nr.  7).  Das  VerhSltnis  A^iAg  kann  man  so 
wählen,  dass  die  Ebene  T==0  durch  irgend  einen  gegebenen  Punkt  P' 
geht.     Denn  soll  P'  auf  T=0  liegen,  so  muss 

17)  XiT\+AgT'g  =  0 

sein,  wenn  man  mit  T\  und  T\  die  Werte  bezeichnet,  welche  die 
Funktionen  T^  und  Tg  far  die  Koordinaten  a/,  y,  s!  des  Punktes  P 
annehmen.     Aus  Nr.  17)  folgt: 

Ij :  Ag  «  T  g  :  —  T  1 , 
und  daher 

18)  T'g  .  Ti  -  T\  .  Tg  «  0 

als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene.     Unter  der  Form 

AiT,  +  AgTg=0 

ist  somit  die  Gleichung  jeder  Ebene  begriffen,  welche  die  Schnitt- 
linie von  Ti  «  0  und  Tg  —  0  enthält. 
Haben  die  Ebenen 

^o--0,       Ti  =  0,       Tg="0 

eine   gemeinsame  Gerade,   so   besteht   also   für   gewisse  Zahlen  A^ 

und  Ag  die  Identität 

Tq^  AjTi  +  AgTg; 

multipliziert  man  mit  einer  willkürlichen  Zahl  Xq  und  ersetzt  %qX^ 
und  x^Ag  durch  —  x^  und  —  Xg,  so  erhält  man  die  Identität  in 
der  zweckmässigeren  Fqpu 

19)  XoTo+XjTi  +  XgTg-O. 

Umgekehrt:  Wenn  sich  drei  Zahlen  Xq,  X|,  Xg  finden  lassen,  mit 
deren  Hilfe   sich  die  Identität  19)   ergiebt,   so  haben  die  Ebenen 
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Tq»=  0,  Ti  =  0,  Tg  «  0  eine  gemeinsame  Oerade.  Denn  ans 
Nr.  19)  folgt: 

und  dies  stimmt  mit  Nr.  16)  überein,  wenn  man  dort  T,  Ap  l^ 
durch  Tq  ,  —  >t^ :  Xq  ,  —  Xg :  Xq  ersetzt. 

Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  beweist  man  folgende  Sätze: 
Sind  ^1  =»  0,  ^i^  0,  Tj^  0  die  Gleichungen  dreier  Ebenen,  die 
einen  gemeinsamen  Punkt  haben,  so  ist 

20)  T^i-.l,T,+  X^T,  +  k^T^^O 

die  Gleichung  einer  denselben  Punkt  enthaltenden  Ebene.  Und 
umgekehrt:  Wenn  sich  vier  nicht  sämtlich  verschwindende  ZaUen 
Xq,  Xj,  Xg,  X3  angeben  lassen,  für  welche  die  Identität 

21)  X0T0+  x^r,  +  X2T2+  X3T3II-  0 

besteht,  so  haben  die  Ebenen  einen  Punkt  gemein.  Denn  für  die 
Koordinaten  des  Punktes,  den  T^ « 0,  ^2=0,  T^'^O  gemein 
haben,  verschwinden  T^,  T^  und  T^  einzeln,  folglich  verschwindet 
auch  jTq. 

Beispiele.  I.  Sind  Ty«0,  ^i «  0,  T^  —  0  die  Nonnal- 
gleichungen  der  Seiten  einer  dreiseitigen  Ecke,  innerhalb  deren  der 
Anfangspunkt  liegt,  so  sind  die  Gleichungen  der  Halbierungsebenen 
der  Flächenwinkel  der  Ecke 

Da  nun  die  Summe 

«0+  «1  +  «» =  (2*1  -  T-,)  +  (T,-  T,)  +  (r,-  r,) 

identisch  verschwindet,   so  folgt:  Die  Ebenen,  welche  die  Winkel 
einer  dreiseitigen  Ecke  halbieren,  haben  eine  gemeinsame  Gerade. 
Sind  femer 

To-0,       2\==0,       Tg^O,       T3-O 

die  Gleichungen  der  Ebenen  eines  Tetraeders  in  Normalfonn,  nnd 
wird   der  Anfangspunkt   im  Innern   des   Tetraeders   vorausgeseüt, 

8/28  ^  ^2         ^3  *■  ^J        '*'80  ^  ^8  "^  2q  — •  0 

die  Gleichungen  der  Ebenen,  welche  die  an  zwei  Paar  Gegenkanten 
(den-Seiten  eines  unebenen  Vierecks)  liegenden  Flächenwinkel  hal- 
bieren.    Da  nun  die  Summe 
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identisch  verschwindet,  so  folgt,  dass  diese  vier  Halbierungsebenen 
einen  gemeinsamen  Punkt  haben.  Durch  denselben  gehen  auch 
die  Halbiemngsebenen 

da  dieselben  die  Schnittlinien  von  Q^qi  ■»  0,  9^12  "^0,  bez.  von 
^12— ^j  9'28**^  enthalten.  Daher  folgt:  Die  Ebenen,  welche 
die  Flächenwinkel  eines  Tetraeders  halbieren,  haben  einen  gemein- 
samen Punkt. 

n.   Die   Strecke   d^g?    welche   die  Punkte  Xy^y^z^   und  x^y^z^ 
verbindet,  hat  die  Bichtnngscosinus 


X9  —  X,  ^        Vo  —  V|  z^  —  z. 

Clia  Cl«4  0>t<* 


'12  »*ia  »*i2 

eine  zu  d^^  normale  Ebene  hat  daher  eine  Gleichung  von  der  Form 

22)  (oTg  —Xy)x  +  (^2  —  yi)y  +  {e^  -  ^,)  ^  —  -D  —  0. 

SoU  diese  Ebene  die  Mitte  von  d^^  enthalten,  so  muss  sie  von  den 
Koordinaten  der  Mitte 

gg  +  xi  y%  +  yi      ^     ^%  +  h 

^^__,       3,=  --—,       ^-—^ 

erfüllt  werden;  setzt  man  diese  in  22)  ein,  so  erhält  man  eine 
Gleichung,  durch  welche  D  bestinunt  wird.  Indem  man  den  so 
gefundenen  Wert  von  D  in  22)  einfuhrt,  ergiebt  sich  die  Glei- 
chung der  Ebene,  welche  die  Strecke  PiP^  normal  halbiert,  zu 

23)  T^^{j^-x,)x+(y^-y,)y+{,^-Zy)z-  \W-r*)'-0, 

wobei  r^  und  r^  die  Abstände  des  Anfangspunktes  von  F^  und  P| 
bezeichnen. 

Die  Gleichung  23)  kann  man  schreiben: 

24)  T^-rTj-Ti-O, 

wobei  ,  _  ,  10^ 

25)  I  ^i-^i^  +  ^i^Z  +  ^i^-i-V-O» 
^  l  T^  =  x^x  +  y^y  +  z^e-^r^^^O 

die  Gleichungen  der  Ebenen  sind,  welche  die  Strecken  vom  An- 
fangspunkte nach  Py  und  P^  normal  halbieren.  Aus  24)  und  25) 
folgt:  Die  Ebenen,  welche  die  Seiten  eines  Dreiecks  normal  hal- 
bieren, haben  eine  gemeinsame  Gerade. 

Sind   T„«0,   T^  ==  0,    Tg^O,    Tg^O  die  Gleichungen  der 
Ebenen,  welche  die  von  dem  Anfangspunkte  nach  den  Ecken  eines 
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unebenen  Vierecks  gezogenen  Strecken  normal  halbieren,  so  er- 
geben sich  nach  Nr.  23)  die  Gleichungen  der  Ebenen,  welclie  die 
Seiten  des  Vierecks  normal  halbieren,  zu 

r„i  =  T, -  To  =  0,      Ti^--T^-T,^0, 
Hieraus  ergiebt  sich  die  Identität 

daher  folgt:  Die  Ebenen,  welche  die  Seiten  eines  unebenen  Vier- 
ecks normal  halbieren,  haben  einen  gemeinsamen  Punkt. 

in.  In  einem  Tetraeder  kann  im  allgemeinen  durch  eine  Kante 
keine  Ebene  gelegt  werden,  die  normal  zur  Gegenkante 'ist  Die 
Bedingung  dafür,  dass  dies  möglich  ist,  dass  also  zwei  Oegenkanten 
sich  rechtwinklig  kreuzen,  kann  in  einfacher  Weise  folgender- 
massen  erhalten  werden.     Es  seien 

die  Gleichungen  der  Ebenen  des  Tetraeders  in  Normalform;  die 
Ecken  mögen  mit  Pq,  P^,  Pg,  Pj  bezeichnet  werden,  und  zwar 
mit  Pf  die  Ecke,  welche  T.—  O  gegenüberliegt.  Irgend  eine  Ebene, 
welche  die  Kante  P^P^  enthält,  hat  die  Gleichung 

m^  Ty  —  w»i  Tj  «  0. 

Diese  Ebene  ist  normal  zur  Gegenkante,  sobald  sie  za  T|*0 
und  Tj  —  0  normal  ist,  und  dies  findet  unter  den  beiden  Be- 
dingungen statt: 

(ntQ  cos  «Q  —  mj  cos  a^)  cos  a^  +  {m^  cos  ß^  —  m^  cosß^)  cos^, 

+  (wq  ^^^  70  ~~  ^i  ^^  Yi)  ^^^  y%  "*  ^1 
(Wq  cos  «q  —  Wj  cos  aj  cos  Ofg  +  (»Wq  ^^^  ßo  —  ^i  ^^ßi)  ^^ 
+  {1%  cos  Yq  —  w,  cos  yi)  cos  yj  —  0. 

Wird  der  zwischen  den  Seiten  T;  =»  0  und  T*.  —  0  enthaltene 
Elächenwinkel  mit  Sfk  bezeichnet,  so  ist 

cos  Sik «"  cos  «1  cos  a*  +  COS  ßi  COS  ßk  +  COS  yi  cos  y*, 

daher  vereinfachen  sich  die  Bedingungen  26)  zu 

•Wq  cos  Eq2  ~  ^i  ^ö*  ^12  **"  ^) 
Wq  cos  €q8  —  W»!  cos  f, j  —  0, 

und  diese  sind  gleichbedeutend  mit  der  Proportion 
27)  cos  «Qg :  cos  £,9  =»  cos  % :  cos  fijj. 


26) 
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Wird  nun  ferner  vorausgesetzt,  dass  sich  noch  zwei  Öegenkanten 
etwa  P^Pg  und  PqP^  rechtwinklig  kreuzen,  so  besteht  die  Pro- 
portion 

28)  €08  B^Q :  cos  Sq^^^  cos  e^^ :  cos  b^^  . 

Ans  27)  und  28)  folgt  durch  Multiplikation 

29)  €08  «IQ :  cos  fj2  =  €08  e^ :  cos  f^s  • 

Da  nun  die  zu  26)  führenden  Schlüsse  auch  in  umgekehrter  Reihe 
gelten,  so  ergiebt  sich  aus  29)  der  Satz:  Wenn  zwei  Paare  Gregen- 
kanten  eines  Tetraeders  einander  rechtwinklig  kreuzen,  so  gilt  dies 
auch  von  dem  dritten  Paare. 


Anhang  zum  dritten  Kapitel. 

J.    Die  Ebene,  bezogen  auf  ein   schiefwinkliges 

Koordinatensystem. 

Die  Betrachtungen,  welche  in  §  10  an  Fig.  21  geknüpft  wur- 
den, bleiben  wörtlich  dieselben,  wenn  man  sich  das  rechtwinklige 
Koordinatensystem  durch  ein  schiefwinkliges  ersetzt  denkt;  daher 
ist  wie  früher,  so  auch  jetzt 


a        h 


+  c=l 


Fig.  S5. 


die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  von  den  Koordinatenachsen  die 
Strecken  a,  2>,  c  abschneidet.  Ebenso  kann  die  Gleichung  einer  auf 
ein  schiefwinkliges  Koordi- 
natensystem bezogenen  Ebene 
unter  der  allgemeinen  Form 

1)     Äx+By+Ce'^JJ 

dargestellt  werden    und   es 
ist  dann 


1      ^  ^ 

b'  ^""c 


Anders  wird  die  Sache 
bei  den  Stellungswinkeln  der 
Ebene.  Denken  wir  uns  in 
Fig.  25  das  Koordinaten- 
system als  schiefwinkliges,  OD  ^  p  als  Senkrechte  vom  Koordi- 
natenanfange  auf  die  Ebene  ÄBC^  femer  P  als  einen  beliebigen 

Fort  u  SchlOmilch,  anal   (leom    II.  7 
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Punkt  der  Ebene,  dessen  Koordinaten  x,  y^  0  und  dessen  Badius 
vektor  r  sein  möge,  so  haben  wir,  weil  das  Dreieck  ODP  recht- 
winklig bei  D  ist, 

i?  —  r  co8(pr). 

Hier  erscheint  p  als  die  rechtwinklige  Projektion  von  r  auf  OB] 
es  bleibt  aber  die  Projektion  dieselbe,  wenn  statt  r  die  aus  z,  jf,  i 
bestehende  gebrochene  Linie  auf  OD  projiziert  wird,  mithin  ist  aaeb 

p  ^  X  cos  (px)  +  y  cos  (py)  +  e  cos  (pz\ 

oder  bei  umgekehrter  Anordnung  und  Division  mit  pi 

cosjpx)^  j   cosjpy)         co8{pz)  ^^  ^ 
p  p  i?  ""    ' 

Der  Vergleich  zvdschen  dieser  Gleichung  und  Nr.  1)  oder 

liefert  die  Belationen 

^.        cos{px)       A      cos(py)       B       cos(pz)        C 
^  p  D  p  JD  p  D 

die  man  auch  unmittelbar  durch  Betrachtung  der  rechtwinkügeD 
Dreiecke  ABO^  BBO^  CBO  erhalten  kann.  Die  vorstehenden 
drei  Gleichungen  enthalten  die  vier  unbekannten  j?,  cos  {px\  cos  (j)y), 
cos{jpz\  von  denen  die  drei  letzten  filr  den  Augenblick  kurz  $,  17,  l 
heissen  mögen;  dazu  gesellt  sich  als  vierte  Gleichung  die  zwischen 
drei  Richtungswinkeln  jederzeit  bestehende  Relation  [Formel  7)  im 
Anhang  zum  ersten  Kapitel]: 

-  2(a  -  ^y)  t??  -  2(/5  -  ya)  f  |  -  2  (y  -  ajS)  |ij 
«l  +  2c^/3y-a«-/3*~/, 

worin  a,  /?,  y  die  Cosinus  der  Koordinatenwinkel  y«,  zx^  xy  be- 
deuten. Mittels  der  Gleichungen  3)  kann  man  |,  1?,  {^  durch  p  aus- 
drücken, diese  Werte  in  Nr.  4)  substituieren,  daraus  p  und  nach- 
her £,  t},  t  bestimmen;  setzt  man  zur  Abkürzung 

5)  J««  1  +  2a/5y  -  a«-  /5»~  y«, 

^8»  (1  -  a«).i«+  (1  -  ß^  i5*+  (1  -  y*)  C« 

-  2  (a  -  /3y)  jB C  -  2  05  -  ya)  C^  -  2  (y  -  aß)ÄB, 

so  sind  die  Ergebnisse  der  angedeuteten  leichten  Rechnung 


4) 


'')i 


7) 
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JDÖ 


JP- 


E 


/N       Äd  /v       Bd  ,     .        CS 

cos [jpx)  -  ^'     cos {py)  •=  ^»     cos  {pz)  «  — < 


Nicht  überflüssig  ist  es,  die  speziellen  Formeln  fOr  die  Fälle 
anzumerken,  wo  die  beliebige  Ebene  einer  der  Eoordinatenebenen 
parallel  liegt.     Ist  erstens  die  Ebene  parallel  der  |^^- Ebene,  also 

ihre  Gleichung,  so  haben  wir  -4«=1,  jB^O,  C-=0,  D-*a,  folg- 
lich, wenn  wir  die  Senkrechte  p  in  diesem  Falle  mit  px  bezeichnen, 

^)    P'^.y 9^    «'^(jP^a?)— -R=r,    cö5(pxy)-0,    cos(pxz)^0. 

Auf  ähnliche  Weise  finden  wir,  wenn  die  Ebenen  parallel  zur 
j?a;- Ebene,  also  ihre  Gleichung 

y  —  & 
ist  und  Py  ihren  Abstand  vom  Eoordinatenanfang  bezeichnet, 

endlich  für  den  dritten  Fall,  wo  die  Ebene  parallel  zur  o;^- Ebene 

liegt,  ihre  Gleichung 

e  ^  c 

und  p,  ihre  Enfemung  vom  Koordinatenanfange  ist, 

10)    i?z=-7=»    cos(p,x)^q,    cos{p»y)^0,    cos{p,z)^—==:^ 

yi-y*  yi-r 

In  Verbindung  mit  Nr.  7)  fähren  die  Gleichungen  8),  9)  und 
10)  zur  Kenntnis  der  Neigungswinkel  einer  beliebigen  Ebene  gegen 
die  Eoordinatenebenen.  Bezeichnen  wir  die  Neigungswinkel  der 
Ebene  l)  gegen  die  Ebenen  yz^  zx  und  xy  der  Beihe  nach  mit 
6x,  Oy,  6«,  so  ist  Bx  einerlei  mit  dem  Winkel  zwischen  den  auf 
jenen  Ebenen  senkrechten  Geraden  p  und  p^^  überhaupt 

man  findet  nun  cos  B^  ■»  cos  {ppt^  nach  Formel  5)  im  Anhang  zum 
ersten  Kapitel  mittels  der  Substitutionen  r^^p^  ^^^Pxt 

I  —  cos  (px),        t;  =  cos  (py)^        t  ^  cos  (pz), 
{j  =  cos  (p,a?),       1/,  —  cos  {pxy) ,       ti  ^  cos  {pxz\ 
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wobei  gleichzeitig  die  Werte  der  rechter  Hand  stehenden  Cosinus 
den  Gleichungen  7)  und  8)  zu  entnehmen  sind.  Auf  analoge  Weise 
bestimmen  sich  cos  Sy  und  cos  0«,  überhaupt  gelangt  man  darcb 
die  angedeutete  leichte  Rechnung  zu  den  folgenden  Formeln: 

^(1  -  a«)  -  B(y  -  aß)  -  C{ß  -  ya) 


11) 


cosSj 


cos  S„  — 


cos  0, 


C(l  -  /)  -  ^(jS  -  ya)  -  B(a  -  ßy) 


Eyi-y 


8 


Nach  den  vorigen  Erörterungen  ist  leicht  einzusehen,  das 
alle  diejenigen  auf  die  Ebene  bezüglichen  Formeln,  in  denen  die 
Stellungswinkel  nicht  vorkommen,  ebenso  für  das  rechtwinklige  als 
fQr  ein  schiefwinkliges  Koordinatensystem  gelten.  Daher  bleibt  auch 
der  gesamte  Inhalt  der  §§  11,  12,  13  und  14  f&r  jedes  Koordi- 
natensystem wörtlich  derselbe,  und  es  sind  im  folgenden  nur  die- 
jenigen Untersuchungen  von  neuem  aufzunehmen,  bei  denen  wegen 
des  Auftretens  der  Eoordinatenwinkel  eine  Änderung  notwendig  ist 

n.  Senkrechte  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene. 

Wenn  eine  Ebene,  deren  Gleichung 

1)  Ax  +  By+C0'^D 

heissen  möge,  normal  zu  einer  durch  die  Gleichungen 

2)  y^B^x  +  b^,      ß'^C^x  +  c^ 

bestimmten  Geraden  liegen  soll,  so  müssen  die  Stellungswinkel  der 
Ebene  der  Beihe  nach  dieselben  sein,  wie  die  Richtungswinkel  der 
Geraden;  es  gelten  daher,  wenn  die  vom  Koordinatenanfange  anf 
die  Ebene  herabgelassene  Senkrechte  mit  p  und  die  Gerade  mit  ^ 
bezeichnet  wird,  die  Gleichungen 

3)  cos(px)'^cos{s^x\   cos{jpy)^cos{8iy\   co8(pe)'^cos{siBy 
Unter  Benutzung  der  schon  früher  gebrauchten  Abkürzungen 

cos  {xy)  —  y,      cos  (ex)  —  |3,      cos  {ye)  =  a, 
d*-  l  +  2aj3y -««-/?«-/, 
^««  (1  -  «8)^»+  (1  -  ß^B^+  (1-  y*)C« 

-  2  (a  -  /?y)  50  -  2  ((3  -  ya)  CA-2{y-  aß)  AB, 
Dl««  1  +  J?i«+ Ci^-f  2  a^jCi  +  2/3Ci  +  2yJ5i 
sind  die  Stellungswinkel  der  Ebene  durch  die  Formeln 
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cos  (i)ar)  —  — »       cos  {py)  ^  "^ '       cos^pz)-^  —^ 

und   die  Richtungswinkel   der  Geraden   durch   die   folgenden  Glei- 
chungen bestimmt: 

1  +  B,y+C^ß' 


cos(six) 


A 


cosiß^y)^-^ ^ -^ 

cosis.z)-^^ ^ ^' 

Bildet  man  aus  diesen  Werten  die  in  Nr.  3)  erwähnten  Gleichungen, 
so  kann  man  letztere  leicht  auf  folgende  Form  bringen: 

iD^d       l  +  B,y  +  0,ß 


4) 


E  Ä 

B,  +  y+C,a       C^  +  ß  +  B,a 


und  sie  sind  die  analytischen  Bedingungen  für  die  gegenseitige 
senkrechte  Lage  der  Ebene  und  der  Geraden.  Zu  bemerken  ist 
übrigens,  dass  von  den  Gleichungen  3)  oder  den  damit  identischen 
drei  Gleichungen  in  Nr.  4)  bereits  zwei  ausreichen,  um  die  er- 
wähnte Lage  festzustellen;  da  nämlich  die  Bichtung  einer  Geraden 
(p  oder  5i)  schon  durch  zwei  Richtungswinkel  bestimmt  wird,  so 
ist  jede  der  Gleichungen  3)  eine  Folge  der  beiden  übrigen,  und 
eben  deswegen  braucht  man  auch  von  den  Gleichungen  4)  nur  zwei 
beizubehalten.  Dies  geschieht  am  einfachsten  dadurch,  dass  man 
den  ersten  Quotienten  rechter  Hand  mit  den  beiden  übrigen  Quo- 
tienten vergleicht;  man  hat  so 

. .  B  ^   B,+  C,a  +  y  C_        C^  +  B,a  +  ß 

^         A^  l-^-  By^y+C^ß'        A^  \  +  B^y\-C^ß 

oder  auch,  wenn  man  die  Brüche  wegschafft  und  die  gleichartigen 
Grössen  vereinigt: 

g.  i{A-  By)B,+  {Aa  +  Bß)C,^B-^  Ay, 

^  \(Aa-  Cy)  Bi  +  {A-  Cß)  C^'^C-  Aß. 

Hieran  knüpfen  sich  die  folgenden  zwei  Aufgaben. 

a.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Normalebene 
zu  einer  gegebenen  Geraden  zu  legen.     Die  Koordinaten  des 
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gegebenen  Punktes  mögen  f^  g^  //,  die  Grleichungen  der  gegebenen 
Geraden 

7)  y^  B^x  +  \^      z^  G^x  +  q 

sein,  und  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  heisse 

'     Ax-^-  By  +  Cz-^  D. 
Da  letztere  durch  den  Punkt  fgh  gehen  soll,  so  hat  man  erstlich 

Af+Bg  +  Ch^I) 
und  durch  Subtraktion  dieser  Gleichung   von  der  vorigen  ergiebt 
sich  nach  Division  mit  A 

8)  ^  -  /-+  ^  (y  -  P)  +  -j  (^  -  Ä)  =  0; 

dies  ist  immer  noch  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  nur  unier 
Einrechnung  der  ersten  angegebenen  Bedingung.  Die  senkrechte 
Lage  der  Geraden  gegen  die  Ebene  verlangt  femer  das  Stattfinden 
der   Gleichungen  5);   setzt  man  die   hierdurch   bestimmten  Werte 

von  --  und  —  in  die  Gleichung  8)  ein,  so  erhält  man  nach  Weg- 

^  Ja. 

Schaffung  der  Bräche 

Qx    [  {l  +  B,y  +  C,ß){x--f) 

als  Gleichung  der  verlangten  Ebene. 

Die  hiermit  bestimmte  Ebene  schneidet  die  gegebene  Gerade 
in  einem  Punkte,  dessen  Koordinaten  Xq^  ^q,  z^  sich  mittels  der 
Bemerkung  finden  lassen,  dass  sie  den  Gleichungen  7)  und  9)  gleich- 
zeitig genügen  müssen,  weil  der  Punkt  x^y^z^  sowohl  der  Ebene 
als  der  Geraden  angehört;  schreiben  wir  also  in  7)  und  9)  x^j,  y^^^t^ 
für  or,  y^  0,  so  haben  wir  drei  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Be- 
stimmung der  gesuchten  Koordinaten.  Diese  Andeutung  möge  ge- 
nügen, da  die  Bechnung  keine  Schwierigkeiten  darbietet  Endlich 
bestimmt  sich  noch  die  Entfernung  der  Punkte  x^y^^z^  und  /'7A 
mittels  der  bekannten  Formel 

in  welche  man  die  auf  die  erwähnte  Weise  gefundenen  Werte  von 
a?o,  j^Q  und  «Tq  substituieren  kann. 

j3.  Senkrechte  von  einem  Punkte  auf  eine  Ebene.    Die 
gegebene  Ebene  habe  zur  Gleichung 


Anhang  zum  dritten  Kapitel. 


103 


10)  Ax  +  By  +  Cz^D, 

die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes  mögen  f^  g,  h  heissen  und 
durch  ihn  werde  senkrecht  zur  Ebene  eine  Gerade  gelegt,  deren 
Gleichungen  wir  mit 

11)  y  —  i?iJt;  +  &i,       e=-CiX  +  Ci  - 

bezeichnen.  Die  Bedingung,  dass  diese  Gerade  durch  den  Punkt 
fff^  gehen  soll,  liefert  die  Gleichungen 

welche,  mit  den  vorigen  verbunden, 

12)  y-g^B,{x-f\         Z-h^C,{x-f) 

als  Gleichungen  der  gesuchten  Normalen  geben.  Um  die  noch 
übrigen  Unbekannten  By  und  C^  zu  bestimmen,  erinnern  wir  an  die 
Gleichungen  6),  welche  die  senkrechte  Lage  der  Geraden  gegen  die 
Ebene  ausdrucken;  setzen  wir  zur  Abkürzung 

3t=  (1  -  «*)  .1  -  (y  -  a/3)  5  -  (ß  -  ya)  C, 

13)  ,    6  =  (1  -  |S2)5-  (a  -  /3y)C  -  (y  -  aß)A, 

C=  (1  -  /)C-  (|S  -  ya)^  -  («  -  ßy)B, 

so  erhalten  wir  durch  Auflösung  der  Gleichungen  6)  die  Werte 

6       ^      C 

mitbin  sind  die  Gleichungen  der  verlangten  Normalen 

Um  den  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  der  Ebene,  d.  h.  den 
Fasspunkt  des  vom  Punkte  fgh  auf  die  Ebene  herabgelassenen 
Perpendikels  zu  finden,  bemerken  wir,  dass  die  Koordinaten  jenes 
Punktes,  welche  a^j,  y^,  z^  heissen  mögen,  den  Gleichungen  10) 
und  14)  zusammen  genügen  müssen;  durch  Auflösung  derselben 
ergeben  sich  die  Werte: 

B-{Af+Bg  +  Gh) 


15) 


X, 


f+ 


A2,  +  Bß  +  CiL 
D-{Af+Bg+Ch) 

D-{Af+Bg  +  CA) 
ATi  +  Bß  +  Cfi' 


31, 


C. 
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Der  in  den  Quotienten  Yorkommende  gemeinschaftliche  Nenner 
Ä^  +  Bß  +  CC  ist  übrigens  einerlei  mit  der  anfangs  dieses  Ab- 
Schnittes  erwähnten  Grösse  E\ 

Endlich  können  wir  noch  die  Entfernung  der  Punkte  fgh  und 
^il'i^ij  ^'  ^'  ^^  Abstand  des  Punktes  fgh  von  der  gegebenen 
Ebene  bestimmen;  bezeichnen  wir  ihn  mit  g,  so  ist 

ü'-  {^i-  fy+  (yi-  9)'+  ih-  hy 

wo  noch  die  Werte  von  a^i,  yj,  z^  aus  Nr.  15)  einzusetzen  sind. 
Um  diese  Substitution  bequem  ausführen  zu  können,  setzen  wir 
zuerst,  wie  schon  erwähnt, 

Ä:K  +  Bß  +  et  =  E\ 

und 

D^{Af+Bg +  0)1)^/1', 

dies  giebt  bei  Absonderung  der  gemeinschaftlichen  Faktoren 

wobei  für   den   Augenblick   der   Parentheseninhalt   E^   mithin    die 
Formel 

16)  3»=  ^2^ 

heissen  möge.  Wollte  man  nun,  wie  es  als  das  Nächstliegende  er- 
scheint, den  Ausdruck  2  dadurch  auf  seine  einfachste  Form  bringen, 
dass  man  die  Werte  von  3,  6,  C  substituierte  und  die  gleich- 
artigen Grössen  vereinigte,  so  würde  man  auf  eine  äusserst  vreit- 
läufige  Rechnung  eingehen  müssen,  bei  welcher  sich  das  einfache 
Endresultat  nicht  leicht  absehen  liesse.  Dagegen  fahrt  kurz  die  Be- 
merkung zum  Ziele,  dass  die  Grössen  E  und  £  zwar  von  A^  JB^  C, 
a,  /5,  }/,  aber  nicht  von  f^g^h  abhängig  sind,  dass  sie  folglicli  für 
eine  bestimmte  Ebene  dieselben  bleiben,  wo  auch  der  Punkt  fgh 
liegen  möge.  Nehmen  wir  speziell  /'=^««Ä  —  0,  so  wird  zf  =  i)^ 
q=^Pj  und  die  aus  Nr.  16)  entspiingende  Gleichung 

muss  jetzt  mit  der  früheren  Gleichung  [S.  99,  Formel  7)] 


.2  , 

E' 


i>  —    7:12 
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übereinstimmen.  Die  Vergleichung  liefert  den  Wert  £  ^=^  Ö^E^ 
und  aus  der  Formel  16)  ergiebt  sich  nun 

17)  ^^D-iÄf+B,  +  Ch)   ^ 

E 

Nehmen  wir,  wie  früher,  die  Grössen  6  und  jEJ,  welche  durch 
Wurzelziehung  bestimmt  werden,  im  absoluten  Sinne,  so  ist  q  po- 
sitiv oder  negativ,  jenachdem  2)  —  (:^/'+  Bg  +  CK)  positiv  oder 
negativ  ausfällt;  das  Perpendikel  q  erhält  demnach  das  positive 
Vorzeichen,  wenn  sich  der  Punkt  fgh  auf  derselben  Seite  der  Ebene 
befindet,  wie  der  Koordinatenanfang,  das  negative  Zeichen,  wenn 
fgh  und  der  Koordinatenanfang  zu  entgegengesetzten  Seiten  der 
Ebene  liegen. 

y.  Abstand  einer  Ebene  von  einer  ihr  parallelen  Ge- 
raden.    Wenn  die  Gerade,  deren  Gleichungen 

y  «  5'a;  +  h\       Z'^&x  +  c/ 

sein    mögen,   parallel  zu  der  Ebene  l)  liegt,   so  hat  man  erstens 

und  fiir  irgend  einen  Punkt  fgh  derselben  Geraden  gelten  die  Glei- 

chuniren 

g^B'f+h\        h^C'f+c\ 

Die  Entfernung  des  Punktes  fgh  von  der  gegebenen  Ebene  ist 
einerlei  mit  dem  Abstände  der  Geraden  von  jener  Ebene;  man  hat 
daher  nach  Formel  17)  zufolge  der  Werte  von  g  und  h 

__  [J)  -^  (A  +  BB^+  CC')  f+  BV+  Cc'] 
Q-  E  ' 

und  bei  Rücksicht  auf  die  parallele  Lage  der  Geraden  gegen  die 
Ebene 


D-{Bh'+C</)^^ 


18)  ^-  E 

Die  Vorzeichen  von  q  befolgen  selbstverständlich  die  nämliche  Regel 
wie  vorhin. 

m.  Der  Neigungswinkel  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene. 

Die  Gleichungen  der  Ebene  und  der  Geraden  mögen  wie  bis- 
her sein 

1)  ÄX  +  By  +  Cz^  D, 

ij  «  B^x  -f  6i,       z^  C^x  +  Cj; 
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ferner  bedeute  p  das  vom  Eoordinatenanfang  auf  die  Ebene  geflLllte 
Perpendikel,  5^  eine  durch  den  Eoordinatenanfang  gelegte  Parallele 
zur  Geraden,  endlich  q>  den  Neigungswinkel  der  G-eraden  gegen  die 
Ebene.  Es  ist  nun  o  das  Komplement  des  Winkels  zwischen  p  und 
5|,  mithin 

und  nach  Formel  5)  im  Anhange  zum  ersten  Kapitel 
2)    sina,^~  [(1  -  «»)||i  +  (1  -  ß^vVi  +  (l  -  y')ff, 


-  («  -  ßy)  (vSi+Vii)  -(ß-y)  aii +f.l,i 
-(y-«|S)(lii  +  li'j)], 

worin  J,  |,  iy,  f  etc.  folgende  Bedeutungen  haben: 

d««l+  2a|Sy-a«-/5«-y«, 
3)        I  I  =  co5(px),       1?  —  cos{py)^       ?  —  C08(pz), 
Si «  CöÄ  (5i  ir) ,       t;i  =  cos  («1  y) ,       f  1 «-  CO«  (s^  z). 

Die  Werte  der  hier  vorkommenden  Cosinus  sind  unmittelbar  be- 
kannt; nach  Nr.  7)  im  Abschnitt  I  ist  nämlich 

.       Ad  Bä        ^       Ca 

1--^»       t?--^i       f"-^' 

r^«-(l-a»)^2+(l-.^«)5»+(l-/)C* 

femer  hat  msui  nach  Formel  4)  im  Anhang  zum  zweiten  Kapitel 

l  +  B,y+C,ß 
5i  ^^ 


■öl 

Ä        • 

Si  — ^ > 


1l  = 


^1 
und  darin 

5)       A*-  1  +  ^1*+  (\*,+  2aB,C,  +  2yBi  +  2^C.. 

Substituiert  man  die  für  |,  t?,  ?j  Ij,  iji,  f^  angegebenen  Werte  in 
die  Formel  1)  und  fasst  die  gleichartigen  Glieder  zusammen,  so 
findet  man,  dass  die  Koefßzienten  von 

ÄB^,     ÄC^,     BC^,     CB^,     B,     C 

verschwinden  und  dass  folgender  Ausdruck  übrig  bleibt: 
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A 

Der  Inhalt  jeder  der  drei  Parenthesen  ist  derselbe,  nämlich 

1  +  2  a/Jy  -  a«- /3»- /=  d«, 
die  obige  Formel  wird  daher  zur  folgenden: 

6)  ««» -si;--^- 

Als  spezielle  Fälle  hiervon  ergeben  sich  die  Neigungswinkel 
der  Qeraden  gegen  die  Eoordinatenebenen.  Sind  nämlich  o^,  coy, 
o,  die  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die  Ebenen  ye^  zx^  xy^ 
so  ist  im  ersten  Falle  -4  —  1,  J&«=0,  (7=0,  im  zweiten  -4.«0, 
-B— 1,  (7  =  0  und  im  dritten  ^«0,  JB  =  0,  C— 1;  man  erhält 
mittels  dieser  Spezialisierungen 


7). 


«n  «j,  =   ; 1       Sm  (Ou  =»  7  ) 

Dl  j/l  -  «»  Dl  1^1  -  ß* 

sm  a,= 


J>,  Vi  -  / 


IV.   Senkrechte  Lage  zweier  Ebenen. 

Lässt  man  von  irgend  einem  Punkte  P^  einer  Ebene  (E^  eine 
Senkrechte  p  auf  eine  andere  Ebene  C  herab,  so  Hegt  p  entweder 
in  der  Ebene  (t^  selbst  oder  schneidet  4(;  im  ersten  Falle  sind 
die  beiden  Ebenen  senkrecht  zueinander,  im  zweiten  nicht.  Um 
dieses  geometrische  Kennzeichen  analytisch  auszudrücken,  bezeich- 
nen wir  mit 

1)  Ax^-  By  +  Cz  =  7) 

die  Gleichung  der  Ebene  ((,  mit 

2)  A^x  +  B^y  +  C^z^D^ 

die    der  Ebene  (Ex,   und  mit  :r^,  ^j,   z^  die  Koordinaten  eines  der 
letzteren  Ebene  angehörigen  Punktes,  für  welchen  also  die  Gleichung 

3)  A^x^  + B^y^+ C,z^^  D, 
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besteht.  Nach  Formel  14)  in  Abschnitt  U  sind  die  Oleichnngen 
einer  vom  Punkte  x^y^z^  auf  die  Ebene  (t  herabgelassenen  Senk- 
rechten ^  ^ 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  war 

31  =  (1  -  a«)^  _  (y  _  aß)B^(ß  -  ya)C, 
fi  ==  (1  -  |S2)^_  (a  -  |3y)C-  (y  -  aß)A, 
(t  =«  (1  -  /)  a-  (13  -  ya)^  ~  («  -  §y)B', 

soll  nun  das  erwähnte  Perpendikel  in  der  Ebene  (ti  enthalten  sein, 
so  gehören  dazu  die  Bedingungen 


4) 


Von  diesen  Gleichungen  ist  die  zweite  überflüssig,  weil  sie  sich  er- 
giebt,  wenn  man  die  erste  Gleichung  in  Nr.  4)  mit  Xj  multipliziert 
und  von  Nr.  3)  abzieht;  zu  dem  nämlichen  Resultate  fuhrt  auch  die 
geometrische  Bemerkung,  dass  p  mit  (E^  bereits  den  Punkt  x^y^Zy 
gemein  hat,  also  nur  noch  parallel  mit  (S^  zu  sein  braucht,  um 
ganz  in  diese  Ebene  zu  fallen.  Als  Bedingimg  für  die  senXrecbte 
Lage  der  beiden  Ebenen  bleibt  demnach  die  eine  Gleichung  4)  oder 

5)  3l^i+ß^i+CCi«0. 

Will  man  die  abgekürzten  Zeichen  71,  6,  C  vermeiden,  so  ist  zu 

schreiben 

(1  -  «*)  AÄ,  +  (1  -  ß^)  BB,  +  (1  -  /)  CC, 
{^^ßy)^BC,+  B,C)-{ß--ya){CA,+  C,A) 
)     \  ^{y-^ß){AB,  +  A,B) 

Hieran  knüpfen  sich  folgende  Aufgaben. 

a.  Durch  zwei  gegebene  Punkte  eine  Normalebene 
zu  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen.  Nennen  wir  /J,  ^j,  Äj, 
fti  9%i  \  ^i®  Koordinaten  der  gegebenen  Punkte, 

7)  Ax  +  By  +  Cz^B 
die  Gleichung  der  gegebenen  und 

8)  Lx  +  My  +  Nz^  1 
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die  der  gesuchten  Ebene,  so  haben  wir  erstens,  weil  die  Punkte 
fiQih^  und  fiffi^i  in  dieser  Ebene  liegen  sollen, 

und  wegen  der  senkrechten  Lage  der  beiden  Ebenen 

10)  AX  +  fiitf+CJV-O. 

Die  Bestimmung  der  Unbekannten  L^  M,  N  erfordert  nun  die  Auf- 
lösung der  drei  Gleichungen  9)  und  10),  was  weiter  keine  Schwierig- 
keit hat.  Nach  Substitution  der  für  Z,  M  und  JV  gefundenen  Werte 
kann  man  die  Gleichung  8)  auf  folgende  Form  bringen: 

11)  +[3l(5'i-Ä)-«(A-r2)]^ 

|=A(^i'*2-^2Äi)  +  fi(Ä,/i-Ä./;)  +  C(/;<7a-/i</i). 

Die  beiden  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  von  wel- 
cher alle  Punkte  beiden  Ebenen  gleichzeitig  angehören;  sind  also 
x^  y^  z  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Durchschnitts- 
linie, so  müssen  diese  den  Gleichungen 

Ax  +  By  +  Cz^  D, 
Fx  +  Gy  +  Hz^K 

zusammen  genügen,  wobei  die  zweite  Gleichung  nur  eine  abgekürzte 
Schreibweise  der  Gleichung  1 1)  sein  soll.  Die  Gleichungen  der  Pro- 
jektionen der  Durchschnittslinie  finden  sich,  wenn  man  aus  den 
vorstehenden  Gleichungen  einmal  z  und  das  andere  Mal  y  eliminiert; 
sie  lauten 

^       1  (BF-  AG)  X  +  [bH-  CG)  z  ^BK-  DG. 

Auch  die  Richtungswinkel  dieser  Geraden  können  leicht  er- 
mittelt werden,  sobald  man  den  Gleichtmgen  12)  die  gewöhnliche 
Form  der  Gleichungen  einer  Geraden  erteilt. 

ß.  Durch  eine  gegebene  Gerade  eine  Nomialebene 
zu  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen.  Die  Gleichungen  der  ge- 
gebenen Ebene,  der  Geraden  und  der  gesuchten  Ebene  mögen  der 

Reihe  nach  sein: 

Ax  +  By  +  Cz'^  D, 

y^B^x  +  h^,       e^C^x  +  c^, 

Lx  +  My  +  Nz-^  1; 
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da  die  letztere  Ebene  die  Gerade  in  sich  enthalten  soll,  so  müssen 
zunächst  die  Bedingungen 

13)  L  +  B^M+qN'^O,      h^M  +  c^N^l 

erfiült  sein;  hierzu  kommt  als  Bedingungsgleichung  fttr  die  senk- 
rechte Lage  beider  Ebenen  gegeneinander: 

14)  7iL  +  ß3£  +  iLN^0. 

Die  Gleichungen  13)  und  14)  bestimmen  die  Werte  von  X,  M 
und  N^  nach  Substitution  derselben  ergiebt  sich  als  Gleichung  der 
gesuchten  Ebene: 

Den  Durchschnitt  der  neuen  Ebene  mit  der  gegebenen  Ebene 
kann  man  auf  gleiche  Weise  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  ermitteki; 
man  erhält  dann  die  Gleichungen  der  rechtwinkligen  Projektion  einer 
gegebenen  Geraden  auf  eine  bestimmte  Ebene. 

y.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  zu  legen, 
welche  einer  bestimmten  Geraden  parallel  und  senkrecht 
zu  einer  vorgeschriebenen  Ebene  ist.  Die  Koordinaten  des 
gegebenen  Punktes  mögen  f^  g^  h  heissen,  die  Gleichungen  der 
Geraden  und  der  Ebene  seien 

y^B^x  +  h^,       ^— ^i^c  +  Ci, 

Ax  +  By+  Cz^D, 
endlich  bezeichne 

16)  Lx  +  My  +  Nz'^l 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene.  Die  Bedingung,  dass  letztere 
den  Punkt  fgh  enthalten  soll,  wird  ausgedrückt  durch  die  Gleichnng 

Lf+Mg  +  Nh'-l', 
wir  ziehen  dieselbe  von  Nr.  16)  ab,   dividieren  mit  L  und  setien 

-^  -  P,    ^  «  ö;  es  bleibt 

17)  x-f+P(y-g)  +  Q(z-h)''0 

und  dies  ist  immer  noch  die  Gleichung  der  verlangten  Ebene.  Die 
senkrechte  Lage  derselben  gegen  die  gegebene  Ebene  und  ihr  Pa- 
rallelismus  zur  gegebenen  Geraden  geben  die  weiteren  Gleichungen 

3li  +  «-Äf  +  «iV -  0,       L  +  B^M+qN^O, 

die  wir  gleichfalls  durch  L  dividieren.     Wir  haben  jetzt 
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hieraus  finden  sich  P  und  Q,  durch  deren  Substitution  in  Nr.  17) 
die  Gleichung  der  verlangten  Ebene  zum  Torscbein  kommt,  n&mlich 

18){Mq~€B,)(x-f)-{%C,-€)(y-g)+il{B,-£){e-h)'-0. 

Der  Durchsclmitt  der  neuen  mit  der  gegebenen  Ebene  kann 
wie  bei  den  vorigen  Anfgaben  bestimmt  werden. 

V.  Der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen. 
Wie  bisher  mögen  die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  sein 


jx  lÄx  -\^By  +Cz  ^D, 


und  es  bezeichne  (9  den  von  diesen  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel; 
bekanntlich  ist  derselbe  einerlei  mit  dem  Winkel  zwischen  den 
Senkrechten  J9  und  j)j,  welche  vom  Anfangspunkte  der  Koordinaten 
auf  die  Ebenen  herabgelassen  werden  können.  Bezeichnen  wir,  wie 
früher,  die  Cosinus  der  Koordinatenwinkel  yz^  zx^  xy  mit  a,  |3,  y 
und  die  Cosinus  der  Winkel  {px\  (py),  (i?;p),  (i?iä;),  (Pi^),  {Pif^) 
der  Beihe  nach  mit  J,  i/,  f,  |j,  ty^,  fj,  so  erhalten  wir  cos(9  — 
cos{pp^  mittels  der  Formel  5)  in  Anhang  I,  nämlich 

2)  ö^cose^  (1  -  a«)|li+  (1  -  ß^)riri,  +  (l  -  y*)f?i 

-(y- a/3)(Si7i+li»?), 
worin  6^  seine  gewöhnliche  durch  die  Formel 

angegebene  Bedeutung  hat  In  die  obige  Gleichung  haben  wir  noch 
die  Werte  der  sechs  Cosinus  |,  7/...?^  zu  substituieren;  diese  sind 
nach  Nr.  7)  in  Abschnitt  I  dieses  Anhanges 

Äö  Bö        ,        C6 

A^$  B^S  Cjd 

X/,  /!/,  JL-, 

wenn  *  *  * 

3)  J5;«-  (1  -  a^)Ä^+  (1  -  ß^)B^+  (1  -  y«)  C* 

—  2  (a  —  /3y)  jB C-  2  (^  -  ya)  C^  -  2  (y  -  aß)  AB, 

4)  JB,«-(l-aVi*+(l-nA*+(l-/)Ci^ 

-2(a-^y)5,q-2(|3-ya)C;^,-2(y-^a|3)4,JB,. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 
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5)  J"-  (1  -  ,^)AA,  +  (1  -  ^»)  BB,  +  (1  -  y»)  Cq 

-  («  -  ßy)  (Bq  +  B,C)-{ß-  y«)  (CA,  +  C,A) 
-(y-«ß)iAB,  +  A,B), 

80  erhalten  wir  aus  Nr.  2): 

6)  CO«  0  — 


Die  früher  angegebenen  Kriterien  fär  die  parallele  sowie  für 
die  senkrechte  Lage  zweier  Ebenen  können  hiemach  verifizien 
werden. 
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§20. 
Die  aUgemeinen  Fandamentalformeln. 

Wenn  drei  in  einem  Punkte  zusammentreffende  Ebenen  auf 
ein  beliebiges  Koordinatensystem  bezogen,  also  ihrer  Lage  nach  ge- 
geben sind,  so  können  dieselben  auch  als  neue  Koordinaten  ebenen 
genommen  werden,  und  es  entsteht  dann  die  Frage  nach  den  neuen 
Koordinaten,  welche  irgend  ein  Punkt  im  Baume  bei  seiner  Be- 
ziehung auf  das  zweite  Koordinatensystem  erhält.  Die  primitiven  Ko- 
ordinaten des  Punktes  F  mögen  x^  y^  jT,  die  sekundären  Koordinaten 
desselben  a?',  j/,  s!  heissen,  femer  nennen  wir  a,  6,  c  die  auf  das 
ursprüngliche  System  bezogenen  Koordinaten  des  neuen  Koordinaten- 
anfanges, endlich  p^i  Pyt  Pz  die  auf  den  Ebenen  yz^  zx^  xy  er- 
richteten Normalen,  durch  deren  Bichtungen  sich  die  Stellungen 
der  entsprechenden  Ebenen  bestimmen. 

I.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Koordinatenverwandlung 
in  dem  Falle,  wo  die  neuen  Ebenen  parallel  zu  den  ursprünglichen 
liegen,  also  auch  die  gleichnamigen  Achsen  beider  Systeme  parallel 
sind;  wir  nehmen  dann  die  positiven  J  in  demselben  Sinne  (d.  h. 
nach  derselben  Gegend  des  Baumes  hin)  wie  die  positiven  x^  ebenso 
+  y  im  Sinne  von  +y  und  -f^e'  im  Sinne  von  +;?.  Hieraus  folgt 
unmittelbar,  dass  beide  Koordinatensysteme  zur  Kongruenz  gebracht 
werden  können,  wenn  man  die  yjer- Ebene  in  der  Bichtung  der  po- 
sitiven X  parallel  mit  sich  selbst  um  a  verschiebt  und  wenn  man 
gleichzeitig  mit  der  £rx- Ebene  eine  ähnliche  Verschiebung  um  h^ 
sowie  mit  der  ary- Ebene  eine  Verschiebung  um  c  vornimmt  Dem- 
gemSss  hat  man  die  Gleichungen 

Fort  a.  SoblOmlloh,  anal.  Gcom.  II  ^ 
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1)  x=^a  +  x\       ^  «  ft  -h  y,       Ä  «  c  +  ;e', 

welche  ganz  allgemein  giltig  sind,  wenn  man  inmier  die  möglichen 
verschiedenen  Zeichen  der  darin  vorkommenden  Koordinaten  be- 
rücksichtigt. 

n.  Wir  betrachten  zweitens  den  Fall,  wo  beide  Koordinaten- 
systeme einen  gemeinschaftlichen  Anfangspunkt  besitzen,  ohne  dass 
aber  irgend  eine  der  neuen  Achsen  mit  einer  Achse  des  prhnitiTen 
Systemes  zusammenfUlt.  Wo  nun  auch  der  Punkt  xyz  oder  J^i 
liegen  möge,  so  ist  doch  sein  Radiusvektor  r  immer  derselbe,  gleich- 
giltig,  ob  man  ihn  auf  das  eine  oder  andere  Koordinatensystem 
bezieht;  eben  deswegen  ist  auch  die  rechtwinklige  Projektion  von  r 
auf  irgend  eine  Gerade  s  in  beiden  Fällen  die  nämliche,  was  wir 
durch  die  (wegen  r^^v^^  identische  Gleichung  r  cos  (rs)'='r^  cos  [f^sj 
ausdrücken  können.  Projizieren  wir  statt  r  die  aus  or,  y,  r  be- 
stehende gebrochene  Linie,  ebenso  statt  r'  die  aus  x\  y,  /  zusammen- 
gesetzte  gebrochene  Linie,  so  verwandelt  sich  die  vorige  Gleichung 
in  die  nachstehende: 


2) 


I       X  COS  (xs)  +  y  cos  {ys)  +  z  cos  (jss) 


Fig.  26. 


o/  cos  (x/s)  +  y  ^os  (jf's)  +  ä'  cos  (is'«), 

welche  als  die  Quelle  aller  folgenden  Formeln  zu  betrachten  ist. 
Zunächst  wollen  wir  die  beliebige  Gerade  .s  der  Beihe  nach 
mit  den  auf  den  Ebenen  yz^  ex^  xy  errichteten  Senkrechten  p,,  j)„ 
Pt  zusammenfallen  lassen.  Dabei  unterscheiden  wir  an  diesen  Nor- 
malen eine  positive  und  negative  8eite; 
die  positive  Seite  von  Px  soll  n&mlich 
diejenige  sein,  welche  nach  der  posi- 
tiven Seite  der  x  gerichtet  ist,  in 
gleicher  Weise  nehmen  wir  die  posi- 
tiven Seiten  von  Py  und  jj,  im  Sinne 
der  positiven  y  resp.  z.  Dies  lässt  sich 
auch  so  ausdrücken:  wenn  man  von 
einem  Punkte  2\  dessen  drei  primitive 
Koordinaten  positiv  sind,  welcher  also 
innerhalb  des  von  den  positiven  Teilen  der  Koordinatenebenen  ge 
büdeten  Körperwinkels  liegt,  Senkrechte  TU,  TV,  TW  auf  die 
Koordinatenebenen  herablässt,  so  ist  Px  ^  TJT  positiv  in  der  föch- 
tung von  U  nach  T,  und  dem  entsprechend  p^  «=  VT,  jj,  —  W  T. 
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Femer  soll  im  folgenden  der  Winkel  zwischen  zwei  Geraden  immer 
als  Winkel  zwischen  deren  positiven  Teilen  verstanden  und  von  0® 
bis  180^  gezählt  werden.     Hiemach  ist 

für   5  - 1?,,       L  {ys)  «  L  {zs)  «  90^ 
und  aus  der  Gleichung  2)  fliessen  jetzt  die  folgenden  Relationen 

X  cos  (xp:g)  =-  x'  cos  (ß/ p^)  +  y'  cos  (t/Px)  +  ^  COS  (^l?ar), 

3)    \ycos  (ypy)  «  x*  cos  {oJ py)  +  y'  cos  (t/pp)  +  nf  cos  (/py)^ 
z  cos  (gpt)  -«  a;'  cos  (xfp,)  +  t/  cos  (j/p,)  +  «^  cos  {tf  Pt) . 

Für  den  Gebrauch  dieser  Transformationsformeln  ist  zu  jner- 
ken,  dass  erstens  die  linker  Hand  vorkommenden  Winkel  (xp^)^ 
(yPy)j  ^Pt)  &ls  bekannt  anzusehen  sind,  weil  sie  aus  den  bekannten 
Koordinatenwinkeln  {xy\  (2x\  (jßz)  abgeleitet  werden  können,  und 
dass  zweitens  die  rechter  Hand  vorkommenden  neun  Winkel  gegeben 
sein  müssen,  weil  durch  sie  die  Lage  der  neuen  Koordinatenachsen 
gegen  die  Normalen  Px^  j?y,  Pz  festgestellt  wird.  Übrigens  be- 
stehen zwischen  den  genannten  neun  Winkeln  noch  drei  Glei- 
chungen, nämlich  die  Relationen,  welche  überhaupt  für  je  drei 
Richtungswinkel  gelten. 

Will  man  die  Anwendung  der  Normalen  i>x,  jp^,  p»  vermeiden 
und  unmittelbar  die  Winkel  zwischen  den  sekundären  tmd  primitiven 
Achsen  in  Rechnimg  bringen,  so  braucht  man  die  willkürliche  Ge- 
.  rade  s  nur  der  Reihe  nach  mit  den  ursprünglichen  Achsen  der  j, 
y  und  z  zusammenfallen  zu  lassen.  Die  Gleichung  2)  liefert  dann 
die  folgenden  Beziehungen: 

X  -{•  ycos  {yx)  +  ^  cos  {zx) 

^  od  cos  (x^x)  +  j/  cos  (i/x)  +  ff  cos(z  x)y 
X  cos  (xy)  +  y  +  zcos  (zy) 

«=  ä;'  cos  ipdy)  -\- 1/  cos  (y'y)  +  /  cos  {sdy\ 
X  cos  (xz)  +  y  cos  {jyz)  +  z 

«  od  cos  (J  z)  +  ^  cos  (i/z)  +  ^d  cos  (ffe)» 

Bezeichnen  wir,  wie  firüher,  die  Cosinus  der  Koordinaten winkel  {yz\ 
(zx)^  {xy)  mit  of,  jS,  y,  den  Ausdruck 

l  +  2a/3y-a*-|3*~/ 

mit  J*,  und  setzen  wir  femer  abkürzend 

8* 
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a/  cos  {Jx)  +  y  cos  (j/x)  +  £  cos  (Jx)  —  X, 
a!  cos  (a/y)  +  3/  C05  (y'y)  +  nf  cos  {s!y)  =  Y, 
a/  cos  {J b)  +t/  cos  (t/z)  +  gf  cos  (ßfg)  «  Z, 

so  fahrt  die  Auflösung  der  vorigen  drei  Gleichungen  zu  den  fol- 
genden Transformationsformeln: 

(1  -  O  X-  (y  -  aß)  Y-  {ß  -  ya)  Z 

(1  ^  ß')  T^  (a  ->  ßy)  Z--{y--  aß)  X 

— • 


4) 


y 


Yon  den  hierin  vorkommenden  zwSlf  Winkeln  sind  znnilchst  (xy). 
(ex)  und  (^<!)  tinndttelbar  bekannt;  jede  der  drei  Gruppen 

(Jx),        (a/y),         i^z), 

it/"),        (j/y),        (»'*'), 

enthält  die  Richtungswinkel  einer  sekundären  Achse  gegen  die  pri- 
mitiven Achsen;  zwischen  den  Winkeln  einer  Gruppe  besteht  also 
jedesmal  die  überhaupt  far  drei  Richtungswinkel  geltende  Glei- 
chung, und  demnach  dürfen  aus  jeder  Gruppe  nur  zwei  Winkel 
gegeben  werden. 

in.  Wenn  das  neue  Koordinatensystem  dem  ursprüngUclieD 
weder  parallel  liegt,  noch  denselben  Anfangspunkt  besitzt,  so  kann 
man  sich  durch  den  Koordinatenanfang  0'  des  sekundären  Systems 
ein  drittes  System  gelegt  denken,  dessen  Achsen  den  primitiven  Ko- 
ordinatenachsen in  gleichem  Sinne  parallel  sind.  Die  Koordinaten 
des  Punktes  xye  in  Beziehung  auf  dieses  intermediäre  System 
mögen  rro^o^o  ^^issen;  es  ist  dann 

5)  x^ü  +  Xq^       y^^  +  Poi     e^c  +  ZQ. 

Das  intermediäre  System  der  XqPqZq  hat  femer  mit  dem  System  der 
x'j/sf  den  Koordinatenanfang  gemein  und  daher  sind  auf  dieses  die 
Formeln  3)  oder  4)  anwendbar,  indem  man  Xqj  y^,  Zq  för  x,  y,  - 
schreibt.  Weil  ferner  Xq//Xj  yo//y^  ^o//^i  ^^  stimmen  die  Winkel 
(x'xq)^  {oiy^  etc.  mit  den  Winkeln  (a/a?),  (a/y)  etc.  überein  und  es 
bedarf  daher  überall,  wo  Winkel  vorkommen,  nicht  mehr  der  In- 
dices.  Nach  Ermittelung  von  x^^  y^,  Zq  geben  nun  die  Formeb  5» 
a?,  y,  z  ausgedrückt  durch  a/,  3/,  sf-^   also  erstens,   wenn  man  die 
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Richtungen  der  neuen  Achsen  durch  die  Winkel  zwischen  ihnen  und 
den  Normalen  der  ursprünglichen  Eoordinatenehenen  fixiert: 
__  ^   ,  ^  cos  (a/px)  +  j/  cos  (i/j?:g)  +  sf  cos  {s/px) 

cos  {XP:^ 

ol  cos  {x^p^  +  y  cos  (y  Py)  +  f/  cos  (/Pg) 

cos  {ypg) 


«) 


X 


a  + 


h  + 


z 


«      ,  ^  co^  {^P^  +j/  cos  (y^p,)  +  f/  cos  {fip,) 


c  + 


cos  {zp,) 

zweitens,  wenn  man  die  Winkel  zwischen  den  sekundären  und  pri- 
mären Achsen  in  Rechnung  bringt  und  die  bereits  in  II  erwähnten 
Abkürzungen  benutzt: 

(1  -  ««)  X-  (y  -  aß)  Y-  {ß  -  ya)Z 


7) 


X 


a  + 


y  =  6  + 


e 


c  + 


(1-/3*)  Y-(a-ßr)Z-{y-aß) X 

si—— ' 

(1-  y^Z  -(<?-  ya)X-(a-ßy)T 


/ 


Diese  ganz  allgemeinen  Formeln  können  auf  ähnliche  Weise 
angewendet  werden,  wie  die  entsprechenden  spezielleren  Formeln 
der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Hat  man  nämlich  zwischen 
den  drei  Koordinaten  a;,  y,  z  eines  Punktes  eine  oder  zwei  Glei- 
chungen, wodurch  entweder  eine  Fläche  oder  eine  Linie  charakterisiert 
wird,  so  führt  die  Substitution  der  für  x,  y,  z  angegebenen  Werte 
m  eben  so  viel  neuen  Gleichungen  zwischen  o/,  y,  /,  d.  h.  zu  den 
Gleichungen  der  nämlichen  Gebilde,  bezogen  auf  das  neue  Koordi- 
natensystem. Nicht  überflüssig  ist  hierbei  die  Bemerkung,  dass  die 
Werte  von  x^  y^  z  nur  die  ersten  Potenzen  von  o/,  y,  J  und  keine 
Produkte  von  zweien  oder  dreien  dieser  Grössen  enthalten;  infolge 
dieses  Umstandes  ist  jede  resultierende  Gleichimg  zwischen  o;',  y,  s! 
immer  von  demselben  Grade,  wie  die  ursprüngliche  Gleichung  zwi- 
schen X,  y  und  z,  • 

§  21. 
Transformation  rechtwinkliger  Systeme. 


Die  überaus  häufige  und  meistens  bequeme  Anwendung  des 
rechtwinkligen  Koordinatensystems  erheischt  noch  eine  nähere  Unter- 
suchung des  speziellen  Falles,  wo  die  Systeme  xyz  tmd  a/y/ 
rechtwinklig  sind  und  einen  gemeinschaftlichen  Anfangspunkt  be- 
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sitzen.     Es  ist  dann  a«=6=«c«=0,  L  (xy)  «=  L  {zx)  -»  L  (yjs)  —  90^, 
und  überhaupt  für  jede  beliebige  Gerade  s 

L  (sp:,)  =  L  (sx) ,       L  (spy)  =  L  (sy) ,       L  {sp,)  «  L  (sz) ; 

die  Formeln  6)  und  7)  des  vorigen  Paragraphen  geben  jetzt  über- 
einstimmend 

X  ^  J  cos  (x'x)  +  y  cos  (j/x)  +  gf  cos  {f^x\ 

1)  \  y  ^  x/  cos  {x^y)  +  %f  cos  (Jy)  +  ^  cos  (/y\ 

z  ^  J  cosix! z)  +  y*  cos^y' z)  +  sf  cos(/ z). 

Zwischen  den  Cosinus  der  neun  vorkommenden  Winkel  finden  fol- 
gende Beziehungen  statt:  erstens  hat  man  für  die  drei  Richtungs- 
winkel von  jeder  der  neuen  Achsen: 

Icos^  {pdx)  +  cos^  (x'y)  +  cos^  (a/je?)  —  1 , 
cos^ {y^x)  +  cos* (j/y)  +  cos^(j/z)  -=  1 , 
co^  (/x)  +  cos*  (/y)  +  cos^  {J  z)  ^  1\ 

weil  femer  die  neuen  Eoordinatenwinkel  {j/sf)y  (^^)  und  (x'i/'i 
rechte  Winkel  sein  sollen,  so  ist 

cos{^x)cos{j/  x)  +  cos(j/y)  cos{sfy)  +  cos{y'z)  cos{a^  z)  =  0, 

3)    .  co8(^^x)cos(xfx)  +  cos(/y)cos{xfy)  +  cos{z^z)cos(x'g)^^0y 

cos{3ifx)cos(i/x)  +  cos(3ify)cos{i/y)+cos(x^z)cos(f/£)  -=  0. 

Umgekehrt  kann  man  auch  von  dem  Systeme  x^^nf  zum  Systeme 
xyz  übergehen,  indem  man  jenes  als  das  primitive  und  dieses  als 
das  sekundäre  betrachtet;  hierzu  bedarf  es  keiner  neuen  Bechnimg, 
sondern  nur  einer  gegenseitigen  Vertauschung  von  x  mit  o/,  p  mit 
y'  und  z  mit  js';  die  resultierenden  Formeln  sind: 

IJ  ^  XC08  (xsf)  +  ycos  {yJ)  +  zcos  {zaf\ 
y'  '^xcos{xi/)  +  yco8{yt/)  +  zco8(z^\ 
i!  ^^  xcos  {xd)  +  y  cos  (ysf)  +  zcos  (zuf)^ 

und  zwar  gelten  für  die  Eichtungswinkel  der  Achsen  von  x,  ^,  - 
gegen  die  Achsen  rr',  y\  d  die  Gleichungen 

[  cof?{xx^)  +  cos*(x^)  +  C0S^{xff)  —  1, 

5)  co^  (y/)  +  cos^  (yt/)  +  cos^  (yz^)  =  1 , 
cos^  (zxf)  +  cos^  (z^)  +  co^  {zfl)  «  1 , 

endlich,  weil  die  Winkel  {yz\  (zx)  und  (xy)  rechte  Winkel  sind, 

cos(yx/) cos (zx^)  +  cos (y^)  cos (z^)  +  cos(ysf) cos (jet J5^  «» o, 

6)  I  cos {zj)  cos  (xaf)  +  cos (zt/)  cos  (xi/)  +  cos (zjs!)  cos  (x je:')  «=  o, 
cos  (xoi)  cos  (yxT)  +  cos(xi/)  cos (yi/)  +  cos {xsf)  cos (y /)  «.  o . 
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Um  kurz  zu  sein,  bezeichnen  wir  die  Cosinus  der  Richtungs- 
winkel von  J  gegen  die  Achsen  der  x^  y^  z  der  Beihe  nach  mit 
cf,  a\  J\  und  dementsprechend  die  Cosinus  der  Richtungswinkel 
von  i/  und  s!  mit  ß^  ß\  jS"  und  y,  y\  /';  die  bisherigen  ölei- 
chtmgen  lauten  dann: 

Ix^  ax'  +  ßi/  +y^', 

/  «2+  «'*+  a"2==  1,        ßy  +  |S7+  ^"/«  0, 

8)     bnr+r^«!,        ya +  /«'  +  /'«"- 0,  }      9) 
y2  ^  /«  +  /'2  «.  I5        aß  +  cfß'+  a"/3"  «  0; 

und  umgekehrt: 


10) 


11) 


xf  =  ctx  +  a'  y  +  a"g, 
!/''ßx+ß'y+ß"e, 
^  =  yx  +  y'y  +  /'«, 

«"»+  ß"*+  /'*-=  1,       ««'  +  /J^    +  y/   -  0. 


a 


2 


12) 


An  dieses  Formelsystem  knüpfen  sich  drei  wesentliche  Be- 
merkungen. 

a.  Durch  die  Gleichungen  8)  und  9)  ist  ausgesprochen,  dass 
die  beiden  Koordinatensysteme  rechtwinklig  sind;  das  Nämliche  liegt 
in  den  Gleichungen  11)  und  12)  ausgedrückt,  mithin  müssen  diese 
sich  aus  jenen  herleiten  lassen.  Es  ist  nichts  weniger  als  über- 
flüssig, dies  direkt  nachzuweisen,  weil  man  dabei  noch  einige  andere 
brauchbare  Relationen  gewinnt. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichimgen  in  Nr.  9)  findet  man  durch 
Entwickelung  von  a'  und  a" 


a  ■« 


ß"r  -  ßf 


a. 


«"  = 


ßy'-ß'y 


ß'f-ß'y'      "      ß'r"-ß"7' 

und  durch  Substitution  in  die  erste  der  Gleichungen  8) 

{iß'y"-ß'yy+(ß"r  -  ßr"y+  (.ßy'-ß'yY)  «* 

-(ß'7"-ß"7T 
Nun  ist  der  Koeffizient  von  a*  identisch  mit  der  Differenz 

(/S»+  ß"+  ß'")  {y*+  y"+  /'*)  -  ißy  +  ß'v'  +  ß"y")\ 

deren  Betrag,  zufolge  der  übrigen  Gleichungen  in  Nr.  8),  die  Ein- 
heit ausmacht;   die  vorige  Gleichung  vereinfacht  sich  demnach  zu 

9^.       ...'-' 


f 


n 


,v,u.  •') 


lU. 
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«' -  iß' y"  -  ß" r'y, 

und  daraus  folgen  nach  dem  Obigen  die  analogen  Gleichungen 

«"'{ß"Y-ßr"r,      J'^-^ip^-ß'yf. 

Ähnliche  Beziehungen  sind  leicht  für  ß^  ß\  ß*'  und  y,  /,  /'  zu  erhal- 
ten, überhaupt  ergiebt  sich  folgendes  System  von  neuen  Gleichungen: 

«  -±(ßY-ß^'y'\  ß  -±(/«"-y"«'),  7^(«'|3"-«7), 
««'=±((3"y-^/'),  ^'-±(/'«-y«"),   /-±(«"^-«n 


1 

I 


Aus  der  ersten  und  zweiten  der  Gleichungen  8)  ziehen  wir  Emer 

oder  (*^*  +  ""*)  ^'''*  ~  '^"^^  "  (^  -  "*)  (*  ~  ^'^ 

a'*ß'*+  <^*ß"'+  a"*ß'*+a"*ß"*+a*+ß*-a*ß*'-  1; 

sabstitniert  man  f&r  a*ß*  seinen  der  letzten  Gleichimg  in  Nr.  9) 
entnommenen  Wert,  nämlich 

«'*(?'*+  2«'a"/S'(J"+  «"*+  ß"*, 
80  wird  ans  der  vorigen  Gleichung 

a*+ß'+(a'ß"-a''ß'y~l, 
d.  L  unter  Rücksicht  auf  die  dritte  Gleichung  in  Nr.  13) 

a^+ß^  +  y^^l. 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  hier  die  erste  Gleichung  in  Nr.  11)  abge- 
leitet wurde,  lassen  sich  die  übrigen  Gleichungen  derselben  Gruppe 
beweisen. 

Setzen  wir  in  der  soeben  entwickelten  Formel  ftlr  er,  ^,  y  ihre 
nach  Nr.  13)  bestimmten  Werte,  so  erhalten  wir 

(ß'f-ß''ry+  (/«"-/'«?+  {c!ß"^J'ßy^  1; 
die  linke  Seite  ist  identisch  mit 

(«'*  +  ß'^  +  /»)  («"» +  (3"»  +  /'«)  -(«-«"+  ß'  ß"  +  //•)* 

oder  vermöge  der  schon  bewiesenen  zweiten  und  dritten  Gleichung 

in  Nr.  11)  einerlei  mit 

und  nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  geht  die  letzte  Gleichung 
in  die  dritte  Gleichung  der  Gruppe  12)  über.  Auf  analoge  Weise 
ergeben  sich  die  übrigen  Gleichungen  derselben  Gruppe. 

b.  Eine  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  Frage,  ob  die 
Achsen  in  beiden  rechtwinkligen  Koordinatensystemen  in  derselben 
Ordnung  aufeinander  folgen  odej  nicht.  Denken  wir  uns  n&ndicb 
das  sekund&re  System  so  weit  herumgewendet,  dass  die  positire 
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SeitrO  der  a:- Achse  mit  der  positiven  Seite  der  o?'- Achse  zasammen- 
fällt,  so  können  wir  durch  Drehung  des  sekundären  Systems  um 
die  ii'- Achse  auch  den  positiven  Teil  der  y'- Achse  mit  dem  po- 
sitiven Teile  der  y- Achse  zur  Kotocidenz  bringen,  und  gleichzeitig 
muss  nun  die  «'- Achse  in  die  £?- Achse  zu  liegen  kommen.  Dabei 
sind  aber  zwei  Fälle  zu  unterscheiden;  nämlich  entweder  fällt  die 
positive  Seite  der  ;5'- Achse  mit  der  positiven  Seite  der  ät- Achse 
zusammen,  oder  umgekehrt  ist  es  die  negative  Seite  der  jer'- Achse, 
welche  auf  die  positive  Seite  der  £f- Achse  zu  liegen  kommt.  Im 
ersten  Falle  lassen  sich  beide  Systeme  zur  Kongruenz  bringen  und 
mögen  homologe  Koordinatensysteme  heissen,  im  zweiten  Falle 
können  sie  nur  als  symmetrisch  -  gleiche  betrachtet  werden,  was 
durch  die  Bezeichnung  symmetrische  Koordinatensysteme  ausge- 

* 

druckt  werden  soll. 

Die  Formeln  7),  8),  9)  beziehen  sich,  wie  aus  ihrer  Herleitung 
unmittelbar  erhellt,  auf  beide  Arten  von  Koordinatensystemen;  das- 
selbe gilt  von  den  abgeleiteten  Gleichungen  3),  letztere  enthalten 
aber  das  Mittel  zur  analytischen  Sonderung  ^  der  genannten  Fälle, 
und  zwar  sind  es  die  doppelten  Vorzeichen^  wodurch  die  Unter 
scheidimg  herbeigeführt  wird.     Setzen  wir 

so  Mit  j/  mit  X  zusammen,  d.  h.  es  wird 

fl/  =  o;; 


nehmen  wir  gleichzeitig 


so  wird 


1,     r  =  o, 


bei  zwei   homologen  Systemen  muss  nun  f/  mit  z  zusammenfallen, 

also  ,  ,, 

y  =  0,       /=0,       /'-+!, 

werden,  bei  zwei  symmetrischen  Systemen  dagegen  würde  sich 

ergeben  müssen.  In  der  That  liefert  die  letzte  Gleichung  in  Nr.  1 3) 
vermöge  der  für  a,  a,  j3,  jS'  angenommenen  Spezialwerte  ]'"=±  1, 
und  der  Vergleich  mit  dem  vorigen  lehrt  nun,  dass  das  obere  Zei- 
chen fibr  homologe,  das  untere  für  symmetrische  Koordinatensysteme 
gilt/  Durch  die  nämlichen  Substitutionen  überzeugt  man  sich  leicht, 
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dass  in  den  Gleichungen  13)  überhaupt  immer  die  positiven  Vor- 
zeichen den  homologen  und  die  negativen  den  symmetrischen  Ko- 
ordinatensystemen entsprechen.    7    j^Uj^^i'  */f^  t  ^^  ^Vi  /r» 

c.  Da  zwischen  den  neun  Cosinus  a,  a\  . . . .  y"  sechs  Glei- 
chungen bestehen,  so  dürfen  nicht  mehr  als  drei  derselben  wülkörHcb 
angenommen  werden,  und  zwar  nur  solche,  die  nicht  gleichzeitig 
in  einer  der  sechs  Gleichungen  8)  oder  11)  vorkommen.  Drei  der- 
artige Grössen  sind  z.  B.  a,  ß\  y";  die  Bestimmung  der  übrigen 
sechs  Grössen  geschieht  dann  auf  folgende  Weise. 

Von  der  Summe  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  in  Nr.  ^) 
subtrahieren  wir  die  dritte  Gleichung  in  Nr.  11),  ebenso  von  der 
Summe  der  ersten  und  dritten  Gleichung  in  Nr.  8)  die  zweite  Glei- 
chung in  10),  endlich  von  der  Summe  der  zweiten  und  dritten  Glei- 
chung in  8)  die  erste  Gleichung  in  10);  wir  erhalten  so  die  BelatioDeD 

a^  +/58+a'« +  ][?'««  1  +  /'«, 

in  denen  rechter  Hand  nur  bekannte  Grössen  vorkommen.  Nach 
Nr.  13)  haben  wir  ferner  für  homologe  Systeme: 

15)     aß'-Jß^y",        y'a-ya^^ß',        |S'y"  ~ /5"/«  c, 

dagegen  für  symmetrische  Systeme: 


14) 


aß'-u'ß-^-f,     y"a-ya"~-ß',     ß'y"  -  ß>'y' ^  -  a, 
SO  dass  es  nur  einer  Änderung  der  Vorzeichen  von  a,    ß\  y    w- 
darf,  um  zwei  homologe  durch  zwei  symmetrische  Systeme  zu  er 
setzen.      Subtrahieren   und   addieren   wir   das   Doppelte    der  Glei- 
chung 15)  zu  den  Gleichungen  14),  so  finden  wir 

(a  -  ß'Y  +(ß+  «')*  =  (1  -  /)*, 
(tc  +  ß'y+iß  _„')«  =  (1  +  y")»; 

(«  -  /')*+  («"+  r?  -  (1  -  (5?, 

iß'-  /')*+  (y'  +  ß'7-  (1  -  «)*, 
iß'+  y")*+  (y'  -  ß"y-  (1  +  «)*; 

die   linker   Hand   zuerst   stehenden   Ausdrücke   sind    bekannt,   die 
vorigen  Gleichungen  führen  daher  zu  den  folgenden: 


(5  -  „'  =  ]/(i  +  y>y  _  («  +  ßj. 


§  21.  Transformation  rechtwinkliger  Systeme. 


123 


«"  +  /  -  V^(l  -  n  -(a-  y")\ 

«"  -  y  -  Vil  +  ß'y  -  («  +  y")'; 
/  +  ß"-  V(l  -  «)«  -  (ß'-  /')», 

/  -  ?"-  V(H-«)*  -(|3'+yT 
Maa  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  hieraus  die  sechs  unbe- 
kannten ß,  a',  «",  y,  y',  /3"  durch  Addition  und  Subtraktion  ab- 
leiten lassen;  vorher  wollen  wir  aber  bemerken,  dass  die  unter 
den  Wurzelzeichen  stehenden  Quadratdifierenzen  in  Produkte  zer- 
legbar sind;  setzen  wir  nämlich  zur  Abkürzung 

(  l  +  a-ß'-y"^A, 
l-a  +  ß'-y"-B, 
•l-a-ß'+y"^C, 
l  +  a  +  ß'+y"~D, 

so  lauten  die  obigen  Gleichungen 

ß  +  J-YÄB,       «"+y  =  l/lC,       y' -I- /J" - V^, 
ß-c/  =  YCI),       a"-y  =  yBD,       y'-ß"  —  yÄJ). 
Die  Werte  der  unbekannten  sind  hiernach  für  homologe  Systeme: 

js  =  t (>/Zb -f  Ycii),     y  -{- {y'Ac - Vbb\ 

VCD), 


16) 


17) 


«'  -=  I  (yßÄ 

(Vcä+Vbd), 


yf='fiVBC+VAI)l 


1 

'2 


/3"==  l-iycB-^yAi)). 

Nach  der  früheren  Bemerkung  führt  die  Änderung  der  Vorzeichen 
von  a,  ß\  y"  zu  den  entsprechenden  Formeln  för  symmetrische 
Systeme.     Setzen  wir  demgemäss  zur  Abkürzung: 

l-«  +  j3'-fy"-^,, 

l  +  a-ß'+y"^B„ 

l  +  a  +  ß'-f=C„ 

li-«-^'-y"-A, 

so  haben  wir  die  für  symmetrische  Koordinatensysteme: 

ß-'i- (Yä^b] + i/^jö,),    y  =  f  (Ylic,  -  Yb,  d\X 

j~\{yB,Ä,-Yc;B;),  / = i- ()/^ + i/5;ä), 


18) 


19) 


{-  (1/c,  A,  +  Yb,  a),    |S"=  1-  (v'c^  -  YA  A)- 

Hinsichtlich  der  Realität  der  sechs  Grössen  |3,  y,  a ,  /,  a",  /3" 
bemerken  wir  noch  folgendes.  In  den  Gleichungen  18)  kommen 
alle  Kombinationen  zu  je  zweien  aus  i4,  B,  C,  2)  vor;  besitzen  nun 
irgend  zwei  dieser  Grössen  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  wird 
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eine  der  Unbekannten  /?,  y,  «',  / ,  a",  ß"  imaginär,  mithin  das  be- 
treffende Koordinatensystem  unmöglich.  Zur  Bealität  der  verlangten 
Transformation  gehört  also,  dass  die  Grössen  A^  -B,  C,  D  dasselbe 
Vorzeichen  haben,  und  zwar  kann  dieses  nur  das  positive  Zeichen 
sein,  weil  -4  +  i?  +  C4--D  =  +  4  ist;  dabei  bleibt  aber  die  Mög- 
lichkeit, dass  die  eine  oder  andere  der  genannten  Grössen  ver- 
schwindet. Die  Bedingung  der  Bealität  der  ersten  Transformation 
besteht  also  darin,  dass  keine  der  Grössen  -4,  B,  C,  D  negativ  ist. 
Eine  ähnliche  Bemerkung  gilt  für  die  zweite  Transformation  mittels 
der  in  18)  und  19)  angegebenen  Werte. 

§22. 

Anderes  Verfahren  anr  Transformaflon  rechtwinkliger 

Systeme. 

Die  Koordinatenverwandlung  nach  den  im  vorigen  Paragraphen 
entwickelten  Formeln  hat  in  manchen  Fällen,  bei  denen  es  nicht 
auf  eine  sehr  symmetrische  Rechnung  ankommt,  die  Unbequemlich- 
keit, dass  ausser  den  gegebenen  drei  Grössen  (a,  ß\  /')  noch  zehn 
andere  (A^  B^  C^  D^  ß^  y^  a\  y\  c!\  /3")  im  Auge  behalten  werden 
müssen,  und  es  ist  daher  nicht  überflüssig,  ein  anderes  Formel- 
system kennen  zu  lernen,  worin  ausser  den  primitiven  und  sekun- 
dären Koordinaten  nnr 
noch  drei  Winkel  vor- 
kommen, welche  die  Lage 
des  neuen  Koordinaten- 
systems gegen  das  ur- 
sprüngliche feststellen. 

Die  Ebene  J^  schnei- 
de die  Ebene  xy  in  einer 
Geraden,  die  wir  0X| 
nennen  wollen  und  deren 
Lage  durch  den  Winkel 
XOXj  bestimmt  wird, 
den  sie  nodt  der  positiven 
Seite  der  o:- Achse  ein- 
schliesst.  Wir  bezeichnen 
diesen  Winkel  mit  %\)  und  zählen  denselben,  von  OX  ausgehend,  im 
Sinne  derjenigen  direkten  Drehung,  mittels  welcher  die  positive  Seite 
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der  X-Achse  durch  90*^  hindurch  in  die  positive  Seite  der  y- Achse 
übergeführt  werden  kann.  Femer  sei  O  der  Neigungswinkel  der 
JtV"  Ebene  gegen  die  xy- 
Ebene;  er  möge  in  dem- 
selben Sinne  genommen 
werden,  wie  eine  Drehung 
von  der  positiven  Seite 
der  y  -Achse  nach  der  po- 
sitiven Seite  der  ^er- Achse, 
so  dass  also  in  dem  Falle, 
wo  OX^  mit  OX  identisch 
wäre,  die  Drehung  um  T'i 
0^  bis  zur  Kolncidenz  der 
Ebene  xy  mit  der  Ebene 
j/y  in  gleicher  Bichtung 
mit  der  Drehung  ge- 
schehen wfede,  welche  0  Y 

m  OZ  überfuhrt.  Endlich  bezeichne  cp  den  Winkel  zwischen  OX^ 
und.  der  positiven  Seite  der  a/- Achse;  die  Drehungsrichtung  von  (p 
sei  dieselbe  wie  von  i^,  so  dass  also  in  dem  Falle  '9'«0  der  Win- 
kel (p  als  Fortsetzung  von  ^  erscheinen  würde  (Z-XOX'=tf;-|-<p 
für  ^«0).  Durch  die  Winkel  if;,  ^,  tp  ist  die  Lage  der  positiven 
Seite  OX'  der  a;- Achse  bestimmt;  die  positive  Seite  OY^  der 
y- Achse  liege  von  OX'  aus  nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin, 
wie  Oy  von  OX  aus  gerechnet.  Was  endlich  die  Achse  der  s!  be- 
trifft, so  erstreckt  sich  bei  zwei  homologen  Systemen  ihre  positive 
Seite  OZ'  nach  derselben  Gegend  des  Raumes,  wie  OZ^  bei  sym- 
metrischen Systemen  nach  der  entgegengesetzten  Seite. 

Aus  diesen  Bestimmungen  erkennt  man  leicht,  dass  sich  das 
primitive  System  durch  drei  aufeinander  folgende  Drehungen  in 
das  sekundäre  überführen  lässt;  man  hat  erstens  das  primitive  Sy- 
stem in  direktem  Sinne  um  die  Achse  der  z  zu  drehen,  bis  OX  mit 
0X|  zusammenfällt,  mittels  einer  zweiten  direkten  Drehung  um  die 
Gerade  OX^  bringt  man  die  Ebenen  xy  und  x'y'  zur  Kolncidenz, 
zugleich  fällt  OZ  mit  OZ^  oder  mit  der  entgegengesetzten  Seite 
von  OZ^  zusammen,  jenachdem  die  Systeme  homolog  oder  sym- 
metrisch sind;  mittels  einer  dritten  direkten  Drehung  um  die  ge- 
meinschaftliche  «f- Achse   bringt   man   endlich  OXj   nach  OX'  und 
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zugleich  die  beiden  Systeme  entweder  zur  Kongruenz  oder  zur  sym- 
metrisch entgegengesetzten  Lage.  Diese  Bewegungen  werden  durch 
die  sphärischen  Dreiecke  anschaulich,  welche  entstehen,  wenn  man 
aus  dem  gemeinschaftlichen  Koordinatenanfange  0  als  Mittelpunkt 


»ig.  29. 


Fig.  so. 


mit  dem  Halbmesser  »=  1  eine  Kugelfl^Lche  beschreibt  und  die  Ko- 
ordinatenebenen erweitert,  bis  sie  die  fläche  in  grössten  Kreisen 
schneiden.  Ist  nämlich  XYZ  das  dem  primitiven  Koordinaten- 
systeme entsprechende  sphärische  Dreieck,  Z'  Y'Z'  der  Repräsen- 
tant des  sekundären  Systems  und  X^  der  Durchschnitt  von  X  Y  mit 
Z'r',  so  ist  XXj  ==!(;,  Z.rXiX'«d,  XiZ'— 9;  nach  der  ersten 
Drehung  hat  das  Dreieck  X  YZ  die  Lage  X,  Y^  Z,  nach  der  zweiten 
entweder  die  Lage  X^YgZ',  oder  bei  stattfindender  Symmetrie  dif 
Lage  Xj  Y^  Z^ ,  nach  der  dritten  Drehung  ist  es  entweder  mit  X' }'  / 
zusammengefallen  oder  ihm  symmetrisch  entgegengesetzt. 

Die  genannten  Bewegungen  lassen  sich  analytisch  mittels  de> 
bekannten  Satzes  verfolgen,  dass  zwischen  den  primitiven  und 
sekundären  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  uv  in  der 
Ebene  die  Gleichungen 

f*  —  tt'  C05  00  —  f/  sin  (ö,       t;  «  m'  sin  00  +  t/  cos  » 

stattfinden,  in  denen  oo  den  Winkel  bezeichnet,  um  welchen  da^^ 
primitive  System  uv  m  direktem  Sinne  gedreht  werden  muss,  damii 
die  positive  Bichtung  der  w- Achse  mit  der  positiven  Richtung  der 
t*'- Achse,  und  ebenso  die  positive  Seite  der  v- Achse  mit  der  posi- 
tiven Seite  der  v'- Achse  zusanamenMle.  Bei  der  ersten  Drehung 
bleiben  die  z  ungeändert,  weil  OZ  die  feste  Drehungsachse  war: 
dagegen  haben  wir,  wenn  die  Koordinaten  in  Beziehung  aui  die 
Achsen  OX^  und  OY^  mit  x^  und  y^  bezeichnet  werden: 
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Nach  der  zweiten  Drehung  haben  die  Eoordinatenachsen  die  Lagen 
OXj,  OFj,  0Y\  wobei  wir  homologe  Systeme  voraussetzen;  hier 
ändern  sich  die  x^^  nicht,  dagegen  verwandeln  sich  y^  und  z  in  y^ 
and  if-,  denmach  ist 

2)  y^^  y^cos^  —  iif  sin&^      e  ^  y^sin^  +  sf  cos^. 

Bei  der  dritten  Drehung  bleiben  die  sf  ungestört;  dagegen  geht  x^ 
m  3^  \md  y^  in  y'  über,  dies  giebt: 

3)  Xi  '^  x!  cos  ip  —  i/  sin  g>y     y^^  J  sin  q>  +  t/  cos  tp. 

Für  symmetrische  Systeme  würden  die  Gleichungen  von  ähnlicher 
Form  sein  und  sich  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  —  s!  an  der 
Stelle  von  J  stünde.  Nach  Elimination  von  Xj,  yj,  y^  erhalten 
wir  nun  folgende  Formeln  zur  Eoordinatenverwandlung 

X  =»  a/  {cos  (f  cos  'tjj  —  sin  q>  sin  if;  cos  d") 

—  y  (sin  q>  cos  tl;  +  cos  g>  sin  i/;  cos  d) 
±:  z^  sin^  sin^^ 

y  =^  J  {cos  q>  sin  i\>  +  sin  q>  cos  i/;  cos  O) 

—  t/ {sin (psin^f  —  costp  cos y\>  cos ^) 
HF  js'  cos'^^f  sin-O", 

z  ^  od sinq>  sin^  +  i/ cosrp  sin^  ±:s! cos^'^ 

darin  beziehen  sich  die  oberen  Vorzeichen  auf  homologe,  die  unteren 
auf  symmetrische  Koordinatensysteme. 

Durch  Vergleichung  der  Formeln  4)  mit   den   früheren   For- 
meln 7)  oder  l)  in  §  21  ergeben  sich  die  Beziehungen: 


4) 


ß  - 


ß'- 
ß"' 

.-ff. 


cos{Jx) 
cos{i/x) 
cos  {ff  x) 
cos  {Jy) 
cos{i/y) 
cos{z'y) 
cos{J  z) 
cos{f/z) 
cos  {z*  z) 


cosfp  cos^  ^  sin  q>  sin  rjf  cos  ^, 

—  sin  ff  cos  ^  —  cos  q>  sin  H»  cos  O, 
±  sinrff  sin^'^ 

cos  q>  sirni*  +  sin  (p  cos  ^f  cos  O, 

—  sinq>  sin^  +  cos <p  cos  V'  cos O, 
±  cos  il^  sin&; 

sinrp  sin^^ 
cos  g)  m  0-, 

±  VOSd', 
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Fig.  91. 


X( 


Man  kann  diese  Belationen  auch  mittels  der  sphärischen  Trigono- 
metrie  erhalten,  wie  wir  kurz  an  zwei  homologen  Systemen  mit 

Eücksicht  auf  die  vorhin  benntzt^» 
Figur  nachweisen  woUen.  In  dem  Drei- 
ecke XXjX'  kennt  man  XX^  —  ti», 
XjX'  «  g>,  Z-  XX^X'  «  180«^-  ^, 
mithin  ist  nach  der  Fondamentalfor- 
mel  der  sphärischen  Trigonometrie 

(cosX'X) 
^casipcas^+sinqfsin^cosilBO^-'^)] 
in  dem  Dreiecke  XX^Y^  findet  sich  ans 
XXi-t/;,  Xir*=90H<r,  LXX^T 
=  180® -'9', 
co5(r'Z)=  CO«  (90®+  (r)cos  fp  +  sin (90^ +tp) sin Mf  cos (lS0^-9i)\ 

im  Dreiecke  XX^Z' ist  XXi=t/;,  ZiZ'«90®,  LXX^Z'^9(f-^, 

"^*^^°     cos{Z*X)  -  cosdO^cos  t/;  +  sin  90®sm  ^p  cos(90®  — &). 

Von  dem  Dreiecke  X^XT  kennt  man  XiX'-=g>,  Xir-90®-i, 
L  YX^X' «  -9,  man  hat  folglich 

cos(X^Y)  «=  cosq>  cos(90®—  i/;)  +  5tWT  ^«(90®—  t|;)cos^; 

im  Dreiecke   X^YY'  ist  Xir'-90®+<r,   X^Y^dO^-n;  und  der 

eingeschlossene  Winkel  «-«O",  also 

cos  (  r'  r) = cos{90^+  t)  eos(90®-  V') +sin(90®+  (p)  sin  (90®-  tf')«»^; 

das    Dreieck    XjYZ'    enthält    XiZ'«90®,    Xir«90®-i|;    und 

L  rX^;?'«  90®+  O  und  giebt 

cos{Z^Y)  -  C05 90®cos(90®-  V')  +  si« 90®^n(90®- 1/') <w(90H^^. 

Weil  femer  aus  naheliegenden  Gründen  LXj^Z'X^^'q)  und  ZZ  ^9 
ist,  so  hat  man  in  dem  Dreiecke  X' Z^  Z  die  bekannten  Stücke 
ZZ^^a,  X'i:'-90®,  Z.X'Z'Z«90®- T,  mithin 

cos  (X'Z)  «  cos  &  cos  90®  +  sm  0  ««  90®  cos  (90®  —  ip); 

im  Dreiecke  Y'Z'Z  kennt  man  r'Z'«90®,  ZZ' —  d,  L  F'/^^ 
==LX^7J  Xi  «  <r,  folgüch  ist 

cos  (X' Z)  —  cos  ^  cos  90®  +  sin  0-  sin  90®  cos  q>\ 
endlich  hat  man  unmittelbar  wegen  Z^  Z  ^^  & 

cos  (Z' Z) --^  cos  ^. 


Diese  Formeln  stimmen  mit  den  vorigen  far  a,  jS,  ;-,  a 


überein,   doch    würde    der   Nachweis   ihrer  Allgemeingiltigkeit  ein 
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näheres  und  umständliches  Eingehen  auf  alle  möglichen  Kombi- 
nationen spitzer  und  stumpfer  9,  i|;,  &  erfordern,  während  die  erste 
Herleitung  von  selbst  völlig  allgemein  ist. 

Durch  Substitution  der  Werte  von  er,  ß^  •  •  •  /'  "i  ^0  ö"lei- 
chungen  10)  des  vorigen  Paragraphen  ergeben  sich  die  folgenden 

Formeln: 

'  a/  -*  X  {cos  q>  cos^if  —  sin  q>  sin  ^  cos  d) 

+  V  {cos  q>  sin^  +  sin  q>  cos  H>  cosd) 

+  zsinq>  sin  0; 

5 )  ^  y  =-  —  a;  {sin  g>  cos^  +  cos  g>  sin  »^  cos  d^) 

—  y  {sin  g>  sin^f  —  cos  q>  cos  Hf  cos  d) 
+  z  C08(p  sin  ^, 

i/  •^  ±:  {x  sin  tj/  sin  &  —  y  cos  riß  sin  ^  +  g  cos  O), 

welche  den  Übergang  vom  sekundären  zu  dem  primitiven  Systeme 
vermitteln. 

Wir  erwähnen  endlich  noch  einige  besonders  häufig  vorkom- 
mende Spezialfälle  der  Gleichungen  4).  Wenn  die  Durchschnitts- 
linie OXi  der  Ebenen  xy  und  a/j/  zugleich  die  2; -Achse  ist,  so  hat 
man   »1/  =  0,  mithin 

X  '^  oif  cos  (p  —  y^  sin  % 

6)  y  —  a;'  sin  q>  cos  &  +  t/  cos  q>  cos  ^  T^  J  sin  O, 
e  ^  X*  sin  g>  sin  ^  +  ^  cos  tp  sin  &  ^g/  cos  ^. 

Wird  die  Linie  OX^  zur  Achse  der  ä'  genommen,  so  giebt 
dies  9)  «»  0,  also 

IX  —  X'  cos  *p  —  j/  Sinti/  COS&  ±  ^  sin  t/;  sin  0, 
y  ^  s/  sin'ii;  +  ^  cosjif  cos^  ^  i/  cos  t/;  sin  ^, 
z  ^  j/ sind-  ±  f/  cos 0. 

Von  diesen  Formeln  wird  oft  in  dem  noch  spezielleren  Falle  Gre- 
brauch  gemacht,  wo  sämtliche  Punkte  des  sekundären  Systems 
in  einer  Ebene  liegen,  welche  man  zur  o/^'- Ebene  wählt;  es  ist 
dann  j?'  «»  0,  mithin 

X  ^  x'  cos  tij  —  1/  sin  xlt  cos  &, 

y  —  aj'  «n  t/^  +  t/  cos  ^  cos  -ö-, 

z  ^y^  sin^. 

Haben  beide  Systeme  nicht  denselben  Koordinatenanfang,  so  be- 
zeichne man  die  ebenen  Koordinaten  von  &  mit  a  und  b  und  setze 
dann  a?  —  a  für  a?,  sowie  y  —  b  fftr  y,  wobei  aber  nicht  zu  übersehen 

Furt  u.  Sehlömilch,  aiiftl.  Geom.  II.  9 
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8) 


Fig.  8t. 


ist,   dass  a  und  b   der   primitiven   Gleichung   von    OX'  genflgen 
müssen;  man  hat  jetzt: 

X  '^  a  +  xf  cos^f  —  i/  cos^  sin  if', 
y  »^h  +  a^  stif^  +  t/  cos^  cos  % 
z  ^  i/  sin  &, 

Dieselben  Formeln  können  auch  unabhängig  von  dem  vorigen 
durch   eine   einfache   geometrische  Betrachtung  gefunden  werden. 

Ist  nämlich  BX^  die  Horizontalspnr 
der  Ebene  -BC,  in  welcher  ein  Punkt 
P  liegt,  der  Winkel  zwischen  OX  und 
BX^  gleich  i^,  der  Neigungswinkel 
der  Ebene  BC  gegen  die  Ebene  xji 
gleich  &\  femer  (fX^  der  positive 
Teil  der  a/- Achse  mit  Of  als  Anfang 
der  neuen  rechtwinkligen  Koordinaten, 
so  hat  man  in  der  ersten  Figur  (f  l! 
-  J,  VP  «  y\ 

z^PP  ^'ij  sin^,       L^P'  =  y  cos^. 

Femer  ist  in   der  zweiten  Figur,   welche  die  Horizontalprojektion 
der  ersten  darstellt,  i.  O'X'^  =  Z.77P'J?  «  i/;  und 

X  —  a^  IJQ  —  IJB  -=^x^ cos^—  iJP^sin  ^^ 
y  -  2;  «  0'^  +  BP'  -  x' sin ^  +  L'P'.cosif, 

woraus  man  vermöge  des  Wertes  von  L'F^ 
X  die  obigen  Formeln  erhält.  Sind  die  Winkel 
Vf  und  ^  nicht  unmittelbar  gegeben  und 
ist  dagegen  nur  die  Gleichung  der  Ebene 
BC  bekannt,  so  bedarf  es  erst  der  Er 
mittelung  von  cos  %  sift  i^,  cos  ^,  sin  ^. 
Sie  geschieht  auf  folgende  Weise.  Die 
Gleichung  der  Ebene  sei 

9)         Ax  +  By+  Cz^  B, 

mithin  die  Gleichung  ihrer  Horizontalspur: 

Ä  D 

Ax  +  By  -^D    oder    ^  *=  ""  "g  ^  +  "g ; 


man  hat  nun  erstlich 


tan<p — 1 
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folglich,  wenn   das  Wurzelzeichefl  im  absoluten  Sinne  genommen 
nnd  Ä  stets  als  positiv  angesehen  wird, 

B  Ä 


cos^  ^  — 


sm  %if  — 


femer  hat  man  f&r  den  Neigungswinkel  & 

C 


Yä^+B*' 


cos^  «= 


+  J8«+C*' 


Yä^+B^+C^ 
mithin  durch  Substitution  der  vier  angegebenen  Werte 


10) 


X  ='  a  — 


y  =  h  + 


A 


z  = 


]/(^«  +  B*)  {A*  +  5»  +  C*) 
j_  BC  j 


s/, 


wobei  zu  berücksichtigen  ist,  dass  immer  die  Gleichung 

11)  ^a  +  J5ft  =  D 

erföUt  sein  muss.  Nicht  selten  wählt  man  zum  neuen  Koordinaten- 
an&ng  Cf  den  Fusspunkt  des  Perpendikels  vom  ursprünglichen  Ko- 
ordinatenanÜEuig  0  auf  die  Horizontalspur  B^  der  gegebenen 
Ebene;  für  diesen  Fall  sind  die  Werte  von  a  und  h 

Die  Formeln  10)  vermitteln  analytisch  dieselbe  Operation,  wekhe 
in  der  deskriptiven  G-eometrie  als  ümlegung  einer  Ebene  in  die 
Horizontalebene  bekannt  ist. 
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§23. 
Entstehung  und  Gleichung  der  Oylinderflächen. 

Wenn  eine  Gerade  so  bewegt  wird,  dass  sie  einer  bestimmten 
Bichtung  parallel  bleibt  und  gleichzeitig  eine  gegebene  einfach  oder 
doppelt  gekrümmte  Linie  fortwahrend  schneidet,  so  entsteht  eine 
Fläche,  die  im  allgemeinen  eine  Cylinder fläche  genannt  wird; 
die  bewegliche  Gerade  heisst  ihre  Erzeugungslinie  und  die  Kurre. 
an  welcher  letztere  hingleitet,  die  Direktrix  oder  Leitlinie  der 
Mäche.  Durch  die  Bichtung  der  erzeugenden  Geraden  und  dmth 
die  Direktrix  ist  die  Natur  der  Fläche  völlig  bestimmt  und  man 
kann  daher  die  Aufgabe  stellen,  aus  jenen  Daten  die  Gleichung  der 
Cylinderfläche  abzuleiten. 

Wir  betrachten  zunächst  den  zwar  speziellen  aber  sehr  gewöhn- 
lichen Fall,   wo  die  Direktrix  eine  ebene  krumme  Linie  ist,  und 

nehmen  ihre  Ebene  zur  Koordinaten- 
ebene  xy.  Die  Direktrix  lässt  sich 
dann  als  die  stetige  Folge  der  jy 
Spuren  aller  erzeugenden  Geraden, 
d.  h.  als  ory-Spur  der  Fläche  selbst 
ansehen.  Man  hat  nun  erstens  för  jeden 
Punkt  P  einer  zwar  veränderlichen, 
aber  einer  bestimmten  Bichtung  pa- 
rallelen Geraden  die  Gleichungen 

x^  Az  +  Xq,       y^Bz  +  y^, 

worin  A  und  B  die  konstanten  Bichtungskoefßzienten,  x^  und  %  die 
Teränderlichen  Koordinaten  der  jry-Spur  der  erzeugenden  (Jeraden 


1) 
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darstellen;  weil  femer  die  genannte  Spur  (Pq)  auf  der  gegebenen 
Direktrix  liegen  soll,  so  müssen  Xq  und  y^  einer  gegebenen  Glei- 
chung, nämlich  der  Gleichung  der  Direktrix,  genügen,  welche  durch 

dargestellt  werden  möge.  Aus  den  vorhandenen  drei  Gleichungen 
ergiebt  sich  eine  einzige  Gleichung  zwischen  o:,  y,  z^  nämlich  die 
Gleichung  der  Cylinderfläche,  wenn  man  x^  und  y^  eliminiert;  das 
Resultat  dieser  Elimination  kann  in  der  Form 

:-3)  F{x  -  Az,  y  -  Bz)  =  0 

dargestellt  werden. 

Ist  zweitens  die  Direktrix  eine  doppelt  gekrümmte  Kurve,  so 
müssen  zwei  ihrer  Projektionen  gegeben  sein;  nehmen  wir  hierzu 
die  Projektionen  auf  die  xz-  und  yr- Ebene,  so  haben  wir  zwei 
Gleichungen  von  den  Formen 

4)  fp{x,z)^0,       ^(y,  ^)-=0. 

Die  erzeugende  Gerade,  deren  Gleichungen  wiederum 

5)  x---  ÄZ  +  Xq,       y^Bz  +  y^ 

sein  mögen,  schneidet  der  Voraussetzung  zufolge  die  Direktrix  in 
einem  Punkte,  dessen  Koordinaten  r^,  y^^  z^  heissen  mögen  und 
för  welche  die  vier  Gleichungen 

zusammen  gelten.  Durch  Elimination  von  x^^  y^^  z^  folgt  hieraus 
eine  Gleichung  zwischen  Xq  und  ^q,  d.  h.  die  Gleichung  von  der 
xi/-Spur  der  Fläche.     Bezeichnen  wir  diese  Gleichung  durch 

1)  -P'(iro,yo)-0, 

SO  ist  jetzt  die  Sache  wie  vorhin  und  es  ergiebt  sich  wiederum 

8)  F{x  -  Az.y-  Bz)  «  0 
als  Gleichung  der  Cylinderfläche. 

Beispielsweise  erwähnen  wir  diejenige  Cylinderfläche,  deren 
Direktrix  irgend  eine  Kurve  zweiten  Grades  ist;  als  Gleichung  der 
Leitlinie  haben  wir  in  diesem  Falle 

9)  ax^^+ßy^^+  2ya;oyo+  2da:o+  2eyo+  »^  =  0, 

mithin    als   Gleichung    der   entsprechenden   Cylinderfläche   zweiten 

Grades 

a{x  -  Azy+  ß{y-  Bzy+  2y{x  -  Az)  {y  -  Bz) 

+  2d{x'-Az)  +  2B{y-Bz)  +  it~0. 


10)   { 
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Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  in  Nr.  8)  entwickelte  allge- 
meine Gleichung  der  Cylinderfläche  in  dem  Falle,  wo  die  /;- Achse 
parallel  zur  Eichtung  der  erzeugenden  Geraden  gelegt  wird;  man 
hat  dann  -4  =  jB  =  0,  folglich 

11)  F(a?,  y)  «  0,       {e  beliebig). 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  im  wesentlichen  nicht  yon  jener 
der  ebenen  Direktrix;  in  der  That  erhellt  auch  unmittelbar  von 
selbst,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung  jeder  Punkt  anf 
der  CyUnderfläche- liegt,  dessen  o;^- Projektion  der  Direktrix  ange- 
hört und  dessen  z  beliebig  ist. 

Schnitte  der  Cylinderflächen.  Unter  den  verschiedenen 
Lagen,  die  eine  Ebene  gegen  eine  Cylinderflftche  haben  kann,  sind 
folgende  hervorzuheben.  Die  Ebene  kann  erstens  parallel  ssur 
0?^- Ebene  sein;  man  hätte  dann  in  Nr.  11)  dem  z  einen  konstanten 
Wert  zu  erteilen,  da  aber  z  in  der  Gleichung  selber  nicht  vor- 
kommt, so  bleibt  letztere  dadurch  ungeändert,  d.  h.  alle  Parallel* 
schnitte  der  Cylinderfläche  sind  kongruent,  was  auch  geometrisch 
unmittelbar  erhellt.  Die  Ebene  kann  zweitens  parallel  zur  Bichtang 
der  erzeugenden  Geraden,  also  der  js:- Achse  parallel  sein;  ihre 
Gleichung  lautet  unter  dieser  Voraussetzung 

12)  ^  +  |--.i,       (5f  beliebig) 

und  wenn  wir  sie  mit  der  Gleichung  11)  zusammenhalten,  so  be- 
kommen wir  diejenigen  Punkte,  welche  die  Ebene  mit  der  Cylinder- 
fläche gemein  hat.  Dabei  bleibt  z  immer  beliebig  und  es  besteht 
daher  die  Beihenfolge  der  gemeinsamen  Punkte  jedenfalls  in  einer 
oder  mehreren  Geraden,  deren  a;^/- Spuren  durch  die  Gleichungen  11) 
und  12)  oder  die  nicht  wesentlich  davon  verschiedenen 

bestimmt  werden.  Schneiden  sich  die  durch  vorstehende  Glei- 
chungen ausgedruckten  Spuren  der  Cylinderfläche  und  der  Ebene  in 
einer  Partie  von  Punkten,  so  schneidet  die  Ebene  die  Cylinderfläche 
in  eben  so  viel  Geraden,  welche  der  Bichtung  der  Fläche  parallel 
sind;  berühren  sich  jene  Spuren  in  einem  Punkte,  so  berührt  die 
Ebene  die  Cylinderfläche  längs  einer  Geraden;  haben  endlich  jene 
Spuren  keinen  Punkt  gemein,  so  liegt  die  Ebene  völlig  ausserhalb 
der  Cylinderfläche.     Eine  ganz  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 
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13)  A,x  +  B^y  +  C,e  ^  D, 

sein  möge,  schneidet  im  allgemeinen  die  Cylinderflftche  in  einer 
krummen  Linie.  Die  Projektionen  der  letzteren  erhält  man  dadurch, 
dass  man  die  Gleichung  13)  mit  der  Gleichung  der  Cylinderflftche 
zusammen  nimmt  und  eine  der  Koordinaten  x^  y^  z  eliminieit;  die 
Elimination  von  z  gieht  die  Gleichung  der  a;y- Projektion  der  Durch- 
schnittslinie, die  Elimination  von  y  liefert  die  Gleichung  der  a:£r- Pro- 
jektion, die  Elimination  von  x  die  Gleichung  der  ^/^'Pi'ojektion. 
Will  man  dagegen,  wie  es  in  vielen  Fällen  wünschenswert  ist, 
die  Gleichung  der  ebenen  Durchschnittslinie  selber  haben,  so  be- 
darf es  einer  Transformation  der  Koordinaten,  und  zwar  wählt  man 
dabei  die  schneidende  Ebene  zur  Ebene  der  neuen  xy^  wie  dies 
in  den  Formeln  8)  bis  12)  in  §  22  geschehen  ist;  setzt  man  die 
für  X,  y,  z  dort  angegebenen  Werte  in  die  Gleichung  der  Cylinder- 
fläche  ein,  so  erhält  man  augenblicklich  eine  Gleichung  zwischen 
den  neuen  ebenen  Koordinaten  der  Durchschnittslinie,  d.  h.  die 
Gleichung  der  letzteren.  Hiemach  findet  man  z.  B.  sehr  leicht, 
dass  jeder  Schnitt  einer  Cylinderfläche  zweiten  Grades  aus  einer 
Kurve  zweiten  Grades  besteht. 

Berührungsebenen,  Tangenten  und  Normalen  der 
Cy linderflächen.  In  dem  vorigen  liegt  bereits  ein  Mittel  zur 
Auffindung  derjenigen  Ebene,  welche  eine  gegebene  Cylinderfläche 
in  einem  gegebenen  Punkte  P  berührt.  Man  zieht  nämlich  die 
durch  P  gehende  erzeugende  Gerade,  legt  durch  ihre  xj/'^pur  eine 
Tangente  an  die  gleichnamige  Spur  der  Fläche  und  konstruiert  die 
Ebene,  welche  jene  Erzeugungslinie  und  diese  Tangente  enthält; 
die  hiermit  bestinunte  Ebene  berührt  die  Cylinderfläche  längs  jener 
erzeugenden  Geraden.  Jede  durch  den  Berührungspunkt  der  Tan- 
gentialebene gehende,  in  dieser  Ebene  selbst  liegende  Gerade  heisst 
eine  Tangente  der  Cylinderfläche;  die  auf  der  Berührungsebene 
in  einem  ihrer  Berührungspunkte  P  errichtete  Senkrechte  nennt 
man  die  Normale  der  Fläche  im  Punkte  P. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  wollen  wir  den  ellip- 
tischen Cylinder  genauer  betrachten. 


136  Fanftds  Kapitel.   Die  Cylinderflftchen. 

§24. 
Der  elliptisolLe  Oylinder. 

Durchschneidet  man  einen  beliebigen  elliptischen  Cylinder  mit- 
tels einer  auf  der  Richtung  der  erzeugenden  Geraden  senkrechten 
Ebene,  so  ist  die  entstehende  Durchschnittslinie  eine  geschlossene 
Kurve  zweiten  Grades,  d.  h.  eine  Ellipse,  und  es  kann  daher  jeder 
schiefe  elliptische  Cylinder  auch  als  gerader  elliptischer  Gjlinder 
angesehen  werden.  Denken  wir  uns  diesen  senkrechten  Querschnitt 
als  Direktrix  der  Fläche,  nennen  a  die  grosse,  h  die  kleine  Halb- 
achse der  Ellipse,  und  beziehen  die  Fläche  auf  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem,  dessen  a;- Achse  mit  a  und  dessen  y- Achse  mit 
b  zusammenfallt,  so  ist  die  Gleichung  der  Fläche 

1)  $+^°^'       (*^«"«^'8)- 

Durch  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  legen  wir  ferner 
eine  Ebene,  deren  Horizontalspur  mit  der  o;- Achse  den  Winkele 
einschliessen  und  deren  Neigungswinkel  gegen  die  x^- Ebene  —  ^ 
sein  möge;  ihr  Durchschnitt  mit  der  Fläche  ist  dann  eine  Eurre, 
deren  Gleichung  in  ebenen  Koordinaten  durch  die  Substitutionen 

X  ^  X*  cos^f  —  ^  sin  1/;  cos  O, 
y  «  x! sin t^  +  ?/'  co5  V'  cos^y 
z  ^  i/  sin& 

erhalten  wird.     Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 


+ 


also  im  allgemeinen  immer  eine  Ellipse.  Von  Interesse  ist  dabei 
die  Untersuchung,  ob  die  fragliche  Ellipse  nicht  unter  Umständen 
zu  einem  Kreise  werden  könnte,  in  welchem  Falle  die  Gleichung 
zu  der  Form 

IT  r* 

gelangen  müsste.  Hierzu  würden  nun,  da  a>&  und  cos^  im  all- 
gemeinen von  Null  verschieden  ist,  die  folgenden  Bedingungen  ^^ 
forderlich  sein: 
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darans  folgt  entweder 


a« 


Cö5?|;  «  0,   mithin   5ini^  —  1    und    cos^d'  =  -j? 


oder 


5tn  4;  «  0,  „  C05  t/;  -B  1        „        C05*  0  «a  -  j 


Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  wegen    r  ^  ^  unmöglich,  dagegen 

liefert  die  andere  zwei  Beantwortungen  der  Frage,  nftmlich 

.    &         ^          ^            ^ 
C08&  ^  +   ■'   und    COS&  =^ 

a  a 

Jeder  elliptische  Cjlinder  lässt  sich  also  auf  zwei  verschiedene  Arten 
in  Kreisen  durchschneiden  und  kann  daher  auf  doppelte  Weise  als 
schiefer  Kreiscylinder  betrachtet  werden.  Bemerkenswert  ist  da- 
bei, dass  der  Neigungswinkel  der  Kreisebene  gegen  die  x^- Ebene 
mit  dem  Winkel  übereinkommt,  unter  welchem  die  Excentricität 
der  Ellipse,  vom  Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  aus  gesehen, 
erscheint. 

Nehmen  wir  die  Ebene  eines  der  Ejreisschnitte  als  neue  xy- 
Ebene  und  den  Mittelpunkt  des  Ejreises  zum  Anfangspunkte  eines 
rechtwinkligen  Koordinatensystems,  so  ist  die  Gleichung  der  Hori- 
zontalspur, die  wir  jetzt  auch  als  Direktrix  betrachten  können, 

^0*  +  2^0^  "=  »"^ 
wir  bezeichnen  femer  mit 

X  —  Az   und   y  =  Bz 

die  Gleichungen  derjenigen  Geraden,  welche  durch  den  Ejreismittel- 
punkt  parallel  zu  den  erzeugenden  Geraden  liegt  (der  sogenannten 
Cylinderachse)  und  haben  jetzt  als  Gleichung  des  schiefen  Kreis- 
cylinders  oder  des  ursprünglich  elliptischen  Cylinders 

2)  {x  -Aey+(y--  Bef  «  rK 

Um  die  Natur  des  Durchschnittes  beurteilen  zu  können,  wel- 
chen irgend  eine  Ebene 

3)  A^x  +  B^y  +  C^z  ^  D, 
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mit  dem  yorigen  Cylinder  bildet,  erörtern  wir  zuerst  den  Fall,  wo 
die  genannte  Ebene  zur  BerÜbrungsebene  wird.  Hierzu  gehört 
erstens,  dass  die  Ebene  parallel  zur  Richtung  der  erzeugenden  Ge- 
raden (oder  der  Cjlinderachse)  liegt,  was  durch  die  Bedingungs- 
gleichung 

4)  AA^+  BB^+C^^O 

ausgedrückt  wird;  zweitens  ist  erforderlich,  4ass  die  Horizontal- 
spur der  Ebene  die  Horizontalspur  der  Cjlinderflftche  berfthre.  Die 
Gleichungen  der  beiden  genannten  Spuren  sind 

und  die  Bedingrung  der  tangentialen  Lage  der  Geraden  gegen  den 
Kreis  wird  durch  die  Gleichung 

5)  (ili«+V)»-*--»i* 

ausgedrückt,  wie  man  u.  a.  durch  die  Bemericung  finden  kann,  dass 
die  Entfernung  der  Geraden  vom  Koordinatenan&nge  gleich  dem 
Badius  des  Kreises  sein  muss.  Sind  nun  die  Bedingungen  4)  imd  5) 
gleichzeitig  erfüllt,  so  berührt  die  Ebene  den  Cylinder  längs  einer 
Geraden;  ist  nur  die  erste,  nicht  aber  die  zweite  Bedingung  erfoUt, 
so  hat  die  Ebene  mit  der  Cylinderfläche  entweder  zwei  oder  gar 
keine  Gerade  gemein;  ist  endlich  auch  die  Bedingung  4)  nicht  er- 
fQllt,  so  schneidet  die  Ebene  die  Cylinderfläche  in  einer  Ellipse, 
die  im  speziellen  Falle  auch  zu  einem  Kreise  werden  kann. 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  dienen  zur  Lösung  der  Aufgabe, 
„durch  einen  gegebenen  Punkt  STip^js^  eine  Berührungsebene  an  die 
Cylinderfläche  zu  legen".     Nennen  wir 

Ä,^  +  B^ri  +  C,i  ^  D, 
oder  kürzer 

6)  L^  +  Mji  +  NS--1 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  so  haben  wir  erstens  als  Be- 
dingung, dass  sie  durch  den  Funkt  ^i^x^i  geht, 

Lx,+  My,  +  Ng^^l, 

ferner  als  Bedingungen  der  Berührung  mit  der  Fläche 

ÄL  +  BM+N'^O, 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  ergeben  sich  die  Werte 


j 
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r  [(r,  -  A,,y+{y,-Be,)'^ ' 

r  (yi  -  Bz,)  T  (t,  -  Az,)  Vjx,  -  Az,y+  (y,  -  Bg,y  -  r« 

r  [(j-,  -  Ag,y  +  (y,  -  B«,)1 
.V (4i  +  BM). 

Man  erkennt  hieraus,  dass  keine  Berührongsebene  möglich  ist,  wenn 

(x,-Az,y+iy,-Bz,y<r», 

d.  h.  wenn  sich  der  Punkt  ii\y i^i  innerhalb  des  von  der  Cylinder- 
fläche  umschlossenen  Raumes  befindet,  dass  zweitens  eine  einzige 
Tangentialebene  existiert,  wenn 

(r,-Az,y+iy,-Bz,y--f', 

in  welchem  FaUe  der  Punkt  x,  yj^j  auf  der  Cylinderfläche  selber 
liegt,  und  dass  drittens  zwei  verschiedene  Berührongsebenen  mög- 
lich sind,  wenn 

{x,-Az,y+iy,-Bz,y>r^ 

d.  h.  wenn  der  Punkt  x^PiiSi  sich  in  dem  von  der  Fläche  ausge- 
schlossenen Baume  befindet.  Schreiben  wir  im  zweiten  Falle  ein- 
fach x,  ^,  £  für  jTj,  2/n  ^1»  so  sind  die  obigen  Werte 

,       i'-Äz       __      y-Bz      „  A{x''Az)+B{y^Bz) 

und  mithin  lautet  die  Gleichung  der  Berührungsebene 

7)     {x-Az)l'^{y-Bz)7i-[A{x--Az)  +  B{y^Bsi)\t^r\ 

wobei  nicht  zu  übersehen  ist,  dass  hier  x,  y,  z  unveränderlich  sind, 
wenn  |,  »7,  ^  sich  ändern. 

Als  Gleichungen  derjenigen  Geraden,  welche  die  Berührungs- 
ebene im  Punkte  xyz  senkrecht  schneidet,  findet  man  noch 

{[A{x--Az)  +  B{y^Bz)-\{}'-x)  +  {x'-Az){i-z)'-0, 
'    \[A{x^Az)  +  B{y^Bz)\{ri-y)  +  {y"Bz){i-z)^0', 

dies  sind  die  Gleichungen  der  im  Punkte  xyz  auf  der  Cylinder- 
fläche  errichteten  Normalen. 
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§25. 
Entstehung  und  Gleichung  der  Kegelflächen. 

Wenn  eine  Gerade  so  bewegt  wird,  dass  sie  einerseits  immer 
durch  einen  bestimmten  festen  Punkt  geht  und  andererseits  eine  ge- 
gebene einfach  oder  doppelt  gekrümmte  Linie  fortwährend  sclmeidet^ 
so  entsteht  eine  sogenannte  Kegel  fläche;  der  feste  Punkt  heisst 
der  Mittelpunkt,  die  bewegliche  Gerade  die  Erzeugungslinie 
und  die  feste  Kurve  die  Direktrix  oder  Leitlinie  der  Fliehe. 
Man  muss  sich  dabei  die  erzeugende  Gerade  in  ihrer  ganzen  nn- 
endlichen  Ausdehnung  yorstellen,  und  es  hat  dies  zur  Folge,  dass 
jede  Kegelfiäche  aus  zwei  unendlichen  symmetrisch  gleichen  TeileD 
besteht,  die  sich  im  Mittelpunkte  vereinigen.  Lässt  man  den  Mittel- 
punkt der  Flache  unendlich  weit  tob 
der  Direktrix  wegrücken,  so  degeneriert 
die  Kegelfläche  in  eine  Cylinderflftche 
und  es  kann  daher  diese  als  spezieller 
Fall  von  jener  gelten. 

Wie  aus  der  Entstehungsweise  der 
Kegelfläche  hervorgeht,  ist  letztere  be- 
stimmt, sobald  der  Mittelpunkt  und 
die  Direktrix  ihrer  Lage  nach  gegeben 
sind;  dies  giebt  Veranlassung  zn  der 
Aufgabe,  aus  den  genannten  Daten  die 
Gleichung  der  Kegelfläche  herzuleiten. 
Wir  betrachten  zunächst  den  zwar  speziellen,  aber  sehr  ge- 
wöhnlichen Fall,  wo  die  Direktrix  eine  ebene  Kurve  ist;  ihre  Ebene 
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nehmen  wir  zor  Ebene  xy  und  bezeichnen  die  Koordinaten  des 
Mittelpunktes  mit  /*,  g^  h.  Die  Gleichungen  irgend  einer  durch  den 
Punkt  fgh  gehenden  Geraden  können  jetzt  unter  der  Form 

dargestellt  werden  und  dabei  sind  die  Koordinaten  Xq  und  Pq  ihrer 
a^y-Spur  durch  die  Formeln 

Xq—  f^  —  Mh,       y^—  g^^    Nh 

bestimmt.     Die  Elimination  von  M  und  N  giebt 

als  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die  Punkte  fgh  und  o^q^q  ver- 
bindet. Soll  diese  Gerade  mit  der  erzeugenden  Geraden  (in  irgend 
einer  ihrer  Lagen  gedacht)  identisch  sein,  so  muss  der  Punkt  oTq^q 
der  Direktrix  angehören,  deren  Gleichung  durch 

2)  Fix,,  %)  -  0 

dargestellt  werden  möge.  Nach  Elimination  von  Xq  und  ^q  aus  den 
Gleichungen  1)  und  2)  ergiebt  sich  nun  eine  einzige  Gleichung 
zwischen  x,  y^  z^  nämlich 

3)  fI^^^,    9i^zJ^^0 

\  B  —  h  z  --  h  J 

und  diese  ist  die  Gleichung  der  Kegelfl&che. 

Eine  doppelt  gekrümmte  Direktrix  stellen  wir  durch  zwei 
Gleichungen  dar,  indem  wir  sie  auf  die  Ebenen  xz  und  yz  pro- 
jiziert denken;  die  betreffenden  Gleichungen  mögen  sein 

4)  g>{x,z)'^0,     ^0(y,z)^O. 

Den  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden  geben  wir  wieder  die 
Form 

und  nennen  x^y^z^  den  Punkt,  in  welchem  sie  die  Direktrix 
schneiden.  Für  die  Koordinaten  dieses  Punktes  gelten  zusammen 
die  Gleichungen 

eliminiert  man  aus  ihnen  orj,  y^,  z^^  so  bleibt  eine  Gleichung  zwi- 
schen Xq  und  y^  übrig,  d.  h.  die  Gleichung  der  xy-S^ur  der  Fläche. 
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Bezeichnen  wir  die  so  entstandene  Gleichung  mit 

so  ist  die  Sache  ganz  wie  vorhin  und  es  ergieht  sich  wiederum 


\  z  —  n  z  —  h  / 


als  G-leichung  der  Eegelfläche. 

um  die  Bechnung  zu  vereinfachen,  kann  man  znnftchst  die 
;9- Achse  durch  den  Mittelpunkt  der  FlUche  legen,  es  ist  dum 
f^g^O,  folgHch 

\Ä  — ^       h  —  zJ         ' 


verschiebt  man  nachher  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  in 
Mittelpunkt,  indem  man  z  f&r  h^ z  setzt,  so  wird  noch  einfidier 


4t'  t')-»- 


Beispielsweise  betrachten  wir  den  schiefen  Ereiskegel  D>s 
Koordinatensyst-em  sei  rechtwinklig,  r  der  Halbmesser  der  Direklni, 
die  Koordinaten  des  Kreismittelpunktes  mögen  p  und  q  heissen,  dv 
Mittelpunkt  des  Kegels  liege  auf  der  jer- Achse,  die  Direktrix  in  der 
a;^^- Ebene;  die  Gleichung  der  Leitlinie  ist  in  diesem  Falle 

(xo  -  j))»  +  (yo  -  «)*  -  »^, 
mithin  die  Gleichung  der  Kegelfläche 

Nimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Fläche  zum  Koordinatenan£uig,  so 
dass  nun  die  Direktrix  in  der  Entfernung  h  parallel  zur  neues 
x^- Ebene  Hegt,  so  ist  noch  einfacher 


Ct -)■+ (t' -)'- 


r« 


die  Gleichung  der  Fläche. 

Schnitte  der  Kegelfläche.  Bei  der  ErOrtemng  der  ver- 
schiedenen  Lagen  einer  Ebene  gegen  eine  Kegelfläche  unterscheiden 
wir  die  beiden  Hauptfälle,  ob  die  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  der 
Kegelfläche  geht  oder  nicht.  Findet  das  erste  statt,  so  geben  die 
xy- Spuren  der  Fläche  und  der  Ebene  ein  leichtes  Mittel  an  die 
Hand,  um  die  Natur  des  Durchschnittes  beider  Gebilde  kennen  n 
lernen.    Es  kann  nämlich  die  Spur  der  Ebene  die  Spur  der  Hiebe 
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entweder  in  gewissen  Punkten  schneiden,  oder  in  einem  Punkte 
berühren,  oder  keinen  Punkt  mit  ihr  gemein  }iaben;  im  ersten  Falle 
schneidet  die  Ebene  die  M&che  in  eben  so  viel  erzeugenden  Geraden, 
im  zweiten  Falle  berührt  die  Ebene  die  Fläche  l&ngs  einer  erzeugen- 
den Geraden,  im  dritten  Falle  hat  die  Ebene  ausser  dem  Mittel- 
punkte der  Eegelfläche  keinen  weiteren  Punkt  mit  letzterer  gemein. 
Wenn  dagegen  die  Ebene  nicht  durch  den  Mittelpunkt  der  Eegel- 
fläche  geht,  so  wird  sie  diese  im  allgemeinen  in  irgend  einer  krum- 
men Linie  schneiden.  Die  Projektionen  der  letzteren  findet  man 
dadurch,  dass  man  die  Gleichung  der  Eegelfläche  mit  der  Glei- 
chung der  Ebene  rerbindet  und  eine  der  Eoordinaten  x^y^z  eliminiert; 
die  Elimination  von  z  giebt  die  Gleichung  der  ^^' Projektion  der 
Dnrchschnittslinie,  die  Elimination  von  y  liefert  die  Gleichung  der 
X;?- Projektion,  die  Elimination  von  x  die  Gleichung  der  ^;er- Pro- 
jektion. Will  man  die  Gleichung  der  ebenen  Durchschnittslinie 
selber  haben,  so  bedarf  es  einer  Transformation  der  Eoordinaten, 
und  zwar  wählt  man  dabei  die  schneidende  Ebene  zur  Ebene  der 
neuen  xy^  wie  dies  in  den  Formeln  8)  bis  12)  in  §  22  angegeben 
ist.  Nach  diesen  Bemerkungen  findet  man  z.  B.  leicht,  dass  der 
Schnitt  jeder  Eegelfläche,  deren  Direktrix  eine  Kurve  zweiten  Grades 
ist,  -wiederum  eine  Linie  desselben  Grades  darstellt. 

Berührungsebenen,  Tangenten  und  Normalen  der 
Kegelflächen.  In  dem  vorigen  liegt  bereits  das  Mittel  zur  Eon- 
straktion deijenigen  Ebene,  welche  eine  gegebene  Eegelfläche  in 
einem  bestimmten  Punkte  P  berührt.  Man  zieht  nämlich  die  durch 
P  gehende  erzeugende  Gerade,  legt  durch  ihre  a;^-Spur  eine  Tan- 
gente an  die  gleichnamige  Spur  der  Fläche  und  konstruiert  die  Ebene^ 
welche  jene  Erzeugungslinie  und  diese  Tangente  enthält;  die  hier- 
mit bestimmte  Ebene  berührt  die  Kegelfläche  längs  der  genannten 
erzeugenden  Geraden.  Jede  durch  einen  Berührungspunkt  gehende  in 
dieser  Ebene  liegende  Gerade  heisst  eine  Tangente  der  Fläche;  die 
auf  der  Berührungsebene  in  einem  ihrer  Berührungspunkte  errichtete 
Senkrechte  nennt  man  die  Normale  der  Fläche  in  diesem  Punkte. 

§26. 
Der  elliptisohe  Kegel. 

Wir  betrachten  hier  einen  elliptischen  Eegel,  dessen  Direktrix 
eine  Ellipse  ist  und  dessen  Spitze  in   einer  Normalen  zur  Ebene 


144  Sechstes  Kapitel.  Die  Kegelfl&clien. 

der  Direktrix  liegt,  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Direktrix 
geht.  Die  Direktrix  mag  die  grosse  Halbachse  a,  die  kleine  h 
haben,  die  Entfernung  des  Eegeimittelpunktes  von  der  Direk- 
trix soll  c  heissen,  die  Koordinatenachsen  der  x^  y^  z  legen  wir 
der  Reihe  nach  in  a,  &,  c,  und  haben  so  als  Gleichung  der 
Direktrix 

a«  "^  6*         ' 
femer  als  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden 

mithin  als  Gleichung  der  elliptischen  Kegelfläche 

Noch  einfacher  gestaltet  sich  das  Resultat,  wenn  wir  den  Anfangs- 
punkt der  Koordinaten  in  den  Mittelpunkt  der  Fläche  yerlegen;  die 
Direktrix  liegt  dann  in  der  Entferoung  c  parallel  zur  xy- Ebene 
und  hat 

zur  Gleichung;  für  die  Gleichung  der  Fläche  erhalten  wir 

2         /-,  \2         /^\2 


^)        ©+©-(7) 


Der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  0:*^- Ebene  besteht  aus  zwei 
Geraden,  deren  Gleichungen  lauten 


-».  ©■-(')' 


der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  ys:- Ebene  besteht  gleichfalls 
aus  zwei  durch  die  Gleichungen 

'">•  (i)'-a)' 

bestimmten  Geraden.     Man  erkennt  hieraus  die   geometrische  Be- 

c  c  c 

deutunff  der  Verhältnisse     ~  und  — ;  es  ist  nämlich  —  die  Cotan- 

a  h  a 

gente  des  Winkels  AOZ^  welchen  die  xgSpm  der  Fläche  mit  der 
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^  

2- Achse  einschliesst,  ebenso  —  die  Kotangente  des  Winkels  BOZ 

zwischen  der  ^£f-Spnr  der  Fläche  nnd  derselben  Achse.    Bezeichnen 
wir  die  genannten  Winkel  mit  a 
und  p,   so  können  wir  der  Glei- 
chung 2)  die  Form  J^ —^^ 

3)    x^cofia+y^cot^ß^i^  ^\ft / 

erteilen,  welche  in  manchen  Fällen  \  /:\          / 

bequemer  ist.  /Vi-i<7V 

Eine  durch  die  Gleichnng  »  /    \i  .(            x.     „     ^ 

charakterisierte    Ebene    schneidet      ^^^  ^"""^>.  ] 

die   EegelflSche   in    einer   Eurre, 

deren  Horizontalprojektion  durch  Elimination  Ton  e  gefanden  wird; 

die  betreffende  Oleichnng  lautet: 


,,  /C*      Ä*\    4  ,    /C*      B*\    ,      „  AB 

C  C  Cr 

Man  erkennt  hieraus,  dass  die  Horizontalprojektion  des  Schnittes, 
mithin  auch  letzterer  selbst,  eine  Linie  zweiten  Grades  ist.    Setzen 

wir  zunächst  D  oO  voraus,  in  welchem  Falle  die  Ebene  nicht  durch 

den  Kegelmittelpunkt  (Koordinatenanfsuig)  geht,  so  entscheidet  sich 
die  Natur  des  Durchschnittes  nach  der  bekannten  Regel,  dass  die 
Gleichung 

eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  charakterisiert,  jenachdem  der 
Ausdruck  q% AB 

negativ,  positiv  oder  gleich  Null  ist.     Durch  Anwendung  auf  die 

Gleichung  5)  folgt  der  Satz:  der  Durchschnitt  der  Ebene  mit  der 

Kegelfläche  ist 

eine  ElHpse  für  A^ a^  +  BH'^  <  C^ c\ 
„  Hyperbel  „  A^a^+ :Ph^>  C^c\ 
„     Parabel      „     A^a^  +  B^h^  =  C*c«, 

immer  D'So  vorausgesetzt.  —  Lassen   wir  zweitens  D  in  NuU 

übergehen,  so  reduziert  sich  im  ersten  Falle  die  Ellipse  auf  einen 
blossen  Punkt  und  die  Ebene  hat  dann  mit  der  Kegelfläche  nur  den 

Fort  ii.8ch1öiniloh,  anal.  Geom.  n.  10 
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Eegelmittelpunkt  gemein;  im  zweiten  Falle  degeneriert  die  Hyperbel 
zu  zwei  Geraden;  im  dritten  Falle  verwandelt  sich  die  Parabel  in 
ein^  Gerade  und  die  Ebene  ber&hrt  die  Kegelfl&che  l&ngs  ^eser 
Geraden.  Die  letzteren  Resultate  können  leicht  mittels  der  Direk- 
trix verifiziert  werden      Der  Durchschnitt  der  Ebene 

ÄX  +  By  +  Cz  =  0 
mit  der  Ebene  der  Direktrix  ist  nämlich  fElr  «  ■=  c 

Ax  +  By  -\-  Cc  ^  0, 
d.  h.  eine  Gerade;  diese  hat  mit  der  Direktrix 

a*  ^  6« 
keinen  Punkt  gemein,  wenn  A^a^'\'B^b*<CC^<^'^  sie  schneidet  die- 
selbe in  zwei  Punkten,   wenn  -4*a*+ -B*Z>*>  C^c*;   sie  berührt  die 
Direktrix,   wenn  A^a^  +  B^h^=  C^c^^   hieraus   folgen  unmittelbar 
die  angegebenen  Eigenschaften  der  Ebene. 

Um  die  Gleichung  der  Durch- 
schnittslinie  selber  zu  erhalteiu 
nehmen  wir  die  Schnittebene  FGB 
zur  Ebene  a-'y'  eines  neuen  Ko- 
ordinatensystems; die  Strecke  OG^ 
welche  die  Ebene  von  der  y- 
Achse  abschneidet,  heisse  g^  der 
Anfangspunkt  der  neuen  Koordi- 
naten sei  6r,  femer  GF  die  Achse 
der  positiven  x\  L  GFO  =  ti>  und 
der  Neigungswinkel  HJK  der  Ebene  gegen  die  iry- Ebene  =^ 
Wir  haben  jetzt  nach  den  Formeln  8)  in  §  22: 

rc  ~         cd  cos\\)  —  y  sin  ^  cos  O, 
y^g  +  x!siniij  +  y*  cos  p  cos^^ 

mithin  durch  Substitution  in  die  Gleichung  2)  und  bei  gehSriger 
Anordnung 


Fig.  »7. 


6) 


(a*  —  6*)  m  ifi  cos  i(/  cos  O   , 


*« 


+  2 


o*6» 


*'y' 


+  2^^,'+2^^?^^y  +  g-0. 
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Hieraus  lassen  sich  nach  hekannten  Methoden  die  Achsen  des 
Schnittes  ihrer  Lage  und  Grösse  nach  bestimmen,  wobei  wir  nicht 
weiter  verweilen  wollen.  Von  Interesse  ist  nur  noch  die  Frage, 
ob  die  durch  Nr.  6)  dargestellte  Kurve  nicht  unter  Umständen  zu 
einem  Kreise  werden  kann.     Hierzu  würden  die  Bedingungen 

8)  (a*  —  fe*)  C05  O  €08  ^  sinri;  '^0 

gehören,  von  denen  die  letzte  wegen  der  Voraussetzung  a  >  6  nur 
^^t  0  =  90®   oder  t/;  -  90®   oder   a// -  0® 

erfüllbar  ist.     Für  -0  «  90®  liefert  die  Gleichung  7) 

also  ein  unmögliches  Resultat;  für  V^  "*  90®  wird  aus  Nr.  7) 

1       cos^d'      sin^d'     ^        .    ^       cl/6«-a« 
-V  « — 8 5—    oder   s»ti#-»      .  ^  i 

mithin  O  imaginär  (wegen  &<a);   endlich  fOr  i/;»0  ergiebt  sich 
aus  Nr.  7) 

1       co5*0      «n«0     ^         .    ^      c  l/a*  -  b^ 
^        a^         &'  c«  aVh^  +  c^ 

Giebt  man  dem  för  sind'  erhaltenen  Werte  die  Form 


fC08 1^> 


so  erscheint  ^'nO  als  Produkt  zweier  echten  Brdhe,  mithin  ist  der 
Wert  von  sind  ein  echter  Bruch,  folglich  d  immer  möglich  und 
zwar  zweideutig,  weil  man  dafür  ebensowohl  einen  spitzen  als 
einen  stumpfen  Winkel  nehmen  kann.  Demnach  wird  der  elliptische 
Kegel  durch  zwei  Systeme  von  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten;  alle 
diese  Ebenen  sind  der  2- -Achse  parallel  und  bilden  mit  der  jr^- Ebene 
gleiche  Winkel  entweder  nach  der  positiven  oder  nach  der  negativen 
Seite  der  e  hin.  Stellt  man  die  Gleichung  einer  der  a;- Achse  paral- 
lelen Ebene  in  der  Form 

10)  By  +  Cz^B 

dar,  so  bestimmt  sich  ihr  Neigungswinkel  gegen  die  a;^- Ebene 
durch  die  Formel 

10* 
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coe^  &"  «  -=r^-. — :zi.   oder   sin^  d-  = 


durch  Substitution  des  letzteren  Ausdrucks  folgt  aus  Nr.  9\  daai 

die  Ebene    10)  die  Eegelfläche   in   einem  Kreise    schneidet,  wenn 

die  Bedingung 

B^       c'  (a'  -  h') 

erfüllt  ist. 

Wir  lösen  endlich  noch  die  Aufgabe,  „durch  einen  gegebenen 
Punkt  x^y^Zi  eine  BerOhrungsebene  an  die  elliptische  Kegelfläcfae 
zu  legen".  Da  die  gesuchte  Ebene  jedenfalls  durch  den  Mittelpunkt 
der  Fläche  gehen  muss,  so  ist  ihre  Gleichung  von  der  Form 

Äl  +  Bfi  +  Ct^O-, 

femer  haben  wir,  weil  diese  Ebene  durch  den  Punkt  XiifiZi  gehen 

Äx^  +  Byi  +  Cr,  —  0, 

endlich  wegen  der  verlangten  Berührung 

A^a^+B^^^C^c^. 
Einfacher  werden  diese  Gleichungen,  wenn  wir 

setzen;  die  Gleichung  der  Berührongsebene  ist  dann 

12)  M^  +  Nri  +  t-O 

und  darin  gelten  f&r  M  und  N  die  Bedingungen 

3fa-i  +  Nyi  +  «,  =  0, 
M*a*+N>b*     -c*. 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  sich 


Demnach  sind  zwei  berühreode  Ebenen,  eine  Tangentialebene,  o4eT 
keine  derartige  Ebene  möglich,  jenachdem 

oder 
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(?)'+ m  (?)  ■ 


d.  h.  jenachdem  der  Punkt  x^y^z^  ausserhalb,  auf  oder  innerhalb 
des  Ton  der  Eegelfläche  un^schlossenen  Baumes  liegt.  Schreiben 
wir  im  zweiten  Falle  x^  y^  z  fElr  o;,,  y^,  z^^  so  ist 

i?x  ^   .    c*y 
oder  symmetrischer 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  xyz  der  Kegelfläche  gehenden 
Berühmngsebene. 

Hieraus  findet  man  leicht 

14)   |_^«_:^(f_4     ,_y-_.g(t_,) 

als  Gleichungen  der  im  Punkte  xyz  auf  der  Kegelfläche  errichteten 
Normalen. 

§27. 
Der  elliptische  Kegel  als  schiefer  Kreiskegel. 

Nimmt  man  irgend  einen  Kreisschnitt  des  elliptischen  Kegels 
al;>  neue  Direktrix,  so  kann  der  elliptische  Kegel  auch  als  schiefer 
Kreiskegel  angesehen  werden,  wodurch  die  Formeln  eine  andere 
Gestalt  bekommen.  Die  Ebene  eines  Kreisschnittes  wählen  wir  zur 
jy- Ebene  eines  neuen  rechtwinkligen  Koordinatensystemes,  dessen 
An&ng  im  Mittelpunkte  des  Kreisschnittes  liegen  mOge;  die  Glei- 
chung der  Direktrix,  welche  gleichzeitig  die  Horizontalspur  des 
Kegels  bildet,  ist  jetzt 

Bezeichnen  wir  femer  mit  a,  6,  c  die  Koordinaten  der  Kegel- 
spitze, so  sind  die  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden 

c  c 

durch  Elimination  von  Xq  und  yQ  ergiebt  sich 

1)  {az  ~  cxy  +  {be  -  cy^  -  r«  (;r  -  cf 

als  Gleichung  der  Kegelfläche. 
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Ihr  Darchs(5hnitt  mit  einer  beliebigen  durch  die  Oleichiug 

2)  Ax  +  By  +  Ce  ^  D 

repräsentierten  Ebene  ist  eine  Linie  zweiten  Grades,  deren  Horixon- 
talprojektion  sich  durch  Elimination  von  z  aus  den  Qleichungeo 
beider  Flächen  bestimmt;  die  Gleichung  der  erwälinten  HoiixonUl- 
Projektion  ist  von  der  Form 

3)  Ä^x*+  By+  2C^xy  +  2D^x  +  2j&>  +  Fi=-  0 

und  darin 

A^^{Aa  +  Oc)«+  ^*(fe*-  r«), 

B^  -  [bI  +  Cef  +  B^  (a*  -  r*), 

Oj «  {Aa  +  Cc)  Ba  +  {Bb  +  Cc)  Ah  -  ABr^. 

Vermöge  dieser  Werte  erhält  man  nach  gehöriger  Bedoktion* 

Ci«-  A^B^  =  (A^+  B^)r^-  {Aa  +  Bb  +  Cef 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  der  Schnitt  einer  Ellipse,  Parabel 
oder  Hyperbel  ist,  jenachdem 

<{Aa  +  Bb  +  Ccy 
^  >  A^+B* 

Die  geometrische  Bedeutung  hiervon  wird  auf  folgende  Weise  sicht- 
bar. Durch  den  Mittelpunkt  der  Eegelfläche  legen  wir  parallel  zor 
schneidenden  Ebene  eine  Hilfsebene;  die  Gleichung  der  letzteren  ist 

A(x  -a)  +  B{y  -  &)  +  C{z  -  c)  =  0, 

und  die  Gleichung  ihrer  Horizontalspur  {e  »  0) 

Ax  +  By'  Aa  +  Bb  +  Cc. 

Für  die  Entfernung  p  dieser  Geraden  rom  Eoordinatenanfiuige  e^ 

«^'^*  ^'^  ,  _  (Aa  +  Bb  +  Cef 

^  A^+  B^         ' 

demnach  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel, 
jenachdem  die  Horizontalspur  der  Hilfsebene  ausserhalb  der  Direk- 
trix liegt,  sie  berührt  oder  schneidet. 


*  Bezeichnet  man  nämlich  zur  Abkürzung  Aa-k-Ce  mit  a 
Bb-^-Oc  mit  ß,  so  findet  sich  zunächst 

^  {aß -ABaby, 
welcher  Ausdruck  nach  Substitution  der  Werte  von  a  und  ß  die  obeo 
erwähnte  Form  annimmt. 
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Geht  die  schneidende  Ebene  dnrch  den  Mittelpunkt  der  Eegel- 
fläche,  ist  also 
5)  Äa  +  Bh  +  Cc^  D, 

so  wird  die  im  ersten  der  in  Nr.  4)  genannten  Fälle,  d.  h.  die  für 


.8 


r''< 


A^+B^ 


entstehende  Ellipse  zn  einem  Punkte;  die  för 

2)2 


r«« 


^«+^ 


vorhandene  Parabel  degeneriert  in  eine  Gerade,  längs  welcher  die 
Ebene   den  Kegel  berührt;   endlich  degeneriert  die  der  Bedingung 


r'>    -.i 


D> 


A^  -h  B^ 

entsprechende  Hyperbel  in  zwei  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche 
gehende  Gerade. 

Um  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  möglichst  einfacher 
Form  zu  erhalten,  legen  wir  die  bisher  beliebige  o?-. Achse  parallel 
zur  Horizontalspur  der  schneidenden  Ebene,  so  dass  die  ^- Achse 
mit  der  Senkrechten  vom  KoordinatenanfEinge  auf  jene  Spur  zu- 
sammenfällt; den  Pusspunkt  dieses  Perpendikels  nehmen  wir  zum 
Anfangspunkte  eines  neuen  rechtwinkligen  Systems,  dessen  2 '-Achse 
die  Horizontalspur  der  Schnittebene  ist,  wobei  die  positiven  x'  in 
derselben  Richtung  wie  die  posi-  Fig.  88. 

tiven  X  gezählt  werden  mögen; 
die  y- Achse  legen  wir  in  die 
Schnittebene  und  ihre  positive 
Seite  nach  der  positiven  Seite  der 
2-Achse  zu;  endlich  sei  h  der  Ab- 
stand des  neuen  von  dem  früheren 
Koordinatenanfange  und  %'  der 
Neigungswinkel  der  x'  t/'  -  Ebene 
gegen  die  a:y- Ebene,  d.  h,  der 
Winkel  zwischen  den  Richtungen 
der  positiven  y  xmd  y.  Zufolge  dieser  Bestimmungen  geschieht 
der  Übergang  von  dem  ursprünglichen  zu  dem  jetzigen  Koordi- 
natensysteme mittels  der  Substitution  (Nr.  8in§22furi|^«=0) 


152 


Sechstes  Kapitel.   Die  Eegelflächen. 


die  Gleichung  l)  erhält  jetzt  die  Form 

6)      ^'a;'«+5V«+2  0Vy+2D'x'+  2jE;V  +  F'  =  0 
nnd  darin  ist 

J! «  r«,     ß^  (a*-  r»)  5m«^  +  {J)sin^-  ccos^)\ 

Hieraus  folgt: 

und   dieser  Wert   giebt  zu   erkennen,   dass   der  Schnitt  za  einer 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  vrird,  jenachdem 

ausföllt.   Dieses  Resultat  stimmt,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  mit  dem 
vorhin  erhaltenen  überein. 

Soll  der  Kegelschnitt  zu  einem  Kreise  werden,  so  müssen  die 
Bedingungen  Ä^  ^  B'  und  C'=  0,  d.  h. 

c»^{a^^  r*)  sin^&  +  (hsind-  -  ccosef, 

acsind^ ««  0, 

erfüllt  sein.   Die  zweite  dieser  Gleichungen  wird  durch  ^  »  0  oder 

^  »=  480^   erfüllt,    doch   giebt  dies   nichts   anderes,   als  eine  nr 

Direktrix  parallele  Ebene;  da  femer 
e  nicht  »»  0  sein  kann,  weil  soost 
die  Kegelfläche  zu  einer  Ebene 
degenerieren  würde,  so  bleibt  nm 
noch  a  — '  0  übrig,  wodurch  gesigt 
ist,  dass  der  Anfangspunkt  dei 
neuen  Koordinatensjstemes  mit 
dem  Mittelpunkte  der  KegeU&cbe 
in  einer  und  derselben  auf  der 
Direktrixebene  senkrechten  Ebene 

liegen  muss.     Die  erste  der  Bedingungsgleichungen  wird  jeizt 

c« r^sin^»  +  {hsind^-  ccosd)* 

und  liefert,  wenn  sin  d"  und  cos  &  durch  tan  O  ausgedrückt  werden 

26c 


Pig.  S». 


7) 


to«^  =  r 


6»_c»-r« 
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Die  geometrische  Bedeutung  hiervon  ergiebt  sich,  wenn  man  die 

beiden  Winkel  a  und  jS<a  in  Bechnnng  bringt,   welche   die  yz- 

Spuren  ÄC  uad  BG  der  Kegelflftche  mit  der  |/- Achse  einschliessen; 

man  hat  nämlich 

c  c 

h  —  r  6  +  r 

^      /     X  ff\        tana+tanß  26c 

ian  (a  +  P)' 


l  —  tanatanß  b^—c^—t^ 
folglich  a  +  j3=-0  =  Z.  YO'Ä\  Die  yz Sprue  der  Schnittebene  liegt 
demnach  so,  dass  LCB'A'^^LCBÄ  ist;  der  hiermit  bestimmte 
Kreisschnitt  des  schiefen  Kegels  heisst  dessen  Wechsels chnitt. 
Soll  durch  einen  gegebenen  Punkt  x^y^Zi  eine  berührende 
Ebene  an  einen  Kreiskegel  gelegt  werden,  so  bezeichne  man  die 
Gleichung  der  gesuchten  Ebene  vorläufig  mit 

8)  L^  +  Mfi  +  Ni^l', 

dass   sie  den  gegebenen  Punkt  x^y^z^  enthalten  muss,  wird  aus- 
gedrückt durch  ^^^  ^  j^y^  +  2^^1-1, 

die  Berührung  der  verlangten  Ebene  mit  der  Fläche  liefert  femer 
die  Bedingungen 

Eliminiert  man  N  aus  den  beiden  ersten  Bedingungsgleichungen, 
(a^i  —  cafi)  L  +  Q>z^  —  cy^  M=  z^—  Cy 

r* 

und    daraus  finden  sich    die  folgenden  Werte  von  L  und  Jtf,   in 

denen  zur  Abkürzung 

az^  —  cx^  ■—  w,         hzi  —  c^i  — « t; 

gesetzt  worden  ist: 

-.        ru  {z,  -  c)  ±  yVi^  v^-  f^ji^'^* 
x/  e= — - — - — Qv  y 


M 


rv  («1  -  c)  T  uyu^+v^-f^{z^-cf 


N— 

c 

Demnach  hat  die  Aufgabe  zwei  Auflösungen,  eine  oder  keine  Auf- 
lösung, jenachdem 
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d.  h.  jenachdem  der  Punkt  x^y^z^  ausserhalb  des  Yon  der  Kegel- 
fläche umschlosseDen  Baumes,  auf  der  Fläche  oder  innerhalb  jenes 
Baumes  liegt.  Im  zweiten  Falle,  wo  wir  x^  y^  z  f&r  fp  y^,  ^i 
schreiben,  lautet  die  Gleichung  der  Berührungsebene  bei  yoII- 
ständiger  Entwickelung 

9)     cul  +  cvn]  +  \x^  {z  —  c)  —  au  —  bv]  f  »=»  cr*{e  -  e). 

Hieraus  ergeben  sich  noch  die  Gleichungen 

cu 


10) 


S-:r  = 


t?-y  = 


r^{z  —  c)  —  au  —  hv 


cv 


r*  {z  —  c)  —  au  —  bv 

als  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  xyz  der  Kegelfläche  gehen- 
den Normalen. 


Siebentes  Kapitel 
Die  Umdrehungsflächen. 


§28. 
Entstehung  und  Gleiohxmg  der  Umdrehnngsfläohen. 

Denkt  man  sich  irgend  eine  einfach  oder  doppelt  gekrümmte 
Linie  mit  einer  ihrer  Lage  nach  bestinmiten  Geraden  verbunden, 
so  ist  immer  eine  solche  drehende  Bewegung  der  Kurve  möglich^ 
dass  jeder  ihrer  Punkte  einen  Kreis  beschreibt,  dessen  Mittelpunkt 
auf  der  festen  Geraden  liegt;  die  rotierende  Kurve  erzeugt  bei 
dieser  Bewegung  eine  Flache,  welche  eine  Rotations-  oder  Um- 
drehungsfläche genannt  wird;  die  unveränderliche  Gerade  heisst 
ihre  Achse. 

Ans  dieser  Entstehung  der  Fläche  geht  unmittelbar  hervor, 
dass  alle  auf  der  Drehungsachse  senkrechten  Schnitte  der  Fläche 
Kreise  sind,  deren  Halbmesser  im  allgemeinen  verschieden  aus- 
fallen, jenachdem  die  Schnitte  durch  verschiedene  Punkte  der 
Achse  gelegt  werden.  Diese  Ejreise  werden  die  Parallelkreise 
der  Fläche  genannt.  Femer  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Fläche 
von  allen  Ebenen,  welche  die  Drehungsachse  in  sich  enthalten,  in 
kongruenten  Kurven  geschnitten  wird;  diese  Linien  einfacher  Krüm- 
mung, durch  deren  Drehung  um  die  Achse  gleichfalls  die  Rota- 
tionsfläche erzeugt  werden  kann,  heissen  die  Meridiane  der  Fläche. 

um  die  allgemeine  Form  kennen  zu  lernen,  unter  welcher 
die  Gleichung  einer  Ümdrehungsfläche  enthalten  ist,  denken  wir 
uns  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Drehungsachse  ein  recht- 
winkliges Koordinatensystem  gelegt  und  nennen  a,  j3,  y  die  Rich- 
tungswiiik^l  der  Drehungsachse;  femer  sei  durch  einen  beliebigen 
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Fig.  40. 


Punkt  xyz  der   Fläche   ein  Parallelkreis   gelegt,    q  dessen  Halb- 
messer und  p  der  Abstand  seines  Mittelpunktes  vom  Eoordinaten- 

anfang.  Die  Geraden  OM  ^^  p  und  MP  =  ? 
lassen  sich  nun  als  die  ebenen  rechtwink- 
ligen Koordinaten  eines  Punktes  der  Meri- 
diankurve  betrachten  und  es  existiert  daher 
zwischen  p  und  q  eine  Gleichung  von  der 
Form 

1)  Q  -  /•(?), 

oder,  wenn  statt  q  der  BaudinsyekioTOP—f 
in  Bechnung  gebracht  wird, 


K 


Vr*-p'-f(p); 
daraus  folgt 

2)  r*^p»  +  {f{p)]*, 
welche  Gleichung  überhaupt  unter  der  Form 

3)  r'^F(p) 

enthalten  ist.     Durch  Substitution  der  bekannten  Werte 

r*  =  ic*  +  y*  +  j?*, 

p  «=>  xcosa  +  y  cosß  +  e cosy 

ergiebt  sich  nun  als  Gleichung  der  Rotationsfläche 

4)  x^+  y^+  e^^F  (x  cosa  +  ycosß  +  g  cosy). 

Geht  die  Drehungsachse  nicht  durch  den  Koordinatenan&og,  sob- 
dem  durch  einen  Punkt  a  5  c,  so  bedarf  es  nur  einer  YerschiebTing 
des  Koordinatensystems  nach  diesem  Punkte;  man  erh&lt  dann 

(x-ay+{y^hy+{z^cy 
F[{x  —  a)  cosa  +  {y  —  b)  cosß  +  {e  ^  c)  cosy] 

als  allgemeinste  Gleichung  der  Rotationsflächen. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  diese  Gleichung,  wenn  man  eine 
der  Koordinatenachsen  mit  der  Drehungsachse  zusammenfaUen  lisst; 
gewöhnlich  wählt  man  hierzu  entweder  die  o:- Achse  oder  die  5- Achse. 
Im  ersten  Falle  ist  a  =  0,  j3  «=  y  =  90^,  mithin  nach  Nr.  4) 

x'+y'+g^^Fix), 

welcher  Gleichung  auch  die  Form 

y^+  t^^^ix) 

erteilt  werden  kann;  im  zweiten  Falle  ergiebt  sich  analog 


5)     I 
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«*+»*  +  «*  =  ■?'(«) 

Diese  Entwickelungen  liefern  nnndttelbar  die  Gleichung  der 
RotationsAäcbe,  wenn  die  Gleichung  des  Meridianes  f^  »  fip)]  ^^- 
kannt  ist,  was  namentlich  in  dem  Falle  stattfindet,  wo  die  rotierende 
Kurve  eine  einfach  gekrümmte  ist  und  ihre  Ebene  die  Drehungsachse 
enthält.  Finden  diese  umstände  nicht  gleichzeitig  statt,  so  hat  man 
den  folgenden  Weg  einzuschlagen,  wobei  der  Einfachheit  wegen 
vorausgesetzt  ist,  dass  die  jer- Achse  mit  der  Drehungsachse  zusam- 
menfällt. Bei  der  primitiven  Lage  der  rotierenden  Kurve  mögen  die 
Koordinaten  irgend  eines  ihrer  Punkte  mit  Xq^  y^^  z^  bezeichnet 
werden;  die  Projektionen  der  Kurve  auf  die  beiden  Yertikalebenen 
sind  dann  bestimmt  durch  zwei  Gleichungen  von  den  Formen 

Dreht  sich  nun  die  Kurve  um  die  jer- Achse,  so  erhält  der  Punkt 
^0^0 ^0  ®^®  andere  Lage,  und  zwar  mögen  o?,  y^  z  seine  neuen 
Koordinaten  in  dem  Falle  heissen,  wo  die  Drehung  den  Winkel  co  von 
der  positiven  Seite  der  x- Achse  nach  der  positiven  Seite  der  ^- Achse 
hin  durchlaufen  hat.  Man  kann  diesen  Winkel  in  der  Horizontal- 
projektion sichtbar  machen,  wenn  man  die  einander  gleichen  Vek- 
toren der  Punkte  x^y^  und  xy  zieht;  o>  ist  dann  der  Winkel  zwi- 
schen beiden  Vektoren.  Aus  sehr  einfachen  Gründen  hat  man 
Xq^  X  cosüi '\- ysinoi^  yQ^  —  xatna)  +  ycoscuj  ^o""^» 
mithin  nach  Nr.  6) 

7)  xcosfo  +  ysinto  ^  (p{z)j     —  xstnca  +  ycosio  '^  'tl)(z)] 

dies  sind  die  Gleichungen  der  rotierenden  Kurve  in  irgend  einer 
ihrer  Lagen,  wobei  der  Winkel  od  das  Litervall  von  0®  bis  360® 
zu  durchlaufen  hat,  wenn  aUe  möglichen  Lagen  der  Kurve  zum 
Vorschein  konoimen  sollen.     Die  Elimination  von  <o  giebt 

8)  x»+y»-[vW]*+[*W? 
als  Gleichung  der  erzeugten  Rotationsfläche. 

Beispiele  hierzu  liefern  die  Kurven  zweiten  Grades,  deren  ent- 
sprechende Flächen  in  den  Fällen  sehr  einfache  Gleichungen  erhalten, 
wo  die  Drehung  um  eine  der  Hauptachsen  vor  sich  geht.  Denken 
wir  uns  die  Ebene  xz  als  die  Ebene  der  in  ihrer  ursprünglichen 
Lage  befindlichen,  rotierenden  Kurve ,  so  haben  wir  für  eine  durch 
den  Koordinatenanfang  gehende  Gerade 
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mithin  für  die  entstandene  Eegelflftche 


9)  a:«  +  y«^(%)     oder^ 


c«' 


dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  2)  in  §  26,  wenn 
man  den  dort  erwähnten  elliptischen  Kegel  för  5 «»  a  zu  einem 
geraden  Ejreiskegel  werden  lässt. 

Die  Gleichungen  einer  in  der  Ebene  xe  befindlichen  Ellipse  und 


«o-a]/l-(^)*>     Vo-O, 


wobei  die  Achsen  der  Ellipse  za  Koordinatenachsen  genommen  sind; 
die  Gleichung  der  erzeugten  ümdrehungsfläche,  des  sogenannten 
Rotationsellipsoides,  ist  folglich 

^4-.«-a«[l-(i)] 
oder  bei  besserer  Anordnung 

10)  ^+4  =  1. 

Hierbei  müssen  wir  die  Fälle  a^  c^  a<Cc  und  a^=c  unterscheiden. 
Im  ersten  Falle  ist  die  Drehung  um  die  kleinere  Halbach^e  vor 
sich  gegangen  und  das  EUipsoid  heisst  in  diesem  Falle  ein  ab- 
geplattetes; im  zweiten  Falle  ist  die  Drehungsachse  die  grössere 
Halbachse  und  das  Ellipsoid  ein  gestrecktes;  im  letzten  Falle 
wird  die  rotierende  Kurve  zu  einem  Kreise,  mithin  das  Rotations- 
ellipsoid zu  einer  Kugelfläche;  die  Gleichung  der  letzteren  pflegt 
man  gewöhnlich  unter  der  Form 

11)  x*  +  y^+z^^a^ 

darzustellen,  wobei  c  —  a  den  konstanten  Halbmesser  bedentet 

Für  eine  Hyperbel,   deren  Hauptachse   2a  mit  der  X-Achse^ 
und  deren  Nebenachse  2  c  mit  der  «r- Achse  zusammen&llt,  hat  man 

mithin  als  Gleichung  der  erzeugten  ümdrehungsfläche 
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x^+  y^=  a 

.»[1  + 

m 

=  1. 

oder 
12) 

Diese  Fläche  heisst  das  einfache  Eotationshyperboloid.  Ist 
dagegen  c  die  Haupt-  und  a  die  Nebenhalhachse  der  Meridiankurve, 
so  gelten  ffir  sie  die  Gleichungen 

und  daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  ümdrehungsflftche 

13)  ^^.^  +  ^^1 

ar  er 

letztere  heisst  das  geteilte  Rotation shyperboloid,  weil  sie 
aus  zwei  getrennten  Stücken  besteht. 

Für  eine  Parabel,  deren  Achse  mit  der  Drehungsachse,  und 
deren  Scheitel  mit  dem  Koordinatenanfang  zusammenfällt,  hat  man 


XQ^y2}czQ      ^0=0, 

wobei  k  den  Halbparameter  der  Parabel  bezeichnet;  die  entspre- 
chende Ümdrehungsfläche  hat  zur  Gleichung 

14)  x^+y*=2kz 

and  heisst  das  Botationsparaboloid.  Giebt  man  der  Parabel 
die  umgekehrte  Lage,  so  dass  ihre  Achse  mit  der  x- Achse  zu- 
sammenfallt, so  findet  sich 


z.' 


Zq^Y^^o    oder    ^0=*^'      yo^-O, 


und 


Während  die  Gleichungen  der  vorigen  Ümdrehungsflächen  von 
demselben  (zweiten)  Grade  waren,  wie  die  ihrer  Meridiankurven, 
findet  bei  der  letzten  Fläche  diese  Übereinstinmiung  nicht  mehr 
statt;  sie  führt  deshalb  keinen  besonderen  Namen. 

Um  ein  Beispiel  für  den  Fall  zu  haben,  wo  die  rotierende  Kurve 
nicht  in  einer  Ebene  mit  der  Drehungsachse  liegt,  denken  wir  uns 
von  zwei  sich  kreuzenden  Geraden  die  eine  um  die  andere  herum- 
gedreht. Die  feste  Gerade  sei  wieder  die  ^r- Achse,  die  kürzeste 
Entfemimg  beider  Geraden,  in  der  ursprünglichen  Lage  der  letz- 
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teren  genommen,  sei  der  Bichtung  nach  zusammenfallend  mit  der 
o;- Achse  und  der  Grösse  nach  ==>  a,  endlich  heisse  y  der  konstante 

Neigungswinkel  PiiP' 
«90®-  Z.PilP"  der 
beweglichen  Geraden 
gegen  die  a;y- Ebene. 
Die  Gleichungen  der  ro- 
tierenden Geraden  sind 
jetzt  bei  deren  primi- 
tiver Lage 

^  mithin  lautet  die  Glei- 
chung der  erzeugten 
Fl&che 

oder  besser 


15) 


x^  +  y* 


g" 


-«1. 


a*  (atanyy 

Der  Vergleich  mit  Nr.  12)  fiihrt  zu  dem  bemerkenswerten  Ee- 
sultate,  dass  die  entstandene  ümdrehungsfläche  ein  einfaches  Ro- 
tation shjperboloid  ist,  welches  die  kürzeste  Entfernung  a  beider 
Geraden  zur  Haupthalbachse  und  atany  zur  Nebenhalbacfase  hat 
Daraus  folgt  umgekehrt,  dass  sich  auf  jedem  einfachen  Botations- 
hyperboloide  unendlich  viel  gerade  Linien  ziehen  lassen;  jede  solche 
Gerade  steht  senkrecht  auf  irgend  einem  Halbmesser  des  kleinsten 
Parallelkreises  und  ist  gegen  die  Ebene  des  letzteren  um  einen 

c 
Winkel  y  geneigt,  der  sich  durch  die  Formel  tany  =  —  bestimmt 

§29. 

Sohnitte,  Berührnngsebeneii  und  Normalen 

der  BotationsfUlohen. 

L  Das  Verfahren   zur  Bestimmung   des  Durchschnittes  einer 

ümdrehungsfläche  mit  einer  Ebene  oder  beliebigen  anderen  FlSche 

ist  im  allgemeinen  das  nämliche,  wie  bei  den  schon  besprochenen 

Gkittungen  yon  Flächen;  eliminiert  man  nämlich  aus  den  Gleichmigen 

der  sich  schneidenden  Flächen  das  eine  Mal  0,  das  andere  Mal  y,  so 

erhält  man  im  ersten  Falle  die  Gleichung  der  a;y- Projektion,  üu 

anderen  Falle  die  Gleichung  der  a;£r- Projektion  des  Durchschnittes 
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Bei  einem  ebenen  Schnitte  kann  auch  eine  Transformation  der 
Koordinaten  vorgenommen  werden,  welche  die  Gleichung  des  Durch- 
schnittes selber  kennen  lehrt.  Ein  paar  nicht  gewöhnliche  Bei- 
spiele hierzu  sind  folgende. 

Durchschnitt  einer  Kugel  mit  einem  elliptischen 
Kegel.  Beschreibt  man  aus  dem  Mittelpunkte  eines  elliptischen 
oder  schiefen  Ejreiskegels  eine  Eugelfiäche,  so  ist  der  Durchschnitt 
beider  Flächen  ein  sogenannter  sphärischer  Kegelschnitt  (sphärische 
Ellipse),  f&r  dessen  Punkte  die  beiden  Gleichungen 

ix^  +  y*+ z^'^f^   und   x^cot^a  +  y^cot^ß  —  e^'^  0  ^ 

zusammen  gelten  [Nr.  11)  in  §  28  und  Nr.  3)  in  §  26].  Als 
(jleichung  der  Horizontalprojektion  findet  sich  hieraus 

**    I    y'    -1 


{rsinaY      (rsinßY 

letztere   ist  folglich  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  d  ^^  r  sin  cc 
und  6'  —  r  ^n  ß.     Die  Vertikalprojektion  hat  zur  Gleichung 


1^  / a\i       ^^^ 


r^cot^ß  {rcosßj 


cot^ß  —  cot^cc 
nnd  ist,  a>  ß  vorausgesetzt,  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 


a" 


r  cot  ß  ji  Q 

Vcot^ß-cof^a 


Die  Projektion  auf  die  Ebene  ye  bestimmt  sich  durch  die  Gleichung 

y^  e* 

4-  , — —  1 


f^cot^a  {rcosaj 


cot^  ß  —  cot^  a 

und  ist  eine  Hyperbel,   deren  Haupthalbachse   c"'  >^  rcosu  in  der 
Richtung  der  e  liegt,  und  deren  Nebenhalbachse 

r  cot  et 


V"^ 


Vcot^ß-cot^a 

ist.  In  der  Figur  sind  die  drei  Projektionsebenen  auf  die  in  §  2 
erwähnte  Weise  auseinander  gelegt;  OA  und  OB  sind  die  Yertikal- 
spuren  des  elliptischen  Kegels,  welche  mit  der  je? -Achse  die  Winkel 
AOC '^  a  und   BOC  ^  ß   bilden,    OC  ist   der   Kugelhalbmesser 

Fort  a.  SohlOmilch,  »nftl.  Oeom.  IL  11 
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Fig  42. 


OÄ'  =  a\  OSf  -  h\  OC"  «  c",  0&"  -  c"';  die  in  der  Figur  nicht 
angegebenen  Halbachsen  a"  und  6"  finden  sich  leicht  aus  der  Be- 
merkung, dass  die  Yertikalellipse  durch 
den  Punkt  A  und  die  Hyperbel  durch 
den  Punkt  B  gehen  muss. 

Durchschnitt  eines  Botations- 
paraboloides  und  eines  ellipti- 
schen Kegels,  unter  der  Voraussetzimg, 
dass  die  Achsen  beider  Flftchen  sa- 
sammenfallen,  sind  die  Gleichungen  der 
letzteren 

Die  Horizontalprojektion  des  Durchschnitts  hat  die  Gleichung 

(a;2  +  yiy  ^(2k  cot  «)*  x^+{2k  cot  ßY  y« 

und  ist  die  sogenannte  Fusspunktkurve  einer  aus  den  Halbachsen 
a'  «=  2kcota^  V  ^  2  k  cot  ß  konstruierten  Ellipse.  Als  Gleichung  der 
Vertikalprojektion  des  Durchschnittes  ergiebt  sich 

{cot^ ß-cot^a)a?-\-{z'-k cot^ßy -  Ä* cot* ß; 
sie  bedeutet  eine  Ellipse,  deren  Halbachsen 

k  cot*  ß 


«"« 


c"  «  k  cot*  ß 


Ycot^ß-  cot*a 

sind  und  deren  Mittelpunkt  in  der  Höhe  kcot*ß  über  dem  Ko- 
ordinatenan&nge  auf  der  jer- Achse  liegt.  Die  Gleichung  der  seit^ 
liehen  Vertikalprojektion  lautet: 

{e'-kcot*ay-{cot*ß-cot*€c)^'~i^coi*u: 

ihr  entspricht  eine  aus  den  Halbachsen 

Ycot^ß-cot^a 
konstruierte  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  in 
der  Höhe  kcot*a  über  dem  Koordinaten- 
anfange  auf  der  ;?- Achse  liegt  In  der 
Figur  ist  0^'»a',  0^-6',  0:Br^2(^ 
und  der  Mittelpunkt  M  dieser  Linie  der 
Mittelpunkt  der  Vertikalellipse;  die  Eaupt- 
halbachse  a"  der  letzteren  Ittsst  sich  leicht 
mittels  der  Bemerkung  finden,  dass  die  Ellipse  durch  den  Punkt  A 
geht.    Ferner  ist  OA"—  20"'  und  die  Mitte  N  dieser  Linie  der 
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Fig.  44. 


Mitteipunkt  der  Hyperbel;  die  Nebenhalbachse  der  letzteren  kann 
leicht  ans  a"  hergeleitet  werden.  Man  wird  übrigens,  wenn  es  auf 
eine  Zeichnung  ankommt,  am  zweckmässigsten  zuerst  die  beiden 
Vertikalprojektionen  konstruieren  und  aus  diesen  die  Horizontal- 
projektion ableiten. 

U.  Legt  man  durch  einen  gegebenen  Punkt  F  einer  BotatioBS^ 
fläche  einen  Parallelkreis  und  einen  Meridian,  konstruiert  man  ferner 
die  beiden  Geraden,  welche  jene 
zwei  ebenen  Kuryen  in  P  berühren, 
nnd  legt  endlich  durch  diese  sich 
schneidenden  Tangenten  eine  Ebene, 
so  heisst  letztere  eine  Berührungs- 
ebene der  Fläche  und  P  ihr  Be- 
rühnmgspunkt.  Ihre  Gleichung  wird 
am  kürzesten  auf  folgende  Weise 
gefunden.  Der  Mittelpunkt  des 
durch  P  gelegten  Parallelkreises  sei 
N^  sein  Halbmesser  ist  dann  NP  =-  Yx^  +  y^  tind  wenn  man  in 
P  an  den  Ereis  eine  Tangente  legt,  so  schneidet  letztere  die  Ebene 
xz  in  einem  Punkte  Z7,  dessen  Koordinaten 


.2 


+  y' 


0,     z, 


sind;   dieselbe  Tangente  schneidet  die  j^^;- Ebene   in  einem  durch 

die  Koordinaten  2   i  -.« 

0,  -^     z 


y 

bestimmten  Punkte  F.  Ferner  sei  ONP  der  durch  den  Punkt  P 
gefiibrte  Meridianschnitt,  PW  die  im  Punkte  P  an  den  Meridian 
gelegte  Tangente  und  OW'^  t  das  von  letzterer  auf  der  ;?- Achse 
abgeschnittene  Stück;  die  Strecke  t  ist  immer  bekannt  und  aus  der 
bekannten  Meridiangleichung  leicht  zu  finden.  Legen  wir  nun  durch 
den  Punkt  TF,  dessen  Koordinaten  0,  0,  ^  sind,  und  durch  die  Punkte 
U,  V  eine  Ebene,  so  finden  wir  als  Gleichung  derselben 

•'  +  y*.     x^  +  y^ 


1) 


xi  +  yvi  + 


X' 


i 


H 


t  —  z    "        t  —  z 

hiermit  ist  die  Berührungsebene  im  Punkte  xyz  soweit  bestimmt, 

dass  es  in  jedem  individuellen  Falle  nur  noch  der  Substitution  des 

Wertes  von  i  bedarf. 

11* 
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Daxaus  ergeben  sich  auch  die  Gleichungen  der  Vertikal- 
projektionen einer  im  Punkte  xyz  auf  der  Berührungsebene  er- 
richteten Senkrechten,  nämlich 

dies  sind  die  Gleichungen  der  Normalen  im  Punkte  xye. 

Als  Beispiel  diene  das  Rotationsellipsoid;  jeder  Meridian  des- 
selben ist  eine  aus  den  Halbachsen  a  und  c  konstruierte  Ellipse, 
und  nach  einem  bekannten  Satze  schneidet  die  Tangente  im  Punkte 

P  von  der  ;?- Achse  die  Strecke  t  ^  —  ab.     Hieraus  folgt: 

a^  +  y^  ^x^+y^ 
t-  z         (?—  s?^ 

oder  vermöge  der  Gleichung  der  Fläche  [Nr.  10)  in  §  28]: 

demnach  lautet  die  Gleichung  der  Berührungsebene 

a5|+  yi?  +  -g^  ^?  -  a* 
c 

oder  in  besserer  Form: 

a*         a*  c^ 

Die  Gleichungen  der  Normale  sind 

Wir  unterlassen  die  weitere  Ausführung  dieser  BetraditoDgen, 
weil  die  hauptsächlichsten  der  vorhin  erwähnten  Botationsflächen 
nur  spezielle  Fälle  von  allgemeineren  Flächen  sind,  mit  deren 
Untersuchung  sich  die  nächsten  Kapitel  beschäftigen. 


Achtes  Kapitel. 
Die  Flächen  zweiten  Grades. 


§30. 

DiskuBsion  der  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen 

zweiten  Grades. 

In  den  drei  letzten  Kapiteln  kamen  mehrere  Flächen  vor, 
deren  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  sind,  doch  blieb  dabei 
unentschieden,  ob  mit  jenen  Flächen  die  ganze  Reihe  der  möglichen 
Flächen  zweiten  Grades  bereits  erschöpft  ist  oder  nicht;  das  letz- 
tere würde  namentlich  dann  der  Fall  sein,  wenn  Flächen  zweiten 
Grades  existieren  sollten,  die  weder  Cylinder-,  noch  Kegel-,  noch 
Umdrehnngsfiächen  sind.  Um  hierüber  zu  entscheiden,  betrachten 
wir  die  allgemeinste  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  drei  Ko- 
ordinaten, nämlich 

Ax^  +  Bi/  +  Cz^  +  2  Dtje  +  2  Ezx  +  2  Fxy 
+  2  6^0;  +  2Htj+2Iz+  K^O, 

und  untersuchen,  welche  verschiedenen  Flächen  dieselbe  repräsen- 
tiert. Wir  werden  dabei  im  allgemeinen  denselben  Weg  einschlagen, 
den  die  analytische  Geometrie  bei  der  Diskussion  der  Gleichung 
zweiten  Grades  zwischen  zwei  Koordinaten  zu  befolgen  pflegt. 

Aus  der  Lehre  von  der  Transformation  der  Koordinaten  ist 
bekannt,  dass  der  Grad  einer  Flächengleichung  bei  dem  Übergange 
zu  einem  neuen  Koordinatensysteme  ungeändert  bleibt;  wäre  dem- 
nach die  Gleichung  l)  auf  ein  beliebiges  schiefwinkliges  Koordi- 
natensystem bezogen,  so  würde  man  diesem  ein  rechtwinkliges 
System  der  x'yV  substittiieren  können  und  eine  neue  Gleichung 
von  der  Form 

^V»-|- JBV^H-  C'^'»-f  2i)'t/V+  2i;Va/-|-  2F'xW 
+  2  G'z'  +  2  fi'y  -f  2 IV  +  Z'  =  0 
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erhalten.  Letztere  ist  von  ganz  ähnlicher  Zasammensetzung,  wie 
die  ursprüngliche  Gleichung,  wir  brauchen  daher  unsere  Diskussion 
Yorlftufig  nur  auf  den  Fall  zu  beziehen,  wo  das  zu  Grunde  liegende 
Koordinatensystem  ein  rechtwinkliges  ist. 

Irgend  einen  Punkt  xyz  der  zu  untersuchenden  Fläche  zweiten 
Grades  verbinden  wir  mit  einem  beliebig  im  Baume  gewählten 
Punkte  |?j^  durch  eine  Gerade  und  bezeichnen  mit  r  die  Fntfemnng 
der  Punkte  xyz  und  £t}^,  ferner  durch  er,  j3,  /  die  Winkel,  welche  r 
mit  den  senkrecht  aufeinander  stehenden  Koordinatenachsen  der  i, 
y^  z  bildet;  f&r  die  Koordinaten  x,  y,  z  haben  wir  nun  einerseiis, 
weil  der  Punkt  xyz  auf  der  erwähnten  Fläche  liegt, 

Ax^+  By^+  Cz^+  2Dyz+2Ezx+  2Fxy 
+  20x  +  2Hy+2Iz  +  K^O, 

andererseits,  weil  der  Punkt  xy  z  zxx.  der  Geraden  r  gehört, 

2)  X  ^  r  cos a  +  l^  .  y  ^  r  cos  ß  +  ri^     z  =^  r  cos y  +  l. 

Durch  Substitution   dieser  Werte  in  die  Gleichung  l)  erhält  letz- 
tere die  Form 

3)  sr*+ 2mr  +  w=-0, 

wobei  s,  m,  n  zur  Abkürzung  dienen,  nämlich 

s^  A cos* a  +  Bcos* ß  +  Ccos^y 
+  2Dcosß  cosy  +  2Ecosy  cosa  +  2  Fcasa  cos^ 

oder  auch  bei  etwas  anderer  Anordnung: 

s  ^  {Acosa  +  Fcos ß  +  Ecos y)  cos a 
+  {Fcosa  +  Bcosß  +  D cos y)  cos ß 
+  {Ecosa  +  Dcosß  +  Ccosy)  cosy^ 

m^{Acosüf{'  Fcos ß  +  Ecosy)^ 
+  (F  cosa  +  Bcosß  +  D  cos  y)ri 
+  (Ecosa  +  D  cos  ß  +  Ccosy)^ 
+  Gcosa  +  Hcos  ß  +  Icosy^ 

+  {F^  +  Bri  +  Dt)ri 

+  {F4  +  Dfi  +  Ct)i 

+  2Gi  +  2Hri  +  2Ii+K 

Betrachtet  man  |,  »?,  ?  und  a,  (3,  y  als  gegebene  Grössen, 
d.  h.  geometrisch,  denkt  man  sich  durch  den  Punkt  Siyf  eine  Gerade 
in  bestimmter  Bichtung  gezogen,  so  sind  die  Werte  von  «,  tti  und  •• 


4) 


5) 


6) 


1 
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bekannt,  anbekannt  dagegen  r,  x,  y,  jer,  d.  h.  diejenigen  Grössen, 
welche  den  Durchschnitt  jener  Geraden  mit  der  Fläche  bestimmen; 
in  diesem  Falle  führt  die  Gleichung  3)  zur  Kenntnis  von  r  und 
nachher  geben  die  Gleichungen  2)  die  Koordinaten  des  Durch- 
schnittes. Die  Beachtung  des  Umstandes,  dass  die  Gleichung  3) 
eine  quadratische  ist,  mithin  höchstens  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt, 
liefert  nun  augenblicklich  den  Fundamentalsatz:  eine  gerade 
Linie  kann  mit  einer  Fläche  zweiten  Grades  nicht  mehr 
als  zwei  Punkte  gemein  haben. 
Die  erwähnten  Werte  von  r  sind 


—  m  +  l/w*  — W5         _             —  w  —  Vw?  —  ns 
r  —  und    r,  « ; 

8  8 

sie  fallen  reell  und  verschieden  aus,  wenn  m^^ns  positiv  ist,  die 
Gerade  schneidet  dann  die  Fläche  in  zwei  Funkten,  deren  Ver- 
bindungslinie eine  Sehne  der  Fläche  bildet;  für  w*— ws=»0  folgt 
r^^r^  die  Sehne  wird  dann  zuNull  und  die  Gerade  zur  Tangente  an 
der  Fläche;  ist  endlich  m^— 1»5  negativ,  so  liegt  die  Gerade  ausserhalb 
der  Fläche,  ohne  einen  Punkt  mit  der  letzteren  gemein  zu  haben. 
Ausser  den  genannten  Hauptfällen  bedarf  noch  ein  spezieller 
Fall  näherer  Untersuchung.  Verbindet  man  zwei  beliebige  Punkte 
xyz  und  x^y^z^  der  Fläche  durch  eine  Gerade  und  wählt  auf  letz- 
terer den  Punkt  ^rii  willkürlich,  so  lassen  sich  daraus  ci^  ß^  y 
mittels  der  Formeln 


cos  er  — 


cosß 


V{x- 

tu/ 

-  ^i)'  +  (y  - 
y- 

-M- 

V(x- 

-'i)*  +  (y- 

z  - 

-«1 

-',)* 

ableiten  und  dann  erhalten  ^,  m,  n  von  selbst  solche  Werte,  dass 
r  und  f\  reell  ausfallen;  dies  vorausgesetzt,  kann  man  auch  be- 
urteilen, welchen  Wert  m  annehmen  wird,  wenn  man  den  Punkt 
£i}t  &af  die  Mitte  der  Sehne  legt.  In  diesem  Falle  sind  nämlich 
r  und  r^  gleich  gross  aber  von  entgegengesetzten  Vorzeichen,  und 
es  muss  folglich  die  fQr  r  angegebene  Gleichung  eine  rein  quadra- 
tische, d.  h.  m »  0  sein.  Führen  wir  zur  Abkürzung  die  Be- 
zeichnungen ein: 
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7) 


a  ^  Äcoscc  +  Fcas ß  +  Ecosy^ 
h  =  Fcosa  +  B  cosß  +  Dcosy^ 
c  «=  Ecosa  +  D cosß  +  Ccosy^ 
d  ^  Gcosa  +  Hcos ß  +  Icos y, 


so  ist,  vermöge  des  Wertes  von  m, 

8)  a^  +  hri  +  cS+d^O 

die  Bedingung  dafür,  dass  der  Punkt  ^r^t  auf  der  Mitte  der  in 
der  Eichtung  aßy  gezogenen  Sehne  liegt. 

Lassen  wir  die  einmal  bestimmten  Werte  von  o,  ß,  y  üb* 
geändert,  während  £,  17,  ^  sich  ändern,  so  erhalten  wir  eine  Schar 
paralleler  Sehnen  und  deren  Mittelpunkte;  fiir  die  Koordinaten  der 
letzteren  gilt  fortwährend  die  Gleichung  3),  sie  repräsentiert  also  den 
geometrischen  Ort  jener  Punkte.  Letzterer  ist  aber,  wie  man  un- 
mittelbar bemerkt,  eine  Ebene,  und  man  kann  daher  den  wichtigen 
Satz  aussprechen:  die  Mittelpunkte  aller  parallelen  Sehnen 
einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen  in  einer  Ebene.  Jede 
derartige  Ebene  mag  eine  Diametralebene   der  Fläche  heissen. 

Die  Gleichung  8)  kann  die  Form  erhalten: 

iT~{Ä^  +  Fri  +  Et+G)cosa 

9)  +{Fi  +  Bri  +  Dt  +  H)cosß 

\      +  (E^  +  l)ti  +  CS  +  I)  cosy  «  0. 

Die  Gleichungen 


10) 


T^=A^  +  Frj  +  ES+G^O, 
T^-E^  +  Dri+Ct  +  I  -0 


stellen  Diametralebenen  dar,  die  zu  den  Eichtungen  der  Koordinaten- 
achsen gehören;  denn  setzt  man  in  9)  z.  B.  C05  a  *=  1 ,  cos  /?  =  c(Wy  « 0, 
so  geht  9)  in  die  Gleichung  7\  «  0  über.  Im  allgemeinen  haben 
die  Ebenen  Ti=  0,  Tg^  0,  T3««  0  einen  und  nur  einen  gemein- 
samen Punkt;  dieser  Punkt  ist  auch  auf  T »  0  gelegen.  Daher 
gilt  der  Satz:  Alle  Diametralebenen  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  haben  im  allgemeinen  einen  Punkt  gemein.  Jede 
Sehne  der  Fläche,  die  diesen  Punkt  enthält,  ist  einer  bestimmten 
Diametralebene  zugeordnet;  da  diese  durch  denselben  Punkt  geht, 
so  folgt:  Der  gemeinsame  Punkt  aller  Diametralebenen 
enthält  die  Mitten  aller  durch  ihn  gehenden  Sehnen  der 
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Fl&che.     Ans  diesem  Omnde  wird  dieser  Punkt  als  der  Mittel- 
punkt der  Fläche  bezeichnet. 

Haben  die  Ebenen  Tj  =»  0,  Tg  -«  0,  Tj  «  0  eine  gemeinsame 
Gerade,  so  kann  jeder  Punkt  derselben  als  Mittelpunkt  der  Fläche 
gelten.  Haben  die  Ebenen  keinen  im  Endlichen  liegenden  Punkt 
gemein,  so  wird  die  Fläche  als  Fläche  ohne  Centrum  bezeichnet. 

§31. 

Fortsetzung. 

Aus  den  Eichtungswinkeln  a,  /3,  ^  der  parallelen  8ehnen  er- 
geben sich  unmittelbar  die  Stellungswinkel  der  zugehörigen  Dia- 
metralebene, wenn  man  die  Formeln  13)  in  §  10  auf  die  Glei- 
chung 8)  anwendet,  wobei  jene  Stellungswinkel  kurz  mit  a\  /3',  / 
bezeichnet  werden  mögen;  man  erhält: 

a 


1) 


Cö5a'«= 


Ol  ^ 

cos  ff  ^  .  ^     --. ! 

t  ^ 

cos  y  ^ 


Femer  lässt  sich  der  Neigungswinkel  «o  der  parallelen  Sehnen 
gegen  ihre  Diametralebene  bestimmen;  er  ist  nämlich  das  Kom- 
plement des  Winkels,  welchen  die  parallelen  Sehnen  mit  einer  auf 
der  Diametralebene  errichteten  Senkrechten  einschliessen;  zufolge 
dieser  Bemerkung  hat  man 

coi>  (90^  —  w)  —  sin  o 

=  cos  a  cos  J  -f  cos  ß  cos  (3'  +  cos  y  cos  / 
d,  i. 

acoscc  +  hcosß  +  c  cos  y 

sin  CO  =  , ? 

oder  noch  einfacher,  wenn  man  sich  an  die  Gleichungen  7)  und  4) 
erinnert: 

2)  sin  CO  «*  —rz • 

^  Va^+b^+c^ 

Von  besonderem  Interesse  ist  hier  die  Frage,   ob  die  Eich- 
tung  der  parallelen  Sehnen  so  gewählt  werden  kann,  dass  die  zu- 
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gehörige  Diametralebene  senkrecht  auf  den  Seimen  steht  (m&n 
begreift  im  voraus,  dass  eine  solche  Diametralebene  sich  besonders 
gut  zu  einer  neuen  Eoordinatenebene  eignen  müsste),  was  unter 
den  Bedingungen 

a'«a,     /3'==i3,     y'«y 

der  Fall  sein  würde.  Durch  Substitution  dieser  Werte  verwandeln 
sich  die  Gleichungen  9)  in  die  folgenden: 

o)  coscc^—i     cosß^^'i     cosy^—'i 

S  SS 

oder  wegen  s  ^  acosa  -^hcosß  +  ccosy\ 

(acos a  -\-  b cos ß  +  c cos y)  casct  ^  a^ 

4)  {acosa  +  hcosß  +  ccosy)  cos ß  =  6, 

(acosa  +  hcosß  +  ccos y)  cos y  ^^  c. 

Denkt  man  sich  die  Werte  von  a,  6,  c  eingesetzt,  so  enthalten 
die  vorstehenden  drei  Gleichungen  die  drei  unbekannten  a,  ß^  y^ 
welche  ausserdem  noch  an  die  vierte  Bedingung 

5)  cos*  a  +  cos^  ß  +  cos^  y  —  1 

gebunden  sind.  Gleichwohl  ist  das  Problem  der  Bestinmiimg  von 
a^  ßy  y  deswegen  noch  nicht  unmöglich;  denn  man  kann  sich  auf 
folgende  Weise  überzeugen,  dass  die  dritte  der  Gleichungen  4) 
eine  blosse  Eonsequenz  der  beiden  vorhergehenden  und  mithin  über- 
flüssig ist.  Multipliziert  man  die  erste  der  Gleichungen  4)  mit 
cosa^  die  zweite  mit  cosß  und  addiert,  so  wird 

(a cos a  +  hcosß  +  c cos y)  (cos* a  +  cos* ß)  ^  acosa  +  hcosß\ 

hier  braucht  man  nur  cos*a  +  cos*  ß  durch  1  —  cos*y  zu  ersetzen, 
um  nach  gehöriger  Hebung  sofort  die  dritte  Gleichung  in  4)  zu 
erhalten.  Wollte  man  nun  die  Gleichungen  4)  und  5)  auf  ge- 
wöhnliche Weise  als  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten 
(cosa^  cosß^  cosy)  behandeln,  so  würde  die  Elimination  von  zweien 
der  letzteren  auf  eine  sehr  komplizierte  Gleichung  von  hohem  Grade 
führen;  es  ist  daher  besser,  die  obigen  Gleichungen  so  zu  betrachten, 
als  ob  sie  vier  Unbekannte,  nämlich  er,  ßy  y^  5,  enthielten,  und 
vor  der  Hand  s  zu  entwickeln,  woraus  sich  nachher  a^  ßy  y  leicht 
ableiten  lassen. 
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Setzt  man  die  Werte  von  /x,  &,  c  in  die  Gleichungen  3)  ein 
und  vereinigt  nach  Wegschaffiing  der  Brüche  die  gleichartigen 
Grössen,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  drei  Gleichungen: 

I(^  —  s)  cosa  +  Fcosß  +  E  cosy  —  0, 
Fcosa  +  (7?  —s)cosß  +B  cosy  —  0, 
Ecosa  +  D  cosß  +  (C  —  s)  cosy  -=  0. 

Wir  untersuchen  dieses  Gleichungssystem  zunächst  für  den 
besondem  Fall  7>— -E— »F^^O;  alsdann  für  den  Fall,  dass  zwei 
dieser  Zahlen  verschwinden,  die  dritte  nicht;  dann  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  nur  eine  verschwindet;  und  zuletzt  nehmen  wir 
an,  dass  keine  der  Zahlen  Null  ist. 

I.  Fall.     B-^E^F^O, 

Die  Gleichungen  6)  vereinfachen  sich  uirter  dieser  Voraus- 
setzung zu 

{A  —  s)  cosa  =  0, 

7)  I  (5  — s)co5j3  — 0, 

(C  —  ä)  cosy  «  0, 

und  aus  §  30,  Nr.  4)  ergiebt  sich 

s  «  Acos^ct  +  Bcos^ß  H-  Ccos^y. 

Ist  Ä'^  B  ^  C,  so  ist 

s  ^  Ä  {cos^a  +  cos^ß  +  cos^y). 
Da  nun 

1 «  cos^a  +  cos^ß  +  cos^y^ 
so  folgt 

Setzt  man  dies  in  7)  ein,  so  verschwinden  die  linken  Seiten 
wegen  Ä  ^  B  ^  C  für  jeden  Wert  von  a,  j5,  y;  hieraus  folgt, 
dass  in  dem  Falle  jede  beliebige  Richtung  eine  Hauptrichtung  ist. 
Die  Gleichung  der  Fläche  geht  über  in 

Setzt  man  hierfür 


i'^l)H^^§M^'j)- 


Ä' 


SO  erkennt  man,  dass  die  Gleichung,  sofern  die  rechte  Seite  posi- 
tiv ist,  sofern  sie  also  überhaupt  eine  geometrische  Bedeutung  hat, 
eine  Eugel  darstellt,  deren  Centrum  die  Koordinaten  hat: 
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a         H         I 

-r    ""I'   ^T 

vmd  deren  Halbmesser  ist 

r  =  ^VG*+  I*  +  H*-  AK. 
A 

Sind  zwei  der  Grössen  A^  B^  C  gleich,  von  der  dritten  aber 

verschieden,  etwa  A^^B^C^  so  wird  das  STstem 

{A'-s)  cos  a  «=  0, 
8)  <  (A  —  s)co8ß^O^ 

{C  —  s)  cosy  ^0^ 

s^A  {cos^a  +  cos^ß)  +  Cco^y  =  -4  4-  {C  —  A)  co^y 

erfüllt,  wenn  cosy -=  0;  denn  dann  wird  5«^,  und  die  ersten 
beiden  Gleichungen  von  8)  sind  identisch.  Mithin  sind  alle  Sich- 
tungen Hauptrichtungen,  für  welche  7^  «=  90^,  also  alle  zur^-Acbse 
normalen  Richtungen.  Wenn  8  nicht  gleich  ^  ist,  so  k&nn  man 
den  beiden  ersten  Gleichungen  nur  durch  cos  a  ^^^  cos  ß  ^  0  ge- 
nügen; alsdann  muss  cos  y  ^^1  sein,  und  die  vierte  der  obigen 
Gleichungen  giebt  in  Übereinstimmung  mit  der  dritten  5  «=  C.  h 
giebt  also  in  diesem  Falle  noch  eine  Hauptrichtung,  die  zu  den 
unendlich  vielen  andern  normal  ist. 

Ist  also  D  ■=  jE?  =  1^=  0,  und  zugleich 

entweder  .       t>'>  r^ 

A  ^  B  ^C 

""^^^  A~C^B 

°^^'  B=C^A, 

SO  fallt  eine  Hauptrichtung  in  die  Z-,  bez.  Y-,  bez.  X Achse 
und  ausserdem  sind  alle  zu  diesen  normalen  Bichtungen 
Hauptrichtungen* 

Sind  unter  ^4,  J9,  C  nicht  zwei  gleiche  Zahlen,  so  kanfl,  <i* 
nicht    alle    drei   Werte   cosor,    cos/3,    cosy  zugleich   verschwinden 
können,  dem  System  7)  nur  genügt  werden,  wenn 
entweder      cö5  a  «=  1 ,     cosß  *»  0,     cos  y  ■-  0,     also  5  —  i, 
oder  cosa  =  0,     cosß  «  1,     cosy  —  0,     also  s  ^  Bj 

oder  cos a  «  0,     cosß  ^  0^     cosy  ^  1^     also  s  ^  C. 


i 
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In  diesem  Falle  giebt  es  also  nur  drei  Hauptrich- 
tnngen,  und  diese  fallen  mit  den  Koordinatenachsen  zu- 
sammen. 

n.  Fall.  Zwei  der  Zahlen  Z>,  E^  F  verschwinden,  die  dritte 
nicht,  z.  B. 

Z)>0,     i  =  0,     F^O. 


Das  System  6)  vereinfacht  sich  jetzt  zu 

i{A  —  8)  cosa  —  0, 
{B  —  s)  cosß+D cosy  «  0, 
Dcosß  +  {C—  s)co8y-=-0. 

Die  erste  Gleichung  erfordert  entweder  s  ^  A  oder  cosa  '^  0. 

Unter  der  ersten  Annahme  ergeben  die  beiden  andern  Glei- 
chungen 


IG)  ii^-^)  ^^^ß  +  i>  cosy  «»  0 


cosß  +  (C'-A)  cosy  -=  0. 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  fiü:  Werte  von  cosß  und  cosy^  die 
nicht  beide  verschwinden,  nur  erfElUbar,  wenn 

(B-A):D'^D:(C-A), 
d,  i.  wenn 

11)  {B  '-'A){C-A)-D*^  0. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,   so  sind  alle  Richtungen  Haupt- 
richtongen,  für  welche 

12)  {B-A)cosß+Dcosy^  0. 

Bestimmt  man  eine  Richtung  A,  fi,  v  aus  den  Gleichungen 

COSA  »  0,     cosfi  —  - —  1     cos  V  -=    -==_ 


)/(if  -  Af  +  B^  V{B  -  A)^  +  D» 

so  hat  man  statt  11) 

cos l  cos a  +  cos II  cosß  +  cos V  cosy  ^^0\ 

also  alle  Normalen  zu  iL,  /ü,  v  sind  Hauptrichtungen. 

Wenn  11)  nicht  erfüllt  ist,   so  wird  10)   nur  genügt,  wenn 

cosß  ^  cosy  ^0^     cosa^l.  — 

Wenn  s  nicht  gleich  A  ist,   so  muss  cos a=^0  sein,  und  9) 
geht  über  in 

{B  —  5)  cosß  +Dcosy  =  0, 
D  cosß  H-  (C  —  s)cosy  -=  0. 
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Diese  Gleichungen  sind,  wenn  nicht  cosß  =^  cosy  =  0,  nur  erfoU- 
bar  unter  der  Bedingung 

13)  (5-s)(0~5)-D»«0, 

aus  welcher  für  s  die  beiden  Werte  folgen 

s  -  f  (iJ  +  c)  ±  i-  Vil)^~iB  -  cy, 

also  zwei  immer  reelle,  und  wegen  D  ^  0  nicht  zusammenfallende 

Wurzeln;  werden  dieselben  mit  s^  und  s^  bezeichnet,  so  ergeben 
sich  folgende  Hauptrichtungen 

€08  jJj :  cos  yj  —  —  D  :  (B  —  Sj), 
cos ß2 :  cos y^^  —D  \{B  —  ^). 

Nun  ist  nach  13) 

0-    ^i- 


14) 


icosa^  -=  0, 
Xcosa^*^  0, 


2>« 


»2 


5  —  Ä, 

JB  — s« 


woraus  durch  Subtraktion  folgt 
also,  weil  «2^*1 


0; 


(5-Si)(-B--0+^*' 
dies  ergiebt  mit  Bücksicht  auf  14) 

cos  a^  cos  0^+  cosßi  cos  ß^  +  cos  y^  cos  y^  ^  0. 

Die  Hauptrichtungen  «i,  ß^^  y^  und  cc^ß^y^  sind  daher  nor- 
mal zueinander;  ausserdem  sind  sie  normal  zur  dritten 

005  er  =  1 ,     cosß  ^  cosy  ^  0. 

Daher  folgt:  Wenn  eine  der  drei  Bedingungen  erfüllt  ist: 

'i)^0,     E^O,     F-0,     (5- Jl)((7_^)-D«-0, 
15)    D-0,    i(;^0,     F-0,     (^-B)(C-JBj-i;»-0, 

/)«0,     E^O,     F^O,     (iä-C)(J?-C)--F*-0, 

so    giebt  es    unendlich   viele  Hauptrichtungen,    die  auf 
der  noch  ausserdem  vorhandenen   normal  sind;  ist  keine 
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der  Bedingungen  erfüllt,  so  giebt  es  nur  drei  aufeinander 
normale  Hauptrichtungen. 

nr.  Fall     Eine  der  Zahlen  Z>,  E^  F  verschwindet,  die  andern 
beiden  nicht,  z.  B.  D  «=  0,  -E^  0,  F^O, 

Die  Gleichungen  6)  werden  jetzt: 

(-4  —  s)  cos  a  +  F cos  ß  +  E  cu8  y  ^  0^ 

16)  Fco8a  +  {B —  s)cosß'--0, 

E  cosa  +  {C  -•  s)  cosy  ^  0. 

Durch  die  Annahme  s  ^^  B  kann  das  System  nur  erfCQlt  werden^ 
wenn  zugleich  C^B\  alsdann  genügen 

17)  cosci  —  0,       Fcosß  +  E  cosy  —  0, 
wodurch  eine  Richtung  eindeutig  bestimmt  ist. 

Wenn  s  ungleich  B  und  C  ist,  so  entnimmt  man  aus  16): 

F  E 

cosp  '^  —  — cos  a,      C05  y  -*  — cos  a, 

B  —  s  C  —  s 

und  erhftlt  durch   Substitution  in  die  erste  der  Gleichungen  16) 

18)  (A  -8)(B-  s)  (C-s)-  F\C  -  5)  -  E*{B  -  s)  -  0. 

Im  Falle  B  ^  C  hat  diese  Gleichung  die  Wurzel  s  »  J?;  die  beiden 
andern  folgen  aus 

19)  {A  -s){B-s)-  F«- JB»-  0 

^  8'^^{A  +  B)±^  y4{E'  +  F^)  +  {A^By 

und  sind  reell  verschieden,  da  E  und  F  nicht  Null  sind. 

Ist  s  eine  Wurzel  der  Gleichung  18)  oder  19),  so  bestimmen 
sich  die  dazu  gehörigen  Werte  von  aßy  aus  der  Proportion 

FE 

20)  cosa  :  cosß  :  cosy  ^  —  1  :  „ : ? 

Ji  —  5     C  —  S  ^ 

welche  im  Falle  B  ^  C  übergeht  in 

FE 

21)  cos  a  :  cos  ß  :  C05  y  —  —  1 :  — :  -i; • 

B  —  s    B  —  s 

Bezeichnet  man  in  diesem  letzteren  Falle  die  beiden  Wurzeln  von 
19)  mit  5|  und  s^,  so  erhSJt  man 

E*  +  F^ 
und  hieraus  durch  Subtraktion 
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(25«  +  F*)  {s,  -  s,) 


Sj        $1  — 


23) 


da  nun  ^g  ^  ^i,  so  folgt: 

22)  7^ ^ r  +  1-0. 

Sind  «il^i/i  und  crgjSg/a  ^®  ^^  ^i  ^^^  h  gol^Grigen  Haapt- 
richtungen,  so  hat  man 

F  E 

cos  of, :  cos  jS, :  C05  y,  —  —  1 :  — :  :=; » 

^         '^^         '^^  B  —  $^   B  —  Si 

cos  «2  •  <^os  pg :  ro5  yj  =  —  1 :  -^ :  -^ » 

x>  —  ^2    jD  — 5j 

und  daher  in  Bücksicht  auf  22)  und  23): 

005 «1  cosa^  4"  cosß^  cosß^  +  cosy^  cosy^ «  0. 
Ist  femer  aj3y  die  der  Bedingung  17)  entsprechende  dritte  Haupt- 
richtung, so  ergiebt  sich  aus  17): 

005  /3 :  CO«  y  —  jEJ  :  —  F, 

und  daher  folgt  mit  Bücksicht  auf  23): 

eosa  005 a^  4-  cosß  cosß^  +  cosy  cosy^'^  0, 
cosa  cosa^-\-  cosß  C08ß^  +  cosy  cosy^^  0. 

Die  drei  Hauptrichtungen  sind  daher  normal  zueinander. 

Derselbe  Schluss  ergiebt  sich  auch  fEbr  den  Fall,  dass  B  un- 
gleich C  ist.  Es  gilt  alsdann  zunächst  zu  entscheiden,  irievie^^ 
reelle  Wurzeln  die  Gleichung  für  s  hat: 

{Ä  -s){B-  s)  (C  -  5)  -  F*  (-B  -  «)  -  E^  (C  -  s)  -  0. 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  die  auf  der  linken  Seite 
dieser  Gleichung  stehende  kubische  Funktion  von  8  mit  i  ^^ 
untersuchen,  welche  Werte  t  annimmt,  wenn  s  die  reelle  Zahlen- 
reihe von  —  00  bis  +  <^   durchläuft.     Schreibt  man 

F*  E^       I 


<-(^-5)(£-5)(C-5){l~ri- 


{A-s)(C'-s)      (A-5)(J?-Ä 

und  setzt  hierin  5  =  —  oo,  so  nähert  sich  der  Klammerinhalt 
Grenzwerte  1 ,  während  der  andere  Faktor  positiv  unendlich  wirf- 
daher  wird  ^  —  +  oo ,  wenn  s  =  —  X)  ist.  Ebenso  findet  m^i 
<  =  —  oc,  wenn  s  -=  +  ^-  Substituiert  man  fEür  s  ausserdem  ^ 
und  C,  so  erhält  man: 
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5«       —  QO 

B 

C 

+  00 

f  =       +00 

1 

-E*{C-B) 

F*{B      C) 

—  QO 

Fig.  45. 


Ohne  Beschränkung  der  AllgemeiDheit  kann  man  voraussetzen, 
dass  J5  <  C  ist;  alsdann  ist  -E^iC-B)  negativ  und  -  ^«(JB  -  C) 
positiv. 

Trägt  man  die  Werte  von  s  als  Abscissen,  die  von  t  als 
Ordinaten  in  einem  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  auf,  so  er- 
hält man  nach  der  obigen 
Zusammenstellung  eine  Kurve, 
deren  Grestalt  aus  Fig.  45  er- 
sichtlich ist,  wobei  B^  und 
C'  die  Punkte  angeben,  in 
denen  die  Abscissen  B  und  C 
endigen.  Da  die  Kurve  drei- 
mal von  einer  Seite  der  Abscissenachse  auf  die  andere  übertritt, 
nämlich  zwischen  den  Abscissen  —  oo  und  jB,  zwischen  B  und  C 
und  zwischen  C  und  +  oo,  so  folgt,  dass  t  für  drei  reelle  Werte 
von  s  verschwindet;  diese  drei  Wurzeln  s^,  Sg,  5j  der  Gleichung 
t  =«  0  sind  in  der  Weise  angeordnet: 

-  00  <  «1  <  JB  <  Sj,  <  C  <  53  <  +  00. 

Aus  20)   folgt   für  die  Hauptrichtungen,   die   diesen  Wurzeln  zu- 
gehören: 


24) 


F 


cos a,  :  cos ß.  i  cosy^^  —  1\  — 

*  '^^  '*  B  —  Si 

F 

cos  «2  :  COS  /3g  :  cos  yj  =  —  1 : 


E 


C—Sj^ 
E 


cos  ofj  :  cos  /5g  :  cos  yg  — .—  1 : 


Aus  18)  folgt: 


25) 


+ 


B  —  s^'C—s^ 

F  E 

B  —  s^'  C—  Sj 

E* 


B  —  Si       C—Si 

1 

B  —  s^       C—  s> 


'2 


2 


B  —  s. 


+ 


E 


^2 


(7-5 


s 


Hieraus  erhält  man  durch  Subtraktion  zunächst 
«2  —  *!  = 

Fort  XL.  Seblömllch,  anal.  Geom.  n. 


(  F*  E^ \,    _    . 
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Da  nan  s^^s^,  so  folgt : 


26) 


1  + 


+ 


E* 


und  ebenso: 


0, 


1  + 


F 


» 


>- X  + 


E' 


{B  -  s,)  (J5  -  s.)       (C  -  s,)  (C  -  s,) 
F*  E* 

*  +  {B  -  8,)  {B  -Tö  "^  (C  -  s,)  {C  -"ö 


-0, 


=  0. 


Aus  26)  und  24)  ergeben  sich: 

cos  Oj  cos  «j  +  cos  (Sj  cos  |Sj  +  cos  yj  cos  yg  —  0, 

COS  «2  ^^^ "» +  ^^^  A  ^^  ft  +  ^^^  y«  ^^^  y» ""  ^? 

cos  «3  cos  ofi  +  cos  /Jg  COS  /3i  +  cos  yg  cos  yi  —  0. 

Also  findet  man  wieder:  Die  drei  Hauptrichtungen  sind  normal  lu 
einander. 

Wenn  daher  eine  der  Zahlen  D,  -E,  F  verschwindet, 
die  beiden  anderen  aber  von  Null  verschieden  sind,  bo 
giebt  es  stets  drei  und  nicht  mehr  als  drei  Haaptrich- 
tungen,  und  diese  sind  normal  zu  einander. 

IV.  FaU.  Keine  der  drei  Zahlen  B,  E,  F  ist  gleich  NuU. 
In  dem  Systeme  6): 

{A  —  s)cosa  +  Fcosß  +  Ecosy  «  0, 
F cos  a  +  (B  ^  s)  cos  ß  +  D  cos  y  '^  0^ 
Ecosa  +  Dcosß  +  (C—  s)  cosy  =  0 


dividieren  wir  die  erste  Gleichung  durch  EF  und  addieren  beider 

seits 

cosa  /  .    .   EF\ 

-(s-A  +  ~); 


cosa       cos  ß       cos  y 
1      ^      r 


D 


E 


F 


EF 


aus  der  zweiten  Gleichung  ziehen  wir  durch  Division  mit  FD  nnd 

cosß 


Addition  von 


E 


cos  a       cosß       cosy 


JD 


E 


F 


cosß 
fB 


und  durch  ein  ähnliches  Verfahren  aus  der  dritten  Gleichung 
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cos  a       cos  ß       cosy       cosy  (  DE\ 


Zur  Abkürzung  setzen  wir: 


27) 


EF  ^      FD  ^      DE 

L^A-—,     M^B-—.     N-C--^, 

_  cos a       cos ß       cosy 


wo  X,  üf,  J^^  bekannte  Grössen  sind,*Q  dagegen  unbekannt  ist; 
wir  haben  jetzt  nach  dem  Vorigen 

28)  «-^"(-^').  «-^'(»-»).  e-^('-«) 

oder 

EFQ  FBQ  BEQ 

29)      C05a  = —1     cosß^ =^»     cosy^ ^• 

^  S  — X  S^M  '        8  —  N 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  zwei  andere  bilden, 
welche  unmittelbar  die  Auflösung  unseres  Problems  liefern;  man 
erhält  nämlich  einerseits,  wenn  man  die  obigen  Werte  von  cosa^ 
cosß^  cosy  in  die  Formel  6)  einsetzt  und  die  entstehende  Glei- 
chung auf  Q  reduziert: 

dividiert  man  ferner  die  erste  der  Gleichungen  29)  durch  D,  die 
zweite  durch  E^  die  dritte  durch  F  und  addiert  die  Quotienten,  so 
ergiebt  sich  auf  der  linken  Seite  wieder  Q  und  es  ist  demnach 

^      EF      Q     _^FD      Q  DE      Q 


D   s-  I.        E    s-M  '     F    s-  N 
oder 
o^N    ^f.       ^F      1  FD       1  DE      1    \       ^ 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt  sowohl  durch  ö  -=»  0,  als  durch 

'^  D    s-L        E   s-M       F    s-N^    ' 

im  ersten  Falle  müsste  nach  Nr.  28)  entweder  cosa  ^  cosß  =^  cos  y 

» 0  sein,    was    der  Gleichung  5)    widerspricht,    oder   es  müsste 

gleichzeitig  5  =  X,  5—Jlf,  S'^N  werden,  was  nur  unter  der  be- 

12* 
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sonderen  Voraussetzung,  dass  L^  M^  N  gleiche  Werte  haben. 
geschehen  könnte.  Versparen  wir  einstweilen  die  Untersuchung 
dieses  Spezialfalles,  so  ist  im  allgemeinen-  Q  von  Null  verschieden, 
mithin  bleibt  noch  die  Bedingung  32)  zu  erftülen.  Diese  enthslt 
die  einzige  Unbekannte  5;  hat  man  deren  Wert  durch  Aufli5smig 
der  Gleichung  ermittelt,  so  findet  sich  Q  aus  Formel  30),  nachher 
dienen  die  Gleichungen  29)  zur  Bestimmung  der  Winkel  er,  ^,  y. 
Es  gilt  nun,  zu  entscheiden,  wie  viele  reelle  Wurzeln  die 
Gleichung  32)  hat. 

§32. 
Forte  etzung. 

Durch  Multiplikation  mit  dem  Produkte  der  Differenzen  5  —  1. 
s  —  M  und  s  —  N  erhält  die  Gleichung  32)  die  Form: 

(s  -  i)  (s  -  M )  (s  -  J?)  -  -^  (s  -  M)  {s  -  N) 

-^^(^s-N){s-L)-^is-L){s-M)-0*,_ 

und  nach  Division  mit  BEF: 

(s-X)(g-3f)(.9--F) 
DEF 
{s'-L){s--M)      (s-N){s^L)      is-M){s-N)_^ 
F*  E^  D« 

Die  links  vom  Gleichheitszeichen  stehende  kubische  Fanktion 
von  s  bezeichnen  wir  wieder  mit  f,  und  untersuchen  die  Werte, 
welche  t  annimmt,  wenn  s  die  reelle  Zahlenreihe  von  —  ^c  bi^ 
+  QO  durchlauft.  Dabei  werden  wir  wieder  5  als  Abscisse,  '  al* 
Ordinate  auftragen,  und  die  Kurve  betrachten,  welche  durch  die 
Gleichung 


*  Führt  man  die  angedeuteten  Multiplikationen  aus  und  setet  nach- 
her die  für  L,  M^  N  angegebenen  Werte  ein,  so  kann  man  die  obige 
Gleichung  auch  in  die  folgende  verwandeln: 

(«-^)(s-B)(«-(7) 
-2>»(s-il)--B*(«-JB)-F«(«-(7)-2DJBF»0. 

Diese  einfache  Form  der  ursprünglichen  Gleichung  würde  in  dem  Falle 
bequem  sein,  wo  es  sich  bei  numerisch  gegebenen  Ä,  5,  ...  F  um  den 
Zahlen  wert  von  8  handelte,  dagegen  gestattet  sie  keine  so  leichte  Kot- 
Scheidung  der  Frage  nach  der  Anzahl  der  reellen  Wurzeln. 
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^^{s-L){s-M)is-N) 


3^)  J>EF 

dargestellt  wird. 

Das  Produkt  DEF  kann  ebensowohl  positiv  als  negativ  sein, 

im  ersten  Falle  mag  dessen  reziproker  Wert  mit  +  x,  ini  zweiten 

Falle   mit   —  x   bezeichnet   werden,    so    dass   %   in    beiden   Fällen 

den  absoluten  Wert  von  ttvt.,  ausdrückt.    Die  Grössen  L.  M.  N 

J)EF 

sind  im  allgemeinen  von  einander  verschieden,  es  giebt  also  unter 
ihnen  eine  kleinste,  eine  mittlere  und  eine  grösste,  und  um  einen 
bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  wollen  wir  annehmen,  dass 
X<Jtf<^,  mithin  jede  der  Differenzen  N—M^  L  —  N^  M—N 
negativ  sei;  diese  Voraussetzung  beeinträchtigt  übrigens  die  All- 
gemeinheit der  Untersuchung  nicht ,  denn  man  wird  bald  bemerken, 
dass  die  nachherigen  Erörterungen  ganz  gleichförmig  auf  jede  andere 
Rangordnung  der  Grössen  L,  3f,  N  passen.  Der  Gleichung  34) 
geben  wir  zunächst  die  Form 

35).       (.  1 


{s^L){S''M){s-N)[±% 


F\s-N)    F^is-M)    D\s-L) 

und  denken  uns  s  als  unendlich  wachsende  negative  Zahl;  die  Quo- 
tienten i  i  t 


s  —  L      s  —  M      s  —  N 
haben  in  diesem  Falle  die  Null  zur  Grenze,  und  das  Produkt 

(5-7>)(s- JJi)(s-iV) 

erhält  einen  unendlich  wachsenden,  aber  negativen  Wert,  weil 
hei  hinreichend  grossem  negativen  s  jeder  einzelne  Faktor  desselben 
negativ  wird.     Wir  drücken  dies  kurz  durch  die  Formel  aus: 

für   5  =  —  00    wird    ^  «  (—  oo)  (±  x)  *«  +  oo. 

Nehmen  wir  zweitens  s  =  Lj  so  giebt  die  Gleichung  34)  unmittelbar 

{L  -  M)  jL-N) 

d.  h.,  wenn  man  sich  an  das  über  die  Differenzen  L  —  M  und 
L  —  N  Gesagte  erinnert, 

für   s  '^  L    wird  t  negativ.' 

Daran  schliessen  sich  femer  die  Bemerkungen: 


182 


Achtes  Kapitel.    Die  Flächen  zweiten  Grades. 


für  5  «  IT  wird  t ^ '^X^ ^  d.  h.  positiv, 


)) 


s 


N 


« 


n2 


d.  h  negativ. 


Fig.  46. 


Ffg  47. 


Wir  denken  uns  zuletzt  s  als  unendlich  wachsende  positive  Zahl 
und  benutzen  dabei  wieder  die  Form  35);  auch  in  diesem  Falle 
haben  die  dort  erwähnten  Quotienten  die  Null  zur  Grenze,  dagegen 
wächst  das  Produkt  {s  —  X)  (5  —  M)  (s  —  N)  ins  positiv  Unend- 
liche, d.  h. 

für   5  «=  +  QO    wird    <  ■=  (+  00)  (±  x)  «  ±  00. 

Nach  diesen  Ergebnissen  kann  man  sich  leicht  ein  Bild  von 
dem  Verlaufe   der   in   Bede   stehenden  Kurve   entwerfen;  fär  ein 

positives  BEF  hat  sie  die 
in  Fig.  46  angedeutete  Ge- 
stalt, für  ein  negatives  Z)£T 
entspricht  sie  der  Fig.  47; 
in  beiden  Darstellungen  sind 
X,  Jf ,  ^  die  Endpunkte  der 
Abscissen  s  =»  i,  s  »  J/, 
s  —  iV,  wobei  man  sich  den 
Anfangspunkt  der  Koordi- 
naten an  beliebiger  Stelle 
auf  der  Achse  der  s  denken 
kann.  Aus  dem  Anblicke 
dieser  Figuren  gebt  hervor, 
dass  die  Gleichung  -4  =  0  stets  drei  reelle  Wurzeln  5,,  5j,  s^  hat, 
und  zwar  ist,  wenn  x  >  0: 

X  <  5i  <  JLf  <  5j  <  ^  <  5,  <  +  00 

und  wenn  x  <  0 

-  CO  <  5i  <  7v  <  5a  <  jlf  <  Sj  <  JNT. 

Den  drei  verschiedenen  Werten  S"-5, ,  5  =  .«g,  5  =  ^*3  t^n^' 
sprechen  nach  Formel  30)  drei  verschiedene  Werte  von  $,  die  wir 
der  Reihe  nach  mit  Qj,  Qg,  Q^  bezeichnen  wollen;  diese  liefere 
nach  Nr.  29)  drei  verschiedene  Richtungen  der  parallelen  Sehnen 
und  zwar  mögen  die  betreffenden  Richtungswinkel  durch  tfp  m- 
7u  ^%i  ß^i  y^t  ^zi  1^8»  Xa  unterschieden  werden. 
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Um  über  die  gegenseitige  Lage  der  Hauptebenen  Aufschluss  zu 

erhalten,   entwickeln  wir  einige  Relationen  zwischen   den  Wurzeln 

der  Gleichung  33).     Da  5^,  ^g,  5g  die  genannte  Gleichung  erfüllen, 

so   genügen    sie    auch    der    nicht   wesentlich   davon   verschiedenen 

Gleichung  32);  es  ist  also  gleichzeitig 

n  TP.       1 

=  1, 


-1, 


-1. 

Durch  Subtraktion  der  zweiten  von  der  ersten  Gleichung  und  nach- 
herige Multiplikation  mit  DEF  folgt 

da  «2  —  ^1  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  der  Inhalt  der  Pa- 
renthese — >  0  sein;  auf  analoge  Weise  kann  man  die  erste  der 
vorigen  Gleichungen  mit  der  dritten ,  sowie  die  zweite  mit  der  dritten 
verbinden,  was  zusammen  die  folgenden  Beziehungen  giebt: 

E^F^  F^j)i  jfiE^ 

+  / l^y ^  +  7Z TrTr ^n  =  ^^ 


EF 

D   Si 

1 

L 

+ 

FD 

E    s, 

1 
-M 

+ 

DE 
F 

^i 

1 

EF 

1 

t 

+ 

FD 
E   s^ 

1 

+ 

DE 
F 

•'2 

1 

EF 

1 

+ 

FD 

1 

+ 

DE 

1 

D   s^ 

L 

E  s^ 

-M 

F 

«T 

-N 

36) 


(«,  -  /.)  (s,  -  L)  ^  (s,  -  M)  {s,  -M)'  {s,-N)  {s,  -  N) 
E*F*  F*D*  D'E' 

(s,  -L){s,-L)  +  is,-M){s,-M)  +  is,-N)is,-N)  =  ^' 

£*F^  F*D*  D*£* 

[{s,-L){s,-L)  +  (8,-M){s,-M)  +  (s,-N){s,-N)  ^  °- 

Die  Winkel,  welche  die  Hauptrichtungen  mit  den  Achsen  ein- 
schliessen,  bestinmien  sich  nach  Nr.  29),  nämHch: 

^«««i-i^iix'   ^'«^i^iTi^'    '^''^'^i;^N' 

EFQ,  .       FJ)Q^  DEQ, 

cos  a,  = = )      cos  Po  — ü»       cosy«  = rv' 

*      s^—L  *      Sf  —  M  '*      s^  —  N 

EFQ.  ^       FDQ.  BEQ. 

Aus  diesen  Werten  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  36): 
cosa^  cosa^  +  cosßi  cosß^  -f-  cosy^  COSy^  =  0, 
cosa^  cosa^  +  ros/Sg  cosß^  +  cosy^  Cö5yj  «  0 , 
CO«  «8  coscc^  +  cosß^  cosß^  -f  cosy^  cosy^  =  0. 
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Hierausfolgt:  Die  drei  Hauptrichtungen  einer  Fläche  zweiter 

Ordnung  sind  zu  einander  senkrecht. 

Wir  betrachten  nun  den  besonderen  Fall  L  =M  =  K  Setzen 

wir    zunächst    nur    L  ^  M  voraus,    so    geht    die    Gleichung  33) 

über  in 

(s-L)s'-N)       s-L       s-  N      s-N 


(.-/0{ 


=  0. 


DEF  F^  E^  D* 

Diese  hat  die  Wurzel  5i=2.;  die  beiden  andern  ergeben  sich  aus 

^  BEF  F^  E^  D« 

Die  Substitutionen 

5  =  —    OC,       /.,       J\',  +   QO 

erteilen  der  linken  Seite  die  Werte 

und    zwar   gelten    die    oberen    oder    unteren    Zeichen,    jenachdem 

X  ^  0.      Sind   nun   L   und  N  verschieden,   so   haben  L  —  ^  vj\^ 

N  ^  L  entgegengesetzte  Zeichen ,  daher  liegt  sicher  eine  reelle 
Wurzel  der  quadratischen  Gleichung  37)  zwischen  L  und  N-^  die 
andere  ist  kleiner  als  L  oder  grösser  als  N^  jenachdem  x  positiv 
oder  negativ  ist. 

Eine  Doppel  Wurzel  der  Gleichung  33)  kann  daher  nur  dann 
vorhanden  sein,  wenn  ausser  L  =M  noch  M  =  N  erfüllt  ist.  Als- 
dann kann  die  Gleichung  33)  geschrieben  werden: 


38)  {s  -  i)2  j  ^^^  -  -  ^  -  -^-  -  --^ 


=  0. 


Da  nach  der  Voraussetzung  D,  E  und  F  nicht  verschwinden,  so 
kann  der  zweite  Klammerinhalt  für  s  =  L  nicht  auch  den  Wert 
Null  annehmen,  also  hat  die  Gleichung  nur  zwei  gleiche  Wuneln 
s  =^  L^  die  dritte  Wurzel  ist 

39)  s  =  L+I>EF(^,  +  ^,  +  lr^- 

Für  diese  Doppelwurzel  s  ^^  L  geht  das  System  6)  über  in 

I{A  —X)  cosct  +Fcosß  +  Ecosy  =  0, 
Fcosa  +  {B  — X)  cosß  +Dcosy^  0, 
Ecosa  +  Dcosß  +  (C  —  L) cosy  ^0. 
Berücksichtigt  man,  dass 


A  -^y^^-^DEF 


^2 
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,       EF       ^       FD       ^      DE 
41)  X==^-  — =5-  — -C-— , 

so  erkennt  man,  dass 

EF        „       ^       jp'D  DJS; 

Dividiert  man  die  Gleichungen  40)  nach  Einsetzung  dieser  Werte 
der  Reihe  nach  durch  EF^  FD  und  DE^  so  gehen  sie  alle  drei 
in  ein  und  dieselbe  Gleichung  über,  nämlich  es  wird  aus  jeder, 
wenn  wir  die  zur  Doppelwurzel  gehörige  Hauptrichtung  mit  a^  ß^  y^ 
bezeichnen: 

Die  andere  von  L  verschiedene  Wurzel,  die  wir  mit  s^  bezeichnen 
wollen,  ergiebt,  wie  wir  aus  39)  und  41)  ersehen: 

Das  System  6)  wird  daher  durch  eine  Richtung  a  ««  «g,  /3  =»  /Jg, 
7  =  yj  erfüllt,  für  welche 

^ON  ^  111 

43)  cosa^ :  cosß^ icosy^'^j^'-^'  Y 

Aus  42)  und  43)  folgt  noch 

cos  «1  cos  cfj  +  cos  ßi  cos  ß^  +  cos  yi  cos  y^  =*  0. 

Daher  ergiebt  sich:  Wenn  D,  E^  F  nicht  Null  sind,  so  hat 
die  kubische  Gleichung  für  s  nur  dann  eine  Doppelwurzel, 
wenn  L  «ilf  =  N-^  nur  in  diesem  Falle  giebt  es  unzählige 
Hauptrichtungen,  die  zu  einer  Richtung  normal  sind,  die 
selbst  Hauptrichtung  ist. 

Bevor  wir  die  Ergebnisse  dieser  längeren  Untersuchung  zu- 
sammenfassen, wollen  wir  zeigen,  dass  wenigstens  zwei  Haupt<ebenen 
in  endlicher  Entfernung  vom  Anfangspunkte  liegen.  Zunächst  be- 
merken wir,  dass  in  der  Gleichung  einer  Hauptebene 

(Ä  cosa  +  Fcosß  +  Ecosy)  ^  +  {Fcosa  +  Bcosß  +  Dcosy)  ri 

+  {Ecosa  -f  Dcosß  +  C cosy)  i -^  {Gcosa ^  Hcosß +Icosy)^0 
die  Koeffiadenten  der  Koordinaten  die  Werte 


44)  [ 
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SCOSa^  SCOSß^  SCOSy 

haben;    daher  kann   die   Gleichung   44)   in   der   Form  geschrieben 

werden 

...                                                            Gcosa  +  Hcosß  +  Icosy 
45)    cosci .i  +  cosp  .rj  +  cosy  .g  -\ «0. 

Das  letzte  Glied  ist  dem  Abstände  der  Ebene  vom  AJQfang^- 
punkte  entgegengesetzt  gleich;  die  Ebene  kann  daher  nur  dann 
unendlich  fern  werden,  wenn  s  verschwindet,  und  nicht  zugleich 
der  Zähler.  Im  Falle  I.  kann  5  nur  verschwinden,  wenn  eine  der 
Grössen  A^  B^  C  verschwindet.  Sind  diese  Zahlen  ungleich,  so 
giebt  es  zwei  nicht  verschwindende  Werte  für  »<?,  also  zwei  endlich 
ferne  Hauptebenen;  sind  zwei  Zahlen  gleich,  z.B,  A  ^  B^  und  von 
Null  verschieden,  und  C  —  0,  so  gehören  z\x  s  ^=  A  unendlich  viele 
Hauptebenen,  die  alle  endlich  fem  liegen.  Sind  dagegen  zwei  der 
Zahlen  gleich  Null,  die  dritte,  z.  B.  C,  nicht  Null,  so  ist  die  ro 
5  =  C  gehörige  Hauptebene  endlich  fern.  Zu  5  « -4  gehören  als- 
dann unendlich  viele  Hauptrichtungen,  welche  normal  zur  f- Achse 
sind;  wählt  man  darunter  diejenige  aus,  für  welche  auch 

G  cosa  +  H cosß  +  I cosy  =  0, 

so  hat  die  zu  dieser  Richtung  normale  Hauptebene  einen  un- 
bestimmten Abstand  vom  Anfangspunkte,  d.  i.  jede  zu  der  ge- 
nannten Richtung  normale  Ebene  ist  Hauptebene  der  Fläche;  al-^^ 
giebt  es  auch  in  diesem  Falle  zu  einander  normale  nicht  unendlich 
ferne  Hauptebenen. 

Diese  Schlussweise  wiederholt  sich  in  den  übrigen  Fällen  IL 
m  und  IV. 

Im  n.  Fall  kann,  wenn  z.B.  D  nicht  verschwindet,  nur  s-»*^ 
verschwinden.     Ist  dies  der  Fall,  und  die  Bedingung 

{B-A){C-A)-D^^O, 

die  sich  jetzt  wegen  -4  =  0  zu 

46)  J5C- 2)2-0 

vereinfacht,  nicht  erfüllt,  so  sind  die  beiden  andern  Wureeln  ftr 
s  nicht  Null.  Ist  die  Bedingung  46)  erfallt,  so  ergiebt  sich  für 
s  aus  der  Lösung  der  Gleichung  13)  der  Wert 

5  =  ^  +  C, 
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und  dies  kann  wegen  BC  ==  I)^  und  Z)  ^  0  nicht  Null  sein;  die  zu- 
gehörige Hauptebene  ist  daher  nicht  unendlich  fern. 

Die  übrigen  Hauptrichtungen  erfüllen  die  aus  9)  durch  Ein- 
setzung von  s  =  0  hervorgehende  Gleichung 

Bcos ß  +Dcosy  '^  0. 

Wählt  man  darunter  die  eindeutig  bestimmte  aus,  für  welche 

G  cos a  +  H  cos ß  +  I  cosy  ^  0, 

so  geh()ren  dieser  Richtung  alle  zu  derselben  normalen  Ebenen  als 
Hauptebenen  zu. 

Im  III.  Falle  sind  die  drei  Werte  für  s  stets  ungleich,  also 
unmer  zwei  von  Null  verschieden. 

Im  IV.  Falle  kommen  zwei  gleiche  verschwindende  Werte  von 
s  nur  vor,  wenn 

Die  zugehörigen  Hauptrichtungen  erfüllen  die  Gleichungen 

roscc    .    cos  ß    ,    cosy 

Wählt  man  wieder  diejenige  unter  diesen  unendlich  vielen 
Richtungen,  für  welche 

G  cos  a  +  H  cos  ß  +  I  cos  y  ^  0^ 

so  ist  jede  zu  dieser  Richtung  normale  Ebene  eine  Hauptebene. 
Wir  schliesSen  daher:  Bei  jeder  Fläche  IL  Ordnung  kann 
man  immer  zwei  zu  einander  normale  Hauptebenen  an- 
geben, die  nicht  unendlich  fern  sind. 

Wir  geben  nun  eine  übersichtliche  Zusammenstellung  der 
gewonnenen  Ergebnisse. 

Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  hat  im  allgemeinen,  d.  i.  wenn  nicht 
besondere  Bedingimgsgleichungen  zwischen  den  Koeffizienten  der 
Gleichung  der  Fläche  erfüllt  sind,  ein  eindeutig  bestimmtes  Centrum 
und  drei  dasselbe  enthaltende  zueinander  senkrechte  Hauptebenen. 

Ist  ^  =  ^  «  (7  ^  0,  D  =  ^  =  F  «=  0,  so  ist  das  Centrum  ein  im 

Endlichen  gelegener  Punkt,  und  jede  Diametralebene  ist  eine 
Hauptebene  (Eugelfall). 
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Ist  eine  der  sieben  Bedingungen  erfüllt 

D^O,       i;-0,      F=-0,       (2?~^)(C-^)-D2-0 

J9«0,       -E^O,       F^O,       {A-B){C-B)-E'^0 

2)«0,       i;«0,       F^O,       {A-C)(B-  C)-'F'^0 

D^O,       i^^O,       F^O, 
,       EF      ^       FD       ^      DE 

so  zerfallen  die  Hauptrichtungen  in  zwei  Gruppen;  eine  Gruppe 
besteht  aus  einer  einzelnen  Hauptrichtung,  die  andere  aus  allen 
Richtungen,  die  zu  dieser  einzelnen  normal  sind.  Wenn  zu  der 
genannten  Bedingung  in  den  einzelnen  Fällen  der  Reihe  nach 
folgende  treten 

B^C^O\       C«^  =  0;       A^B^O-, 

^  =  0;        ^  =  0;        C=0; 

,       EF       ^       FD        ^      DE       ^ 

^-"^-"^--^=^-    i^^^^' 

so  sind  die  zur  zweiten  Gruppe  gehörigen  Hauptebenen  unendlich 
fem,  bis  auf  eine  Schar  von  Parallelebenen,  die  sämÜich  Haupt- 
ebenen sind. 

§  33. 

S  0  h  1  U  8  8. 

Die  Thatsache,  dass  bei  jeder  Fläche  zweiter  Ordnung  zwei 
nicht  unendlich  ferne  Hauptebenen  vorhanden  sind,  die  aufeinander 
senkrecht  stehen,  legt  uns  den  Gedanken  nahe,  dieselben  zu  Koor- 
dinatenebenen  zu  machen;  den  Koordinatenanfang  legen  wir  be- 
liebig auf  den  geradlinigen  Durchschnitt  derselben,  so  dass  die 
dritte  Koordinatenebene  der  dritten  Hauptebene  parallel  liegt  Ist 
nun  in  dem  neuen  rechtwinkligen  Koordinatensysteme,  dessen  Koor- 
dinaten a/,  y,  il  heissen  mögen,   die  Ebene  ^ s!  eine  Hauptebene, 
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so  muss  jeder  in  dieser  Ebene  liegende  Punkt  t/V  der  Mittelpunkt 
einer  darauf  senkrechten  (zur  a;'- Achse  parallelen)  Sehne  sein,  d.  h. 
jedem  Eoordinatenpaare  if  fl  müssen  zwei  gleich  grosse  und  dem 
Zeichen  nach  entgegengesetzte  J  entsprechen.  Hieraus  folgt,  dass 
die  transformierte  Gleichung,  welche  die  Form 

^'/2  +  j5'y2+  CV2+  2Z>'2/y  +  2i?Vx'+  2F'a,V 

+  2ö'a;'  +  2Ä'y  +  27V  +  -BT'  =  0 

besitzen  würde,  rein  quadratisch  in  Beziehung  auf  J  sein  muss; 
sie  lautet  daher 

.4'x'^+^'y^+  c';2'»4-  2iyy^'+  2H'y  +  2jv+ir'=o. 

Ir^t  zweitens  die  Koordinatenebene  o/;?'  eine  Hauptebene,  so 
entsprechen  jedem  willkürlich  gewählten  Eoordinatenpaare  :^  J  zwei 
gleiche  und  entgegengesetzte  y,  es  verschwinden  daher  auch  die 
Koeffizienten  aller  mit  der  ersten  Potenz  von  y'  behafteten  Glieder, 
d.  h.  die  Gleichung  jeder  Fläche  zweiten  Grades  kann 
auf  die  Form 

47)  A'J"^  +  B']l^  +  CV^  +  ^Vfl  +  X'  =  0 

gebracht  werden. 

Eine  weitere  Vereinfachung  entsteht  dadurch,  dass  man  den 
Anfangspunkt  der  Koordinaten   auf  der  ^- Achse  um   die   Strecke 

/' 

-7^  verschiebt;  setzt  man  nämlich 


J        Jf 

. '       j^ 

j     j^ 

X  «=  rc  , 

y     y » 

z       z        ^,-, 

so  verwandelt  sich  die  Gleichung  in 

48)  A'x"»  +  7>V"  +  C  V«  +  ^J'  +  £■'  =  0, 

wobei    man    die   beiden   unveränderlichen    Grössen    zusammen   mit 
einem  einzigen  Buchstaben  bezeichnen  könnte. 

Die  soeben  ausgeführte  Verschiebung  des  Koordinatenanfangs 

wird  in  dem  Falle  C  =  0  .unthunlich,  weil  dann  -^  entweder  un- 

endlich  oder  keine  bestimmte  Grösse  ist;  für  diesen  Fall,  in  welchem 
also  statt  Nr.  47) 

49)  ^'x'*  +  J5'y2 4.  2/';?'  +  X' -=  0 

zu  schreiben  ist,  dient  eine  andere  durch  die  Substitutionen 
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angezeigte  Koordinatenänderung;  sie  giebt 

50)  ^V«  +  ^'y"2  +  2  7  V  =  0. 

Auch    diese    Transformation   ist  unausfahrbar,    wenn  J*  -*  0; 
man  hätte  dann  statt  der  Gleichung  49) 

wodurch  eine  gerade  Cylinderfläche  charakterisiert  wird;  da  übrigens 
die  vorstehende  Form  bereits  in  der  Form  48)  enthalten  ist,  so 
giebt  sie  keine  Veranlassung  zu  einer  neuen  Umwandlung.  Bei 
Unterdrückung  der  nicht  mehr  nötigen  Accente  haben  wir  nun 
folgendes  Theorem:  Wenn  man  zwei  Hauptebenen  einer 
Fläche  zweiten  Grades  zu  den  Koordinatenebenen  der 
xz  und  ye  nimmt,  so  lässt  sich  die  Gleichung  der  Fl&che 
auf  die    eine  oder  andere  der  beiden  Formen 

51)  Ax^  +  Bi/'\'Cs^  =  K, 

52)  A3?  +  By^^2Iz 

zurückführen;  die  Flächen  zweiten  Grades  zerfallen  da- 
her in  zwei  verschiedene  Arten,  jenachdem  ihre  Glei- 
chungen der  einen  oder  der  anderen  Form  angehören. 

Die    Gleichungen    für    die    Koordinaten    des    Centrums  §  30 
Nr.  10)  werden  bei  51): 

Wenn  zwei  von  den  Zahlen  Ä^  B^C  verschwinden,  etwa  B  ^  C «  0, 
so  werden  die  Gleichungen  erfüllt  durch  J  —  0  und  vOUig  un- 
bestimmte Werte  von  ri  und  ?;  jeder  Punkt  der  ^£^- Ebene  kann  daher 
als  Centrum  gelten.  Die  Fläche  artet  dabei,  wie  aus  ihrer  Glei- 
chung 

sofort  hervorgeht,  zu  den  zwei  zur  o;- Achse  normalen  Ebenen  ans, 
deren  Abscissen  |  =  ±  yK:A  sind. 

Wenn    nur    eine    der    Zahlen   -4,   ^,    C  verschwindet,  etwa 
^  =  0,  B>0,  C^  0,  so  wird  den  Gleichungen  §  30,  10)  durA 

ein  unbestimmtes  J  und  durch  i/  ~  f  =  0  genügt;  alsdann  kann 
also  jeder   Punkt   der  x- Achse    als    Centrum   betrachtet   werden. 


53)    { 
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Die  Fläche  ist  diesem  Falle  ein  Cylinder,  dessen  Mantellinien 
der  £;- Achse  parallel  sind. 

Sind  A^  B  und  C  von  Null  verschieden,  so  ist  das  Centrum 
eindeutig  bestimmt,  nämlich  der  Koordinatenanfangspunkt. 

Für  die  Flächen,  welche  der  Gleichung  52)  zugehören,  wird 
die  Gleichung  §  30  Nr.  3)  zu 

{Acos^cL  +  Bcos^ß)  r^  +  2  {Acosa  §  +  Bcosß .  ty  —  Icosy)  r 
+  {A^^  +  Bri^^2n)^0. 

Die  der  Eichtung  aßy  zugehörige  Diametralebene  hat  die 
Gleichung  ^ ^^^^ .^  +  Bcosß. rj  -  Icosy  «  0. 

Die  Diametralebenen  sind  daher  parallel  der  r- Achse;  sie  enthalten 
nicht  eine  gemeinsame  Gerade;  denn  die  Horizontalspur  kann 
durch  geeignete  Wahl  von  a  ßy  mit  jeder  beliebigen  Geraden  der 
0*1/ -Ebene  zusammenfallen. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  51)  die  zentrischen, 
52)die  nichtzentrischen  Flächen  zweiter  Ordnung  darstellt. 

Endlich  würde  noch  zu  entscheiden  sein,  wieviel  individuelle 
Flächen  zweiten  Grades  in  jeder  einzelnen  Gattung  enthalten  sind; 
hierzu  bedarf  es  nur  einer  Untersuchung  über  die  verschiedenen 
möglichen  Vorzeichen,  welche  die  Grössen  -4,  5,  C,  D,  IT,  7  in 
den  Gleichungen  51)  und  52)  haben  können. 

a)  Unter  der  Voraussetzung,  dass  keine  der  Grössen  A ,  By 
C,  K  verschwindet,  können  wir  die  Gleichung  öl)  dui'ch  K  divi- 
dieren, und  es  sei  dann 

d.'        4-i  ?-        4-i  -^  =  4-1- 

bilden  wir  nun  alle  möglichen  Kombinationen  der  Vorzeichen,  so 
entstehen  folgende  acht  Qleichungen: 


6« 

^*  _  y'.  +  f  *  _  1 

«*      y*      ** 
„2+  2,«+  g«-l) 

.^*     y'     "*    , 

■^  a«       h*       c*        ' 

l 
l 
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Diesen  entsprechen  aber  nicht  acht  verschiedene  Flächen,  nament- 
lich sind  diejenigen  Flächen  ihrer  Natur  nach  identisch,  deren 
Gleichungen  in  einer  Gruppe  beisammen  stehen.  Schreibt  man  z.  B. 
in  der  zweiten  Gleichung  derjenigen  Gruppe,  welche  zwei  positive 
Zeichen  neben  einem  negativen  enthält,  ajj,  r,,  y^  für  r,  y,  z  und 
a, ,  Cj,  b^  für  c/,  &,  c,  so  verwandelt  sich  dieselbe  in 

^l  -.  ^!  4-  '^''JL       1 

Ol'  ^i'  ^' " 
und  wird  dadurch  identisch  mit  der  ersten  Gleichung  derselben 
Gruppe;  beide  Flächen  unterscheiden  sich  daher  nicht  der  Art,  son- 
dern nur  der  Lage  nach;  auf  gleiche  Weise  kann  die  Gleichheit  der 
übrigen  in  einer  Gruppe  befindlichen  Flächen  nachgewiesen  werden. 
Ausserdem  ist  noch  zu  beachten,  dass  die  letzte  der  vorigen  Glei- 
chungen keinen  geometrischen  Sinn  hat,  weil  die  Summe  mehrerer 
negativen  Zahlen  nicht  =  +  1  sein  kann.  Demnach  bleiben  nur  die 
drei  Gleichungen: 


54) 


x^       V^       z^ 
4_  j!^  4,  __ 

(jr       b'       c^ 


1, 


_  5*  _  ^*  j.  i!  _  1 

«  »9       1  9  * 


,2 


.2 


a'       b^       c 

als  Repräsentanten  von  drei  wirklich  verschiedenen  Flächen  übrig. 
Ist  zweitens  Ä"  =  0,  so  setzen  wir 


ar 


B  =  ±-~,. 


und  erhalten  durch  Kombination  der  Vorzeichen  die  Formen 


a;-       ^       02 
a-  "^  &2  +  ^2 


X 


0, 


y 


2 


0 


2 


h^ 


-7.  -  0, 


.2 


-,-0. 


Ä?  V  Z 

o*       \r       c* 


a"       (r       c 

Die  beiden  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  sind  identisch  (wie  di»' 
blosse  Multiplikation  mit  —  1  zeigt)  und  repräsentieren  keine  Fläche, 
sondern  nur  einen  Punkt,  weil  ihnen  auf  keine  andere  Weise  al< 
durch  ic=0,  «/  =  0,  £r  =  0  genügt  werden  kann.  Die  beiden 
Gleichungen  der  zweiten  Gruppe  charakterisieren  gleichfalls  eine  und 
dieselbe  Fläche,  nämlich  den  elliptischen  Kegel.    Übrigens  ist  diese 
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Fläche  implicite  bereits  in  der  zweiten  Gleichung  von  Nr.  54)  ent- 
halten; setzt  man  nämlich  in  letzterer  a  ^^  da\  b  '^  6b\  c  »  ^c', 
so  erhält  man 

^  +  2/^.  +  f"  .  ^2 
a'2  ^  V^  ^  c'«  ' 

und  hieraus  wird  für  d  ».0  die  Gleichung  der  Kegelfläche. 

Wenn  nicht  iC,   aber  einer  der  Koeffizienten  B^   C,   etwa  G 
verschwindet,  so  repräsentiert  die  Gleichung 

Ax^  +  By^^K 

im  allgemeinen  eine  CyUnderfläche,  deren  erzeugende  Gerade  der 
£- Achse  parallel  ist.  Die  nämliche  Gleichung  erscheint  auch  als 
spezieller  Fall  einer  der  Gleichungen  54),  wenn  man  c  (oder  b 
oder  a)  unendlich  gross  werden  lässt.  Für  JT  —  0  wird  daraus 
entweder  ein  blosser  Punkt  (bei  gleichen  Vorzeichen  von  Ä  und  B) 
oder  ein  Komplex  von  zwei  zur  ä?- Achse  parallelen  sich  schneiden- 
den Ebenen  (bei  entgegengesetzten  Vorzeichen  von  A  und  B),  Ver- 
sehwinden zwei  der  Koeffizienten  A^  B^  (7,  etwa  die  beiden  ersten, 
so  repräsentiert  die  Gleichung 

bei  positiven       zwei  zur  xy- Ebene  parallele  Ebenen,  die  für  K^O 

K 

zusammenfallen;  für  ein  negatives  —  hört  die  Gleichung   auf  geo- 

metrisch  bedeutsam  zu  sein. 

b)  Um  in  ähnlicher  Weise  die  Flächen  zweiter  Art  zu  disku- 
tieren, setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  keine  der  Grössen  iä,  B^ 
I  verschwinde;  nach  Division  mit  I  sei 

und  jede  der  Grössen  a  und  b  an  sich  positiv.     Die  Kombinatiou 
der  Vorzeichen  liefert  folgende  vier  Gleichungen: 


--^ + ^  - .«, 

a        b 

a        b 

a        b 

x^       v^ 
a        b 

Hier  können  wiederum  die  in   einer  Gruppe  beisammen  stehenden 
Gleichungen  zur  Identität  gebracht  werden  und  zwar  dadurch,  dass 

Fort  a.  Schi ö milch,  anal.  Oeom.  II.  13 


(X* 

+ 

y* 

^ 

a 

h 

X* 

y' 

a 

h 
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man  der  jer- Achse  die  entgegengesetzte  Lage  giebt,  d.  h.  i?»  -f' 
setzt;  demnach  bleiben  nur  die  zwei  durch  die  Gleichungen 

a  u 

55) 

repräsentierten  Flächen  als  reell  verschiedene  übrig. 

Für  7—0  reduziert  sich  die  Gleichung  52)  auf 

Ax^  +  By^^O, 

wovon  die  geometrische  Bedeutung  bereits  angegeben  wurde.  "Ver- 
schwindet einer  der  Koeffizienten  A  und  B^  etwa  der  letztere,  so 
repräsentiert  die  Gleichung 

Ax*^  2Iz 

einen  parabolischen  Cylinder,  dessen  erzeugende  Gerade  der  y- Achse 
parallel  ist;  für  J  =  0  degeneriert  derselbe  zur  y j?- Ebene, 'for  A^O 
zur  xy- Ebene. 

Schliessen  wir  nun  alle  die  speziellen  Fälle  aus,  in  denen  eine 
Fläche  zweiten  Grades  zu  einem  Kegel,  Cylinder  oder  zu  einem 
ebenen  Gebilde  wird,  so  haben  wir  als  Gesamtresultat  der  ganzen 
Diskussion  den  Satz:  die  Flächen  zweiten  Grades  zerfallen 
in  fünf  besondere  Flächen,  von  denen  drei  einen  Mittel- 
punkt, und  die  übrigen  keinen  Mittelpunkt  besitzen. 

Wir  untersuchen  jetzt  diese  individuellen  Flächen  der  Reihe 
nach  einzeln.  _.- — 


§  34. 
.^  DasEllipsoid. 


Gestalt  der  Fläche.    Die  erste  von  den  zentrischen  Flficben 
zweiten  Grades  wird  nach  Nr.  54)  durch  die  Gleichung 

^  a*      &*      r 

charakterisiert,  mittels  deren  man  leicht  Auskunft  über  ihre  Qestalt 
erlangen  kann.  Um  zunächst  die  Spuren  oder  sogenannten  Haupt- 
schnitte  der  Fläche  kennen  zu  lernen,  setzen  wir  der  Beihe  nach 
^  —  0,  t/  =  0,  a:==0,  und  erhalten  dementsprechend 
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--  4- —  =  1 


6*       ''      a«   '   c«       ''      &« 

diese  Oleichtmgen  geben  zu  erkennen,  dass  alle  drei  Hauptschnitte 
Ellipsen  sind,  und  zwar  besitzt  der  Schnitt  mit  der  a;^^- Ebene  die 
Halbachsen  a  und  &,  der  a;£r- Schnitt  die  Halbachsen  a  und  c,  end- 
lich der  ^j?- Schnitt  die  Halbachsen  h  und  c.  Legt  man  ferner 
in  der  Hohe  h  über  der  x^- Ebene  eine  zu  dieser  parallele  Ebene, 
d.  h.  nimmt  man  z  unveränderlich  =  A,  so  schneidet  letztere  Ebene 
die  Fläche  in  einer  Linie,  welche 

x^       V*       Ä* 
oder 


h" 


X 


v^yj'-^ 


=  1 


zur  Gleichung  hat;  der  Durchschnitt  ist  folglich  eine  Ellipse  mit 
den  Halbachsen 

-}/^«^=J?   und    -)/c^~^ 
c  c 

Ihre  grössten  Werte  erhalten  dieselben  für  ^  «-  0;  bei  wachsenden 
h  nehmen  sie  ab,  reduzieren  sich  f^rh^c  auf  Null  (in  welchem  Falle 
der  Querschnitt  zu  einem  Punkte  wird)  und  werden  endlich  ima- 
ginär fttr  h>  c.  Man  kann  sich  demnach  die  Fläche  durch  die 
Peripherie  einer  veränderlichen  Ellipse  erzeugt  denken,  wenn  letz- 
tere parallel  zur  ary-Ebene  verschoben  jsnrd  und  gleichzeitig  ihre 
Scheitel  auf  zwei  festen  Ellipsen  fortrücken,  deren  eine  in  der 
o;;?- Ebene  aus  den  Halbachsen  OA  =  (/,  OC  =  Cj  und  deren  andere 
in  der  |^0-Ebene  aus  den  Halb-  Fig.  m. 

achsen  OB  =  5,  OC  —  c  kon- 
struiert ist.  Die  Linien  a,  6, 
r  nennt  man  die  Halbachsen 
der  Fläche  und  letztere  ein 
dreiachsiges  Ellipsoid. 
Für  h  '^  a>  c  verwandelt  sich 
dasselbe  in  das  abgeplattete 
Rotationsellipsoid  mit  c  als* 
Drehungsachse,    für  c »  6  <  a    in   das    durch  Drehung   um    die 

X-Achse  entstandene  gestreckte  Rotationsellipsoid;  flbr  a  >  &  und 

18* 
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c  B»  oo  geht  das  dreiachsige  Ellipsoid  in  einen  elliptischen  Cjlinder 
über,   dessen  Normalquerschnitt  die  Halbachsen  a  und  h  besi^;. 

Ebene  Schnitte.     Eine  beliebige  Ebene,  deren  Oleiohoog 

2)  Äx  +  By  +Cz^D 

sein  möge,  schneidet  das  Ellipsoid  in  einer  krummen  Linie,  far 
welche  die  Gleichung  der  Horizontalprojektion  durch  Elimination 
von  0  aus  den  Gleichungen  l)  und  2)  bestimmt  ivird;  das  Re- 
sultat dieser  leichten  Rechnung  ist  von  der  Form 

3)  Ä^x^+  By+  2C^xy  +2D^x  +  2E,y  +  F^  =  0, 
worin  ^j,  J?j  ...  F^  folgende  Werte  besitzen: 

A*      C*  B*      C'  AB 

AD  „  BD  „       D*      ^, 

Demzufolge  ist 

und  da  der  Ausdruck  rechter  Hand,  mithin  auch  Cj^—  Aj^B^  jeder 
zeit  negativ  bleibt,  so  charakterisiert  die  Gleichung  3)  im  all- 
gemeinen eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  die  Koordinaten 

besitzt.  [Die  Halbachsen  dieser  Ellipse  sind  nach  einem  bekann- 
ten Satze  reell,  wenn  der  Ausdruck 

5)         Ä,E,^+B,D,^+  (C,»~  Ä,B^)F,  ^2CiD,E, 

^^ positiv  ist;  hat  der  vorstehende  Ausdruck  den  Wert  Null,  "so  ver- 
schwinden  die  Halbachsen  der  Ellipse  und  es  reduziert  sich  die  Kurve 
auf  ihren  durch  die  Gleichungen  4)  bestimmten  Mittelpunkt;  ist 
endlich  der  erwähnte  Ausdruck  negativ,  so  werden  die  Halbachsen 
der  Ellipse  imaginär  und  die  Gleichung  3)  verliert  ihre  geo- 
metrische Bedeutung^  Vermöge  der  Werte  von  Äi^  jBj  ,  (7^ . . .  ^i 
geben  die  Formeln  4j 

ÄBa^  __     BDb^ 

^«  '  Ä^a*  +  B^h^  +  Ch^'    ^^  ""  i V  +  -B«6*  +  CV 

als  ebene  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der  Schnittprojektion;  die 
Koordinaten   des  Mittelpunktes   der   Schnittellipse   selber   sind  die 


^ 
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nämlichen   Xq^  y^  und   das  ihnen  vermöge  der  Gleichung  2)  ent- 
sprechende 

CBc^  

I    Femer  wii'd  der  in  Nr.  5)  verzeichnete  Ausdruck  gleich  dem  fol- 


genden 


^  UV  +  5»6«  +  C«c«  -  D«),     )      S^2C,    Vpff^- 


dessen  Vorzeichen  lediglich  von  dem  Inhalte  der  Parenthese  ab- 
hängt. ^  Unter  Bücksicht  auf  den  Umstand,  dass  die  Schnittkurve 
immer  derselben  Natur  wie  ihre  Projektion  sein  muss,  haben  wir 
als  Gesamtresultat  der  vorigen  Erörterungen  den  Satz:  wenn  der 
Ausdruck 

6)  z^  =  Ä^a^  +  B^h^  +  C^c^  -  JD« 

>sitiven  Wert  erhält,  so  schneidet  die  Ebene  2)  das  Ellip- 


emen 


soid   l)  in  einer  üllipse,  deren  Mittelpunkt  durch  die  Koordinaten 


^0== 


ABa* 

n^  +  j 


^0  = 


BDh^ 
D^  +  J 


bestimmt  ist;   f&r  z/  =  0  hat  die  Ebene  mit  der  Fläche  nur  den 
einen  durch  die  Koordinaten 


n 


% 


D  ' 


Zr 


D 


bestimmten  Punkt  gemein;  bei  negativen  J  besitzen  beide  Flächen 
keinen  gemeinschaftlichen  Punkt. 

Von  Interesse  ist  noch  die  Frage,  ob  es  solche  Lagen  der 
schneidenden  Ebene  giebt,  dass  die  entstehenden  Schnittellipsen 
auch  bei  dem  dreiachsigen  EUipsoid  zu  Kreisen  werden,  wie  dies 
bei  den  Botationsellipsoiden  der  Fall  ist.  Um  hinsichtlich  der 
Achsenverhältnisse  eine  bestimmte  Vorstellung  zu  haben,  setzen  wir 
flr>fe>c  voraus,  worin  keine  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit 
liegt,  weil  es  jederzeit  freisteht,  die  grösste  der  Halbachsen  zur 
j  -Achse,  die  mittlere  zur  ^- Achse  und  die  kleinste  zur  jer- Achse  zu 
wählen.  Wir  schneiden  femer  das  EUipsoid  durch  eine  Ebene,  deren 
Horizontalspur  mit  der  :r- Achse  den  Winkel  tf;  einschliesst  und 
deren  Neigimgswinkel  gegen  die  xy -Ebene  d^  heissen  möge.  Der 
Barchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  o:- Achse  sei  der  Anfangspunkt 


c: 


^ 
^i^ 


n 
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eines  neuen  Koordinatensystems  und  seine  Entfernung  vom  Mittel- 
punkte des  Ellipsoides  »  X;;  die  Horizontalspur  der  Ebene  nehmen 
wir  zur  Achse  der  a/  und  senkrecht  darauf  die  Achse  der  f/  in  der 
Ebene  selbst.  Die  Gleichung  des  Durchschnittes  beider  Flftchen 
ergiebt  sich  aus  Nr.  1  durch  Substitution  der  Werte  (§22,  Nr.  8V. 

^^^jkjL  j^  X  =^  k  +  af  cos^lß  —  ^  sinrlf  ros^^ 

i^-"^   M  •  y  «=         x'  sinif;  +  f/  cos^  cos 0, 

und  zwar  ist  das  Resultat  von  der  Form 

7)     4V*+  -BV*+  2(7Vy  +  2Z)V  +  2  J5;V  +  JP"  -  0, 
worin  Ä\  -B',  C',  auf  die  es  nur  ankommt,  folgende  Werte  haben: 

,      (ö*—  &^  C0S1/;  aifiii)  cosd^ 

Die  Gleichung  7)  repräsentiert  einen  Kreis,  wenn  die  Bedingungen 
C'—  0  und  -4'=  B^  gleichzeitig  erfüllt  sind;  die  erste  giebt  ent- 
weder 

cos^  ^  0   oder   sm i/;  «=  0    oder   cos i(;  —  0; 

die  zweite  Bedingung 

cas^tif  .  $in^'»p      /sin^ri;  ,  cos^^f\      «^    .  si«*d 


,,v        cas'ti}   ,  s«w't|;       /starrt;      cos^Mf\       ,^    . 


c« 


liefert  im  Falle  cos  #  —  0  für  cosp  den  (wegen  6  <  o)  unmög- 
lichen Wert 


oV&»-c 


cos^  = 


der  zweite  Fall  sini>  •=  0  führt  zu  dem  Ausdracke 


.    ^      cV6*-a« 

welcher  gleichfalls  imaginär  ist;  f&r  cos^f  ^^  0  endlich  erhält  man 

aus  Nr.  8): 

9)  Sin  d'  —      -:^ =    -  •  —, 

Der  rechter  Hand  stehende  Ausdruck  ist  reell  und  jederzeit  <  1, 
weil  er  als  Produkt  zweier  echten  Brüche  dargestellt  werden  konnte. 
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Die  Formel  9)  giebt  fftr  O  zwei  verschiedene  Werte,  es  existieren 
daher  im  allgemeinen  zwei  verschiedene  Systeme  paralleler  Ebenen, 
welche  das  Ellipsoid  in  Kreisen  schneiden;  wegen  tjj  =  90^  stehen 
alle  derartigen  Ebenen  senkrecht  auf  der  a;;er-Ebene,  d.  h.  auf  der 
Ebene  der  grössten  und  kleinsten  Achse,  ihre  Gleichungen  (oder 
auch  die  ihrer  a;je^- Spuren)  haben  die  gemeinschaftliche  Form 

z  =^  (x  —  k)  tan^^ 

d.  h.  zufolge  des  Wertes  von  fand' 


"■1 


cVa^-h^ix  -  Ä)  ±  aj/ft«-  c«  .  ;p  -  0 
oder 

10)       cV^'^^^.x  ±  aVh^'^^.e  -  ckV^^^K 

Die  Schnitte  sind  reell,  solange 

positiv  ist,  d.  h.  solange 
bleibt;  sie  werden  für 


cfi  (a*  —  c*) 


zu  Punkten,  deren  Koordinaten  sind: 

0,     ± 


wobei  alle  Kombinationen  der  Vorzeichen  gelten;  endlich  hören  die 
Kreisschnitte  auf  zu  existieren,  wenn  k^  die  angegebene  Grösse 
überschreitet.  Die  vier  erwähnten  Pimkte,  welche  als  Kreise  mit 
annullierten  Halbmessern  zu  betrachten  sind,  pflegt  man  die  vier 
Kreispunkte  des  Ellipsoides  zu  nennen. 

Diese  Ergebnisse  sind  übrigens  leicht  graphisch  darzustellen, 
wenn  man  die  Fläche  auf  zwei  den  Koordinatenebenen  xy  und  xe 
parallele  Ebenen  projiziert;  in  der  Horizontalprojektion  hat  man 
die  beiden  Halbachsen  O^A'^^a^  O'JB'— &,  in  der  Vertikalprojek- 
tion die  Halbachsen  0"il"  =  a,  0"C"  «  f ;  beschreibt  man  aus  (/' 
mit  b  als  Halbmesser  einen  Kreis,  welcher  die  Vertikalellipse  u.  a. 
in   -D  schneidet,  so  ist  


sinA"(y'D 


hYb^-c^ 


1 


rr 


S^c 


i)  r-"^^ 
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\ 


Fig.  49. 


mithin  d"  entweder  ^LA!^Cf^D  oder  gleich   dessen  Nebenwinkel 
A"(y^E.     Alle   auf  der  Ebene   der  Vertikalprojektion  (Bildebene) 

senkrechten  und  zu  (y^D  oder  (fE 
parallelen  Ebenen  schneiden  das 
Ellipsoid  in  Kreisen  (drei  dersel- 
ben sind  in  der  Figur  angegeben 
und  erscheinen  in  der  Eorizontal- 
Projektion  als  Ellipsen);  die  Halb- 
messer der  Kreise  werden  nm  so 
kleiner,  je  weiter  sich  die  Schnitte 
vom  Mittelpunkte  der  Fläche  ent- 
fernen, und  gehen  zuletzt  in  NnU 
über.  Die  Mittelpunkte  aller  er- 
wähnten Kreise  liegen  auf  den- 
jenigen  Durchmessern  der  Ver- 
tikaleltipse ,  ^welche  entweder  zur 
Sehnenrichtung  OD  oder  zur  Bich- 

^^  .    ■!■         .1    I ■ m^ \ — r 

tung  OE  gehören:  die  Endpunkte 
der  Durchmesser  sind  die  vier 
Kreispunkte  der  Fläche  und  in  der  Figur  durch  Asterisken  be- 
zeichnet. 

Berührungsebenen  und  Normalen.  Wir  betrachten  end- 
lich den  Fall,  wo  die  Ebene  nur  einen  Punkt  mit  der  Rficbe 
gemein  hat,  d.  h.  letztere  in  diesem  Punkte  berührt,  und  lösen 
die  hieran  sich  knüpfende  Aufgabe,  „durch  einen  gegebenen  Punkt 
xyz  des  Ellipsoides  eine  Tangentialebene  an  letzteres  zu  legen *^. 
Nennen  wir 

11)  Ä^  +  Bri  +  CS^D 

die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  so  müssen  nach  dem  vorigen 
die  Bedingungen 


X  « 


-d' 


y 


IT' 


z  = 


D 


erfüllt  sein;  aus  den  letzten  Gleichungen  folgen  die  Werte 


,       Dx 

A  «*  — 5  1 


_       Dy 


Dz 
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welche  der  ersten  Bedingung  genügen,  weil  der  Punkt  xyz^  ver- 
möge der  gemachten  Voraussetzung,  auf  der  Fläche  liegt.  Nach 
Substitution  der  Werte  von  A^  B^   C  erhalten  wir  aus  Nr.  11): 

12)  ^l  +  ^^  +  ~?^l 


a^''    '   b^ 


als   Gleichung    der   Berührungsebene    anx   Punkte   xys\   ihre 
Spuren  schneiden  von  den  Koordinatenachsen  die  Strecken  —  »  --» 

,2  "  ^   y 

-  ab  und  sind  hiernach  sehr  leicht  zu  konstruieren. 

z 

Eine  auf  der  Berührungsebene  im  Berührungspunkte  errich- 
tete Senkrechte  hat  die  Gleichungen 

a*  /i^  r* 

womit   die  durch  den  Punkt  xyz  gehende  Normale  der  Fläche 
bestimmt  ist. 


§35.  ; l^ih^l-' 

Das  einfache  Hyperboloid. 


Gestalt    der  Fläche.      Setzt    man    in   der    Gleichung    der 
zweiten  zentrischen  Fläche 

7j  II  Jj 

der  Reihe   nach   ;s«0,  y  =  0,   a;=«0,   so  erhält  man  als  Glei- 
chungen der  Spuren  oder  Hauptschnitte: 

x^       V*  x^       z^  V*       0* 

^2     "^   J.2  -^J        -2  ^2  ^1        1.2  ^2  -'• 


a«   '   6»      ^'     a«      c«         '     6« 


c 


Demgemäss  ist  der  Hauptschnitt  mit  der  o;^- Ebene  eine  aus  den 
Halbachsen  a  und  h  gebildete  Ellipse,  die  sogenannte  Eehlellipse; 
der  jc^- Schnitt  ist  eine  Hyperbel,  welche  a  zur  Haupt-  und  c  zur 
Nebenhalbachse  hat;  der  j/^- Schnitt  ist  gleichfalls  eine  Hyperbel 
mit  der  Haupthalbachse  h  und  der  Nebenhalbachse  c.  Für  eine 
in  der  Höhe  h  parallel  zur  o;^- Ebene  gelegte  Ebene  hat  z  den 
konstanten  Wert  z  ^^  h  und  es  ist  folglich  die  Gleichung  ihres 
Schnittes  mit  der  Fläche 

^  4.  t       ^* 
oder  -'       ^' 


,2     '     >.2  y,2   ""  ^  ? 
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X 


+ 


P 


-      -1; 


-^>/7+y^ 


~>/c«+Ä«     und     l}/c«+Ä*. 


Fig.  50. 


der  Schnitt  ist  folglich  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

yc-i-n'    und     — 
c  c 

Letztere  erhalten  fiElr  ^  »  0  ihre  kleinsten  Werte  und  wachsen  mit 
h    gleichzeitig    ins    Unendliche.     Demzufolge    kann    man  sich  die 

Fläche  durch  die  Peripherie  einer 
veränderlichen  Ellipse  erzeugt  denken 
wenn  letztere  parallel  zur  Xj^- Ebene 
verschoben  wird  und  ihre  Scheitel 
auf  zwei  festen  Hyperbeln  fortrückea. 
deren  eine  in  der  o^ief- Ebene  aus  den 
Halbachsen  0^-(72)=a,  OC^ÄD^r, 
und  deren  andere  in  der  jf 2 -Ebene 
aus  den  Halbachsen  OB^CE^V 
OC^BE'^c  konstruiert  ist,  wobei 
c  für  beide  Hyperbeln  als  Nebenhalb- 
achse dient.  Die  Linien  a^  h^  c  nennt 
man  die  Halbachsen  der  Fläche  und  letztere  ein  dreiachsige^ 
Hyperboloid.  Für  6 -=  a  verwandelt  sich  dasselbe  in  dasein- 
fache Botationshyperboloid,  für  a  >  6  und  c  =  oo  geht  es  in  den- 
selben elliptischen  Cylinder  über,  wie  unter  gleichen  Umständen 
das  dreiachsige  EUipsoid.  Endlich  ist  noch  die  Verändenuig  m 
erwähnen,  welche  die  Fläche  in  dem  Falle  erleidet,  wo  die  Asymp 
totenwinkel  ÄOD  —  a'  und  BOE  =  ß'  konstant  bleiben,  aber  die 
Halbachsen  bis  zu  Null  vermindert  werden;  giebt  man  der  Glei- 
chung 1)  für  diesen  Zweck  die  Form 

aj*  fa«V  +  y«  fan« /5' -  ;?« «  c« 
und  lässt  nachher  c  in  Null  übergehen,  so  bleibt 

als  Gleichung  der  resultierenden  Fläche;  diese  ist  ein  elliptischer 
Kegel,  wie  schon  in  §  25,  3)  bemerkt  wurde.  Die  Gleichung  des- 
selben kann  auch  in  der  Form 


2) 


^  +  1 


«* 


-5  =  0 
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dargestellt    werden    und   führt  zn   einer   nahen   Beziehung  beider 

Flächen.     Der  in   der  Höhe  z  *»  h  paraUel  zur  orj/- Ebene  gelegte 

ah 
Querschnitt   des  Kegels   ist  ein^  Ellipse  mit  den  Halbachsen   — 

und  — 1  mithin  sind  die  Differenzen  zwischen  den  Halbachsen  der 

durch   das   Hyperboloid   und   durch   den  Kegel   in   gleicher  Höhe 
gelegten  Schnitte 


f-|/c2+Ä«_^Ä 


ac 


c                        c           j/ci  +  ZeS+Ä 
—  yc^  +  Ä* 7»  =    ,  ; 

für  unendlich  wachsende  h  haben  die  beiden  Differenzen  die  Null 
zur  Grenze,  d.  h.  je  entfernter  von  der  a?^- Ebene  eine  Parallel- 
ebene zu  dieser  gelegt  wird,  destoweniger  differieren  die  Quer- 
schnitte der  beiden  Flächen  voneinander.  Zufolge  dieser  Eigen- 
schaft heisst  die  durch  Nr.  2)  charakterisierte  Fläche  der  Asjmp- 
totenkegel  des  einfachen  Hyperboloides. 

Ebene  Schnitte.     Eine  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

3)  Ax^-By^Cz^T) 

sein  möge,  schneidet  das  Hyperboloid  in  einer  Linie  zweiten  Gra- 
des, f&r  welche  die  Gleichung  der  Horizontalprojektion  durch  Eli- 
mination von  z  gefunden  wird;  sie  hat  die  Form 

4)  ^iic«+  -Biy«+  ^C^xy  +  2Z>iaj  +  ^E^y  -f  F,  «  0 

und  zwar  ist: 

A^      C^  B'      C'  AB 

^         AD  ^         ^^  iP  ^^        n2 

Hieraus  ergeben  sich  die  Werte 


A,  E*  +  B,  Dl«  +(Ci*-Ä,B,)F,-2  C,  2),  E, 
-  ^'g*  -  B*b*  +  C'c*  +  D» 


s <^*. 
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mittels  deren  Vorzeichen  bekanntlich  die  Natur  der  betreffenden 
Linie  zweiten  Grades  beurteilt  werden  kann.  Dabei  sind  folgende 
Fälle  zu  unterscheiden. 

Ist  Cj*  — -4j-Bj  negativ,  also 

so  wird  Ä^  p<J8itiy*  und  dasselbe  gilt  von  dem  Ausdrucke 

^  -  -  A^a^-  B*h^+  C7*c*+  D«; 
die   Gleichung  4)   bedeutet  in  diesem  Falle  eine  Ellipse,  deren 
Mittelpunkt  durch  die  Koordinaten 

bestimmt  wird. 

Im  zweiten  Falle  Ci*  — -4j^j  =  0  oder 

A^a^^-B^h^^C^c^ 

ist  A^  wiederum  positiv  und  die  Gleichung  4)  repräsentiert  eine 
Parabel,   wenigstens    solange,    als    A   nicht  verschwindet,  d.  k 

D  ^  0  ist;  für  D  —  0  degeneriert  die  Parabel  zu  zwei  parallelen 

Geraden,  deren  Gleichungen  unmittelbar  angegeben  werden  können 
Die  Gleichung  4)  lautet  nämlich  f&r  D  •-  0 

d.  i.  wegen  der  vorher  erwähnten  Bedingung 


oder 


woraus 


B^h^  A^a^  AB 

a'c  0  c  c 

/Bb         Aa   \*     ^,  , 

Bb         Aa  ,   ^ 

a  b 


Ist  endlich  drittens  C^^—A^B^  positiv,  also 

A^a^+B^^>C^c*, 
so  bedeutet  die  Gleichung  4)  im  allgemeinen  eine  Hyperbel,  deren 
Mittelpunkt  die  Koordinaten 

ADa*        BDb^ 

d^—a'    D^-A 

*  Diese  Bemerkung  ist  deswegen  nicht  überflflssig,  weil  das  sweik 
Unterscheid angszeichen  für  die  Kegelschnitte  ein  positives  J,  voraosseUt, 
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besitzt.  Für  J  ^  Q  reduziert  sich  dieselbe  auf  ihre  Asymptoten, 
denn  wenn  man  in  Nr.  4)  die  ftkr  dieseiji  Fall  gütigen  Werte 

B*h*  -  J'  A^a*  -  D*  A*a*  +  B*b* 

einsetzt,  so  erh&lt  man 

oder  ftür 

diese  Gleichung  repräsentiert,  wie  ihre  Reduktion  auf  x^  zeigt,  zwei 
Gerade,  welche  den  durch  die  Koordinaten 

Aa^         ,     Bh^ 

' —       und     

DD 

bestimmten  Punkt  gemein  haben.  Diese  Ergebnisse  sind  leicht 
auf  den  Schnitt  selber  zu  übertragen  und  sehr  gut  in  Worte  zu 
fassen,    wenn    man    den    geometrischen   Sinn    der   Unterscheidung 

il*a*+  B^h^  t^  C*c^  berücksichtigt.    Legt  man  nämlich  durch  den 

Koordinatenanfang  parallel  zur  Schnittebene  die  Hilfsebene 

Ax  +  By  +  Cz  ^  0, 

so  kann  letztere  gegen  den  Asymptotenkegel  drei  verschiedene 
Lagen  einnehmen;  sie  hat  mit  demselben  entweder  nur  den  Kegel- 
mittelpunkt  gemein,  oder  sie  berührt  ihn,  oder  sie  schneidet  ihn 
in  zwei  Geraden,  xmd  diese  drei  Fälle  sind  es,  welche  nach  §  26 
den  oben  gemachten  Unterscheidungen  entsprechen.  Hiernach  lässt 
sich  das  Gesamtresultat  der  Untersuchung  auf  folgende  Weise 
zusammenstellen:  Um  die  Natur  des  Schnittes  zu  beurteilen,  den 
eine  beliebige  durch  die  Gleichung  3)  ausgedrückte  Ebene  mit  dem 
einfachen  Hyperboloid  bildet,  lege  man  durch  den  Mittelpunkt 
der  Fläche  parallel  zu  dieser  Ebene  eine  Hilfsebene;  wenn  letztere 
mit  dem  Asymptotenkegel  nur  den  Mittelpunkt  gemein  hat,  so 
ist  der  entstandene  Schnitt  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  durch 
die  Koordinaten 
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5)  J A^a^  -  BH^  +  C^c*  +  D« 

bestimmt  wird;  wenn  zweitens  die  Hilfsebene  den  Asymptotenkegel 
berührt,  so  ist  der  Schnitt  eine  Parabel,  welche  in  dem  speziel- 
len Falle,  wo  die  Hilfsebene  mit  der  ursprünglichen  Ebene  identisch 
wird,  zu  einem  System  von  zwei  parallelen  Geraden  degene- 
riert; schneidet  endlich  die  Hilfsebene  den  Asymptotenkegel  in 
zwei  Geraden,  so  ist  der  Schnitt  der  ersten  Ebene  mit  der  E&che 
eine  Hyperbel,  deren  Mittelponktskoordinaten 

ÄDf  BPh*  __    CD(? 

sind.  Dieser  Punkt  liegt  ausserhalb  des  von  der  Flftche  um- 
schlossenen Raumes,  wenn 

(?)■+  (f )■-  (?)  >  •■ 

d.  h.  wenn  /i  positiv  ist,  er  liegt  innerhalb  desselben  bei  negativen 
z/,  endlich  für  ^  —  0  befindet  er  sich  auf  der  Fläche  selbst,  seine 
Koordinaten  sind  dann 

Aa^  Bb^  Cc« 

und  die  Hyperbel  wird  in  diesem  Falle  zu  zwei  durch  diesen 
Punkt  gehenden  Geraden. 

Von  den  hiermit  erschöpften  möglichen  Lagen  einer  Ebene 
gegen  das  einfache  Hyperboloid  wollen  wir  einige  noch  etwas  spe- 
zieller betrachten. 

a)  Zunächst  mag  untersucht  werden,  ob  der  elliptische  Schnitt 
der  Fläche  zu  einem  Kreise  werden  kann.  Denken  wir  nns  die 
Lage  der  schneidenden  Ebene  durch  den  Abschnitt  A;,  welchen  sie 
auf  der  ^- Achse  bildet,  durch  ihren  Neigungswinkel  O  gegen  die 
ajy-Ebene  uud  durch  den  Winkel  ru  bestimmt,  welchen  ihre  Ho- 
rizontalspur mit  der  ^- Achse  einschliesst,  so  haben  wir  zur  Trans- 
formation der  Koordinaten  die  Formeln 

a;  =         (xf  cos^  —  f/ sinfff  cosd'y 
y'^k  +  afsin^  +  ^cas^  cas^y 

und  zwar  ist  der  Durchschnitt  der  Ebene  mit  der  j^- Achse  der  Anfang 
des  neuen  rechtwinkligen  Koordinatensystemes  der  o/y,  sowie  die  Ho- 
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rizontalspiir  der  Ebene  dessen  o/- Achse.  Nach  Substitution  der  obigen 
Ausdrücke  erhalten  wir  aus  Nr.  l)  als  Gleichung  des  Schnittes 

^V*+  5V*+  2CVs/'  +  22>V  +  2-EV  +  F'  =  0 
und  zwar  ist  darin 

,      (a*  —  5*)  5in  lif  costU  cos  ^ 

Dieser  Schnitt  wird  zu  einem  Kreise,  wenn  A^  ^^  Sf  und  zu- 
gleich C' «  0  ist.  Die  letztere  Bedingung  giebt  entweder  O  =  90®, 
oder  u;  «=  90®,  oder  i(;  «  0®.  Setzen  wir  voraus,  dass  a  >  ö  sei, 
wodurch  die  Allgemeinheit  insofern  nicht  beeinträchtigt  wird,  als 
es  freisteht,  die  a:- Achse  durch  die  grössere  der  beiden  Halbachsen 
a  und  &  zu  legen,  so  erhalten  wir  aus  der  ersten  Bedingung 

cos^  ii)   .  sin^^i;       /sin*  a>   .  co^Mf\       «^       sin^d' 


c* 


sowohl  für  ^«90®  als  für  i/;-=90®  unmögliche  Resultate;  dagegen 
giebt  die  Supposition  ü;  =*  0® 

6)  sm  -^  = 


Der  rechter  Hand  stehende  Ausdruck  ist  immer  reell  und  ein  Pro- 
dukt zweier  echten  Brüche,  mithin  <1;  daraus  folgt,  dass  ein 
Kreisschnitt  der  Fläche  bei  zwei  verschiedenen  Neigungswinkeln, 
nämlich  d^  und  180®—'^,  möglich  ist.  Die  Ebenen  aller  derartigen 
Schnitte  sind  parallel  und  stehen  wegen  t/;  =  0®  senkrecht  auf  der 
y«f-Ebene;  mit  Rücksicht  auf  die  in  §  26  (S.  147)  erhaltenen 
Resultate  kann  man  überhaupt  den  bemerkenswerten  Satz  aus- 
sprechen, dass  alle  Ebenen,  welche  den  Asymptotenkegel  in  Krei- 
sen schneiden,  auch  mit  dem  einfachen  Hyperboloid  kreisförmige 
Schnitte  bilden.  Die  Gleichungen  dieser  Ebenen  (oder  auch  die 
ihrer  y^- Spuren)  haben  die  gemeinschaftliche  Form 

^  "*  (y  ""  ^)  'öw  d" 
d.  i.  zufolge  des  Wertes  von  tand^ 

7)  cYa*-  h*{y  -h)±  bVa^+cKz'»  0. 

Die  Mittelpunkte  der  Kreisschnitte  liegen  auf  zwei  Durchmessern 
der  aus  den  Halbachsen  b  und  c  konstruierten  Hyperbel,  diese  Durch- 
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messer  schneiden  aber  die  Kurve  nicht;  das  einfache  H3rperboloid 
besitzt  demnach  keine  Kreispunkte.  Man  kann  diese  Verhältnisse 
ebenso  leicht  wie  bei  dem  Ellipsoid  graphisch  zur  Anschauung 
bringen,  wenn  man  die  Fläche  auf  zwei  Ebenen  projiziert,  von  denen 
die  eine  der  x^- Ebene  und  die  andere  der  psf-Ehene  parallel  ist 

h)  Wir  wollen  zweitens  untersuchen,  ob  die  hyperbolischen 
Schnitte  der  Fläche  zu  gleichseitigen  Hyperbeln  werden 
können  Hierzu  ist  bekanntlich  die  Bedingung  -A'  +  B'  —  0  er- 
forderlich, aus  welcher  man  vermöge  der  Werte  von  Ä*  und  ß' 
leicht  die  Formel 

8)  to«»* («'  +  ^')  <^' 

herleitet.  Um  den  geometrischen  Sinn  derselben  zu  finden,  geben 
wir  auf  die  Gleichung  der  Schnittebene,  nämlich 

Ax  +  By  +  Cz  ^  D 

zurück  und  geben  ihr  die  Form 

9)  A{x-f)  +  ß(y-g)  +  C(e-h)^0, 

womit  nur  gesagt  ist,  dass  die  erwähnte  Ebene  einen  festen  Pnnkt 
fgh  enthalten  soll;  zufolge  der  bekannten  Werte 

j}  -1-  J92  ^2  ^2 

ian^9-—^^,     cos»  ^  = -^j-j-^,,     sin'r^^^^—i 

ergiebt  sich  dann  aus  Nr.  8)  als  Bedingungsgleichung  fQr  die  in 
Nr.  9)  vorkommenden  Koeffizienten 

10)       A^a^  (b^  -  c«)  +  B^b^  (a«  -  c«)  -  C^c^  (a«  +  &*)• 
Dieselbe  BedingungsgleichuDg  erhält  man  auch  bei  einer  ande- 
ren Gelegenheit.     Soll  nämlich  die  Ebene  9)  den  elliptischen  Kegel 

berühren,  so  ist  hierzu,  wenn  der  Punkt  fgh  als  neuer  Koordi- 
natenanfang genommen  wird,  die  Bedingung 

A^a^^+  B\^^C^c^^ 
erforderlich  (S.  149),  welche  für 

c  c 

mit  Nr.  10)  zusammenfiQlt.  Durch  einen  festen  Punkt  fgh  lassen 
sich  also  unendlich  viele  Ebenen  legen,  welche  das  einfache  Hyp<*r- 
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boloid  in  gleichseitigen  Hyperbeln  schneiden,  und  zwar  berühren 
alle  jene  Ebenen  den  elliptischen  Kegel 

Unmöglich  werden  diese  Schnitte  nur  in  dem  Falle,  wo  c  die 
gr58ste  der  drei  Halbachsen  ist. 

c)  Aus  dem  Früheren  ergab  sich,  dass  ein  einfaches  Hyper- 
boloid von  einer  Ebene  in  geraden  Linien  geschnitten  werden 
kann,  oder,  was  dasselbe  ist,  däss  sich  auf  der  Fläche  gerade 
Linien  ziehen  lassen;  diese  Eigenschaft,  welche  das  Hyperboloid 
mit  dem  Kegel  und  Cylinder  gemein  hat,  wollen  wir  direkt  be- 
trachten, indem  wir  die  Bedingungen  aufsuchen,  unter  welchen 
eine  durch  die  Gleichungen  ihrer  beiden  Vertikalprojektionen 
12)  x^Me  +  u,      y^Ne  +  v 

bestimmte  Gerade  auf  der  Fl&che  liegt.  Dies  würde  nun  der  Fall 
sein,  wenn  alle  den  vorstehenden  Gleichungen  genügenden  x^  y^  e 
ausserdem  noch  die  Gleichung  der  Fläche 

x^   .    y*       Ä* 
a"  ^  b""       c^      ^ 

befriedigen;  nach  Substitution  der  Werte  von  x^  y^  z  wird  aus  der 
letzteren  Gleichung 

und  diese  kann  für  alle  e  nur  dann  bestehen,  wenn  folgende  Be- 
dingungen erfüllt  sind: 


c 


a^~  "^  ~b^       ^'        a*  "^  b^       -«  ""  ^' 


Von  diesen  Gleichungen  sagt  die  erste,  dass  die  Horizontal- 
spur der  verlangten  Geraden  auf  der  Horizontalspur  der  Fläche 
liegen  muss,  was  geometrisch  xmmittelbar  vorausgesehen  werden 
konnte.  Denken  wir  uns  diese  Bedingung  dadurch  befriedigt,  dass 
wir  den  Punkt  uv  willkürlich  auf  der  Kehlellipse  wählen,  so  ent- 
halten die  übrigen  zwei  Gleichungen  die  beiden  Unbekannten  M 
und  N'  als  deren  Werte  finden  wir: 

Fort  u.  Schlömilcli,  anal.  Oeom.  II.  14 
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av  1  av 

6c    _  /«»       «»  6c 


K  a«  ^  6« 


6m  1  bu 

Jv  —  ± .-^— -:.  =  ±  — » 

ac 


wobei  sich  die  Vorzeichen  aufeinander  beziehen.  Vermöge  der 
Realität  von  Jtf,  N^  u^  v  haben  wir  nun  zwei  Systeme  Yon  ge- 
raden Linien  auf  dem  Hyperboloid;  filr  irgend  eine  Gerade  des 
ersten  Systemes  gelten  die  Gleichungen 

^  hc  ac  ^ 

*( 
uüd  für  jede  Gerade  des  anderen  Systemes: 

^  hc  ac 

Legen   wir  eine  Gerade    des   zweiten  Systemes   durch  einen 
anderen  Punkt  u^Vi  der  Kehlellipse,  so  ist  für  sie 

aus  der   ersten  Gleichung  von   13)  und  der  ersten  Gleichung  in 

15)  folgt 

hc    u  —  w, 

jEf  = •  'j 

a       V  +  i?! 

aus    der   zweiten   Gleichung   in   13)    verbunden    mit   der  zweiten 

Gleichung  in  15) 

ac    v-v^ 

Da  beide  Punkte  uv  und  u,  i?|  auf  der  Eehlellipse  liegen,  so  ist 
gleichzeitig 

—  4-  — —  1         rL-LÜ--,! 
^2-t-  ^i,      1,        ^s,  -^   ^,       i, 

mithin  durch  Subtraktion  und  Zerlegung  der  Quadratdifferenzen 

(u-.ttO(w  +  uO      (t^  -  t;,)  (t?  +  t;^ 

a^  "^  h^  ""' 

giebt  man  dieser  Gleichung  die  Form 
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Flg.  51. 


a     t;  +  t^i  b    u  +  Ui 

so  erkennt  man  die  Identität  der  vorigen  beiden  Werte  von  z; 
geometrisch  heisst  dies:  jede  Gerade  des  einen  Systemes  schneidet 
alle  Geraden  des  zweiten  Systemes.  Der  Durchschnitt  kann  eben- 
sowohl auf  der  nnteren  als  auf  der  oberen  H&lfte  der  Fläche  statt- 
finden; der  erste  Fall  tritt  bei  negativen  e  ein,  d.  i.  wenn  u  +  u^ 
xmd  V  —  v^  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  der  zweite  Fall, 
wenn  u  +  ^i  und  v  —  i?^  gleiche  Vorzeichen  besitzen.  Der  Übergang 
von  der  einen  Lage  des  Durchschnittes  zur  anderen  ist  an  den 
beiden  Stellen  u^  —  u,  t?i  —  v  nnd  w^  -«  —  u,  y^  —»  —  v;  bei  der 
ersten  liegt  der  Durchschnitt  auf  der  Eehlellipse,  bei  der  zweiten 
im  unendlichen,  weil  dann  die  Geraden  13)  nnd  15)  parallel  werden. 
In  der  Figur  ist  der  Punkt  uv  mit 
if,  der  ihm  diametral  gegenüber- 
liegende mit  N  bezeichnet;  MP^ 
and  NQ^  sind  die  durch  die  Punkte 
M  und  N  gehenden  Geraden  des 
ersten,  üfP^,  NQ^  die  des  zweiten 
Systemes.  Die  Gerade  MP^  schnei- 
det auf  der  unteren  Hälfte  der 
Fläche  alle  Geraden  des  zweiten 
Systemes ,  deren  Horizontalspuren 
links  zwischen  M  und  N  liegen, 
auf  der  oberen  Hälfte  der  Fläche 
alle  Geraden  des  zweiten  Syste- 
mes,   deren    Horizontalspuren  rechts 

zwischen  M  und   N  liegen;    endlich   ist  MP^f/NQ^   und  ebenso 
MPJNQ,, 

Aus  den  Gleichungen  13)  erhält  man  noch  durch  Elimination 


von  z 


a 


h^ 


a' 


6« 


und  ebenso  aus  Nr.  15) 


u 


Vi 


a*  0 


1, 


d.  fa.  geometrisch:   die  Horizontalprojektionen  aller  auf  der  Fläche 
liegenden  Geraden  berühren  die  Kehlellipse.     Dies  giebt  ein  ein- 
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Fig  52. 


ÜEiches  Mittel  zur  Konstruktion   der  beiden  durch  einen  gegebenen 
Punkt  P  der  Fläche  gehenden  Geraden;  von  der  Horizontalprajektion 

P'  des  Punktes  aus  legt  man  nämlich  an 
die  Kehlellipse  zwei  Tangenten,  deren  6e- 
rührungspunkte  S*  und  T'  heissen  mögen; 
die  Geraden  PS^  und  PT'  sind  dann  die 
verlangten  Linien. 

Berührungsebenen  und  Nor- 
malen. Legt  man.  durch  irgend  eine 
Gerade  des  einen  und  durch  eine  sie 
schneidende  Gerade  des  anderen  Sjstemes 
eine  Ebene,  so  erhält  man  eine  von  den 

Ebenen,   welche   die  Fläche   in   zwei  Geraden  schneiden;  for  die 

Koefißzienten  ihrer  Gleichung 

16)  Ax  +  Bp  +  Cz  =  D 
gilt  dann  die  Eigenschaft 

17)  ^V  +  £«b*-CV-D^ 

und  die  Koordinaten   des  Punktes,   welcher  als  Durchschnitt  der 
beiden  Geraden  sowohl  der  Ebene   als   der  Fläche   angehört,  sind 


wie  früher 


D 


»     — 


Wir  legen  weiter  in  der  Höhe  ^  ^^  ~    fr  parallel  zur  acy- Ebene 

eine  neue  Ebene;   sie  schneidet  das  Hyperboloid  in  einer  EUipse, 
deren  Gleichung 


.8 


2 


E  +  IL 


1  + 


C*c*       y1«a«+fi«6« 


D- 


D* 


ist,  wofQr  wir  schreiben 
18) 


1, 


a,- 


F—' 


^t 


die  nämliche  Ebene   schneidet  ferner  die    durch    16)   dai^gestdlt« 
Ebene  in  einer  Geraden,  deren  Gleichung  ist 
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Ax  +  By-D+^ J , 

wofür  wir  schreiben 

19)  ^,a;  +  B,y=l, 


VennÖge  dieser  Werte  ergiebt  sich 

woraus  folgt,  dass  die  Oerade  19)  die  Ellipse  18)  berührt.  Auf 
ähnliche  Weise  kann  man  eine  noch  allgemeinere  Eigenschaft  der 
Ebene  16)  entdecken;  legt  man  nämlich  durch  den  vorhin  genannten 
Punkt  irgend  einen  Schnitt  s  der  Fläche,  dessen  Ebene  von  selbst 
die  Ebene  16)  in  einer  Geraden  g  schneidet,  so  iet  letztere  jedes- 
mal Tangente  an  s,  Demgemäss  muss  die  betrachtete  Ebene  als 
Inbegriff  aller  durch  den  genannten  Punkt  gehenden  Tangenten  der 
Fläche,  d.  h.  als  die  Berührungsebene  in  diesem  Punkte  ange- 
sehen werden,  wie  sich  später  noch  auf  anderem  Wege  ergeben  wird. 
Daran  knüpft  sich  die  Bestimmung  der  Berührungsebene  für 
einen  gegebenen  Punkt  xyz  der  Fläche.  Bezeichnen  wir  die  Glei- 
chung der  verlangten  Ebene  mit 

Ä^  +  Bri  +  Ct^D, 

so  müssen  dem  Vorigen  zufolge  die  Bedingungen 

and 

Aa^  Bb^  'Cc^ 

^"■^'      ^^iD'      ''^'^iD 

erfüllt  sein.    Aus  den  letzten  Gleichungen  ergeben  sich  die  Werte 
von  «4,  B^  (7,  sie  genügen  der  ersten  Gleichung  und  daher  ist 

20)  JS  +  f,'?--J?=l 

die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xye. 

Hieraus  folgen  noch  die  Gleichungen  der  Normalen  in  diesem 
Punkte;  sie  sind 

oder,  auf  die  beiden  Yertikalebenen  bezogen, 

21)      |_x--g(ä:-.),        /_y-._g(f-,). 
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§36. 
Das  geteilte  Hyperboloid. 

Gestalt  der  Fläche.    Die  Gleichung  der  dritten  centnschen 
Fläche  war 

''  a*       6*  ^  c*         ' 

Betzt  man  der  Beihe  nach  e  —  0,  y  —  0,  o;  —  0,  so  eigeben  sich 
als  Gleichnogen  der  Sparen  oder  Hanptschnitte  der  Fl&che 

die  erste  dieser  Gleichungen  charakterisiert  keine  reelle  Kurve,  die 
Fläche  hat  denmach  mit  der  xy- Ebene  keinen  Punkt  gemein;  die 
beiden  anderen  Gleichungen  gehören  zu  Hyperbeln  und  zwar  be- 
sitzt der  a;jr-Schnitt  die  Haupthalbachse  c  und  die  Nebenhalbachse 
a,  der  ye-  Schnitt  die  nämliche  Haupthalbachse  und  die  Nebenhalb- 
achse h.  Für  eine  in  der  Entfernung  h  parallel  zur  o!*^- Ebene  ge- 
legte Schnittebene  ist  0  — >  A,  mithin  die  Gleichung  des  Schnittes 

_^  _y^j^!^     1 

oder 

/         rr         \*      /         t/         \* 


-Vh^c",   -Vh'-'-* 


folglich  der  Schnitt  im  allgemeinen  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

c  '      c  ' 

Letztere  sind  solange  imaginär  ald  h*  <  c^,  d.  h.  h  zwischen  —  c 
und  +  c  enthalten  ist;  alle  zu  solchen  h  gehörenden  Ebenen 
schneiden  mithin  die  Fläche  nicht;  f&r  h^'^  c*  besteht  jene  Ellipse 
aus  einem  blossen  Punkte,  die  Ebenen,  für  welche  jer  —  -f  ^  ^^ 
z  ^  —  h^  berühren  daher  die  Fläche;  ist  aber  Ä*>  c*,  so  werden 
die  Achsen  der  Ellipse  reell  und  wachsen  mit  h  gleichzeitig  ins 
Unendliche.  Demzufolge  kann  man  sich  die  Fläche  durch  ^^ 
Peripherie  einer  veränderlichen  Ellipse  erzeugt  denken,  wenn  letxter» 
parallel  zur  x^- Ebene  verschoben  wird  und  ihre  Scheitel  auf  zwei 
festen  Hyperbeln  fortrücken,  deren  eine  in  der  r^er- Ebene  aus  den 
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Halbachsen  OC^c^  OA^  CD  '^  a^  und  deren  andere  in  der 
f/f-Ebene  aus  den  Halbachsen  OC  —  c,  OB  —  CE  »  h  konstruiert 
ist,  wobei  c  für  beide  Hyperbeln  als 
Haupthalbachse  dient.  Die  Linien  a, 
6,  c  nennt  man  die  Halbachsen  der 
Fläche  und  letztere  ein  dreiachsiges 
geteiltes  Hyperboloid.  Für  6  — a 
venrandelt  sich  dasselbe  in  das  geteilte 
Rotationshyperboloid.  Erteilt  man  der 
Gleichung  l)  durch  Einführung  der  Asymp- 
totenwinkel COD  — a  und  COE^ß  die 
Form 

x^cot^a  +  y^cot^ß  —  «*—  —  c* 

und  Iftsst  nachher,  ohne  Änderung  von  a 
und  ß^cm  Null  übergehen,  so  ergiebt  sich 

x^coi^a  +  y^cot^ß  —  ^*— 0; 

das  Hyperboloid  degeneriert  dann  zu  einer 
elliptischen  Eegelfläche.  Die  Gleichung 
derselben  kann  auch  in  der  Form 


^) 


?*  -L  ^  —  -' 

a*  ^  h'       c^ 


0 


dargestellt  werden,  aus  welcher  durch  fast  wOrtlich  dieselben 
Schlüsse  wie  in  §  35  folgt,  dass  dieser  elliptische  Kegel  der 
Asymptotenkegel  des  geteilten  Hyperboloides  ist. 

Eine  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

3)  Äx  +  By+Ce^D 

sein  möge,  schneidet  die  Fläche  in  einer  Linie  zweiten  Grades,  für 
deren  Horizontalprojektion  folgende  Gleichung  gilt 

4)  A^x^+  By+  2C,xy  +  2D,x  +  2E>  +  ^i  -  0; 
worin 

^       ÄD       ^       BD       „  J^  ,   „, 

A--^-'     -E.--^,      F,«_^-  +  C«. 


Hieraus  ergeben  sich  die  Werte 
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mittels  deren  Vorzeichen  die  Natur  des  Schnittes  beurteilt  werden 
kann.     Dabei  sind  folgende  Fälle  zu  unterdcheiden. 

Wenn  erstens  C^ -•' A^B^  negativ,  also 

und  mithin  A^  positiv  ist,  so  bedeutet  die  Gleichung  4)  im  all- 
gemeinen eine  Ellipse,  deren  Achsen  ebensowohl  reell,  als  »=0, 
als  imaginär  sein  können.  Das  erste  findet  unter  der  Bedingoog 
statt,  dass  der  Ausdruck 

einen  positiven  Wert  hat;  die  Mittelpunktskoordinaten  der  Schsitt- 
projektion  sind  dann 

ADa^  ,         BDb* 

und 


Für  -^  -»  0  reduziert  sich  diese  Ellipse  auf  ihren  Mittelpunkt,  dessen 

Koordinaten 

Aa^  Bb^ 

sind;  endlich  für  negative  J  wird  die  Kurve  imaginär. 
Im  zweiten  Hauptfalle  C^^  —  A^B^'^  0  oder 

bedeutet  die   Gleichung  4)   eine  Parabel,    solange  A  nicht  Ter- 

schwindet,  d.  h.  2>  ^  0  ist.     Für  D  «  0  dagegen  bringt  man  dk 

Gleichung  durch  eine  ähnliche  Transformation  wie  im  vorigen  Pa- 
ragraphen auf  die  Form 

fBb         Aa    Y 


welcher  keine  geometrische  Bedeutung  zukommt. 
Im  dritten  Hauptfalle  Oi^—  A^Bj^^  0  oder 

A^a^  +  Jß^b*  >  0«c« 
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ist  die  Projektion   des   Schnittes  jederzeit  eine  Hyperbel,   deren 
Mittelpunkt  die  Koordinaten 

und 


besitzt.  Die  Erörterungen  über  die  Projektion  des  Scbnittes  sind 
leicht  auf  den  letzteren  zu  übertragen,   wobei  zu  berücksichtigen 

ist,   dass  den   drei  Hauptföllen  A^a^+  B^b^^C^c^  hier  dieselbe 

geometrische  Bedeutung  wie  im  vorigen  Paragraphen  zukommt. 
Das  Gesamtergebnis  lautet  dann  folgendermassen:  Um  die  Natur 
des  Schnittes  beurteilen  zu  können,  den  eine  beliebige  durch  die 
Gleichung  3)  ausgedruckte  Ebene  mit  dem  geteilten  Hyperboloid 
bildet,  lege  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  parallel  zu 
dieser  Ebene  eine  Hilfsebene;  wenn  letztere  mit  dem  Asymptoten- 
kegel nur  den  Mittelpunkt  gemein  hat,  so  ist  der  Schnitt  im  all- 
gemeinen eine  Ellipse,  deren  Mittelpunktskoordinaten  sind 

ÄDa^  BDb^  CDc^ 

J^'a  ==  —  -zrs :  >       Wn  =  —  rrs :  ?       £"«  =* 


0 


I)^-j'      ^0  2)8-.  j'      ^o""!)«-^' 


5)  ^  =  ^«a«  +  B^b^  -  C^c^  +  i)*; 

die  Achsen  dieser  Ellipse  sind  reell  für  positive  ^,  bei  ^  =  0  de- 
generiert die  Ellipse  zu  einem  Punkte,  dessen  Koordinaten 

^  A^  By         _  Cc^ 

sind  und  in  welchem  die  Ebene  die  Fläche  berührt;   für  negative 

J    hat    die   Ebene   keinen   Punkt    mit    dem   Hyperboloid   gemein. 

Wenn   zweitens   die  Hilfsebene  den  Asymptotenkegel  berührt,  so 

ist  der  Schnitt  eine  Parabel,  welche  nur  in   dem  Falle  2)  —  0 

zu    existieren    aufhört;    schneidet    endlich    die    Hilfsebene    den 

Asymptotenkegel  in   zwei  Geraden,   so  ist  der  Schnitt  der  Fläche 

jederzeit    eine    Hyperbel,    deren   Mittelpunktskoordinaten    durch 

die  Formeln 

ADa^  BDb^  CDc^ 


Xo=- 


2)8-^'     ^0-       2)2  __^'     ^«^2)2-^ 


bestimmt  werden.     Geradlinige  Schnitte  der  Fläche  sind  nicht  vor- 
handen. 

Wir  untersuchen  noch  einige  spezielle  Fälle  der  elliptischen 
und  hyperbolischen  Schnitte. 
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d)  Die  Horizontalspur  der  schneidenden  Ebene  möge  mit  der 
X-Achse  den  Winkel  Hf  bilden,  der  Neigungswinkel  der  Schnitt- 
ebene gegen  die  xj/- Ebene  sei  ^,  endlich  k  das  Stück,  welches  sie 
von  der  ^- Achse  abschneidet.  Nehmen  wir  die  Horizontalspar  der 
Schnittebene  zur  Achse  der  af  und  den  Punkt,  in  welchem  sie  der 
3/ -Achse  begegnet,  zum  Anfangspunkte  eines  neuen  ebenen  recht 
winkligen  Sjstemes,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  des  Schnittes 
durch  Substitution  der  Werte 

y  ^k  +  af  sin^f  +  $/ cos^lf  cos 0, 
z  ^  y  sin  ^; 

das  Besultat  ist  von  der  Form 

iiV«+  J5V*+  2CVy+  22)V+  2-BV+  2F'-0 

und  darin 

f      (a*  —h^  cos^  sin  ri»  cas^ 

^ 7^* 

Diese  Gleichung  repräsentiert  einen  Kreis  für  C'«— 0  und  -4'«B'. 
Die  erste  Bedingung  giebt  entweder  9  —  90®  oder  ^  —  90®  oder  ^ = 0^ 
Setzen  wir  a  >  5  voraus,  wodurch  die  Allgemeinheit  der  Betrach- 
tung nicht  alteriert  wird,  so  liefert  die  Bedingung  Ä'  —  B\  A.  h 

sowohl  f£br  0  =  90^  als  fCLr  v' »  90®  unmögliche  Resultate;  dagegen 
findet  sich  fOr  -^  =  0® 


6)  «n^.    ''>'«*-''"       ^'''-'' 


Da  der  Wert  von  sin  d  jederzeit  reell  und  zugleich  ein  echter 
Bruch  ist,  so  existieren  zwei  Systeme  von  Ereisschnitten,  deren 
Ebenen  auf  der  ^^jer-Ebene  senkrecht  stehen  und  entweder  unter 
dem  Winkel  O  oder  unter  180®  ~-  O  gegen  die  a?^- Ebene  geneigt 
sind.  Aus  der  Übereinstimmung  der  Formel  6)  mit  Nr.  9)  in 
§  26  und  mit  Nr.  6)  in  §  35  ergiebt  sich  femer,  dass  alle  Ebenen, 
welche  den  Asymptotenkegel  in  Kreisen  und  zugleich  beide  Hyper- 
boloide schneiden,  auch  mit  letzteren  Flächen  kreisförmige  Schnitte 
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bilden     Die  Gleichimgen  der  Ereisschnittebenexi  (oder  deren  pg- 
Spuren)  haben  die  gemeinschaftliche  Form 

^  ^  (y  —  Ar)  tan  ^, 
d  i.  zufolge  des  Wertes  von  tand^ 

7)  cl/a»-  b^{ij  -  Je)  ±hya^+  c^.e  -  0; 

die  Schnitte  sind  reell,  solange 

^  -  c«  { -  6«(6«+  c»)  +  (a* -  b^)k^\ 
positiv  ist,  d.  h.  ftUr  alle  der  Ungleichung 

genügenden  k]  wenn  dagegen 

SO  degenerieren  die  Kreisschnitte  zu  Punkten,  deren  Koordinaten  sind 

0,      +  —  1      +  —  1 

wobei  alle  Kombinationen  der  Vorzeichen  gelten;  für 

existieren  keine  Kreisschnitte  mehr.  Die  erwähnten  vier  Punkte 
heissen  die  Kr e ispunkte  des  geteUten  Hyperboloides;  man  kann 
sie  und  die  Spuren  der  Kreisschnittebenen  leicht  dadurch  zui*  An- 
schauung bringen,  dass  man  die  Fläche  auf  zwei  den  Ebenen  xy 
und  yg  parallele  Ebenen  projiziert. 

h)  Der  Schnitt  des  geteilten  Hyperboloides  mit  der  vorigen 
Ebene  wird  eine  gleichseitige  Hyperbel,  wenn  -A'+5'=0  ist. 
Da  nun  Ä'  und  B'  hier  ganz  dieselben  Werte  haben,  wie  bei 
dem  einfachen  Hyperboloide  (S.  207),  so  bleiben  auch  die  Folge- 
rungen ungeändert,  d.  h.  alle  Ebenen,  welche  durch  den  festen 
Punkt  fgh  gehen  und  den  elliptischen  Kegel 

berühren,   schneiden   beide  Hyperboloide   und  deren  gemeinschaft- 
lichen   Asymptotenkegel   in  gleichseitigen   Hyperbeln.     Unmöglich 
werden  diese  Schnitte  ntir,  wenn  c  die  grösste  der  Halbachsen  ist. 
Berührungsebenen  und  Normalen.     Bezeichnet 

A^  +  Bti  +  CS-D 
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die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  xyz  der  Fläche  gehenden  Tan- 
gentialebene, so  müssen,  dem  früheren  zufolge,  nachstehende  Be- 
dingungen erfüllt  sein: 

D        ^  D  D 

A  -  A^a^  +  B^h^  -  C^c«  +  2>«  -  0. 

Aus  den  ersten  drei  Gleichungen  ergeben  sich  die  Werte  Ton  J, 
B^  C  und  diese  genügen  der  letzten  Gleichung,  weil  der  Pnnkt 
xyz  auf  der  Fläche  liegt;  demnach  ist 

8)  -_^^|__.^  +  _f=l 

die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xye.  Daraus 
ergeben  sich  die  Gleichungen 

als  Gleichungen  der  Normalen  im  Punkte  xyz. 

§37. 
Das  elliptisohe  Faraboloid. 

Gestalt   der  Fläche.     Die   erste   von   den  nichtcentrisclien 
Flächen  zweiten  Grades  wird  durch  die  Gleichung 

dargestellt,  worin  a  und  h  wesentlich  positive  Grössen  bezeichnen. 
Als  Gleichungen  der  Hauptschnitte  oder  Spuren  der  Fläche  er- 
halten wir  der  Beihe  nach 

der  ersten  Gleichung  genügen  nur  die  Werte  x  —  0,  y  -« 0,  die 
Fläche  wird  also  von  der  o:^- Ebene  nicht  geschnitten,  sondern  im 
Anfangspunkte  der  Koordinaten  berührt;  die  zweite  Gleichung  be- 
deutet eine  Parabel,  deren  Halbparameter  — *  a,  deren  Scheitel  der 
Eoordinatenanfang  und  deren  Achse  die  ii- Achse  ist;  die  letzte 
Gleichung  charakterisiert  gleichfalls  eine  Parabel  mit  dem  Halb- 
parameter &,  mit  demselben  Scheitel  und  der  nämlichen  Achse. 
Für  einen  in  der  Höhe  z^h  parallel  zur  a:i^- Ebene  gelegten  Schnitt 
erhält  man  als  Gleichung 


i 
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X' 


+ 


y 


2 


-1; 


2aÄ   ■   2hh 
der  Schnitt  ist  bei  positiven  h  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

y^ÖJi     und     1/2^, 

für  Ä  -»  0  wird  derselbe  zu  einem  Punkte,  för  negative  h  imaginär. 
Demzufolge  kann  man  sich  die  Fläche  durch  die  Peripherie  einer 
veränderlichen  Ellipse  erzeugt  denken,  wenn  letztere  parallel  zur 
a:^- Ebene  verschoben  wird  und  ihre 
Scheitel  auf  zwei  Parabeln  fortrClcken, 
deren  eine  in  der  o;;?- Ebene  mit  dem 
Halbparameter  a  und  deren  andere  in 
der  ^;?- Ebene  mit  dem  Halbparameter 
h  konstruiert  ist,  wobei  für  beide  Pa- 
rabeln die  ;e^- Achse  als  Achse  und  der 
Koordinatenanfang  als  Scheitel  gilt. 
Die  Linien  a  —  FA  und  h  ^  GB 
heissen  die  Halbparameter  der 
Fläche,  0  ihr  Scheitel  und  die 
Fläche  selbst  ein  elliptisches  Pa- 
raboloid. Für  h^a  wird  dasselbe  zu  einem  Botationsparaboloid, 
für  a  —  00   oder  Z>  =-  oo  zu  einem  parabolischen  Cylinder. 

Ebene  Schnitte.      Eine  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

2)  Äx  +  By+Cz^D 

heissen  möge,   schneidet  die  Fläche  in  einer  Kurve,  von  welcher 
die  Horizontalprojektion  durch  die  Gleichung 

^  ,    3^'       o  -P-    Äx-By 
a'^  l''  C 

bestimmt  ist;  erteilt  man  letzterer  die  bessere  Form 


so   erkennt  man  in  der  Kurve  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 


l/a {A^a  +  ^^2,  ^  2 CD)       \^h{^a  +  B^h+2CD) 

c ' c 


Hierbei  unterscheiden  wir  die  zwei  Hauptftüle,  ob  C  von  Null  ver- 
schieden oder  »  0  ist.  Im  ersten  Falle  sind  die  Hauptachsen  reell 
und  endlich,  solange  der  Ausdruck 
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3)  J'^Ä^a  +  BH  +  2CI) 

positiv  bleibt,  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der  Schnitt- 
projektion  bestimmen  sich  dnrch  die  Formeln 

__  Aa  Bh 

für  ^ »  0  verschwinden  die  Halbachsen  der  Ellipse,  letzteze  zieht 
sich  dann  auf  ihren  Mittelpunkt  zusammen;  för  negative  J  wird 
die  Kurve  imaginär.  Im  zweiten  Hauptfalle  C7«*0,  d«  h.  wenn  die 
Schnittebene  parallel  zur  jer- Achse  liegt,  kann  die  Elimination  von  i 
nicht  vorgenommen  werden,  weil  dann  die  Gleichung  der  Schnittebeoe 

4)  ÄX  +  By^D 

zugleich  auch  die  Gleichung  der  Schnittprojektion  ist;  eliminiert  man 
in  diesem  Falle  ^,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Vertikal 
Projektion  des  Schnittes,  nämlich 

x^      {D^ÄxY 
a  "^        Bn 

oder  bei  besserer  Anordntmg  und  unter  Bücksicht  auf  den  Umstand, 
dass  für  C—  0  die  Grösse  J  in  Ä^a+  B^b  übergeht. 


+  ^— TT^-r-  -  ^^ 


0  — 


D^  J      /        ÄDaV 


kbi""- 


2J      2B''ab\  A 

Diese  Gleichung  repräsentiert  eine  Parabel,  deren  Scheitel  durch 

die  Koordinaten  ADa  2>* 

und     — 

A  2A 

bestimmt  wird,  und  deren  Halbparameter 

_  B^ab 

^      A 

ist.  Wenden  wir  diese  für  die  Projektionen  des  Schnittes  gegebenen 
Entscheidungen  auf  den  Schnitt  selber  an,  so  gelangen  wir  zu  fol- 
gendem Gesamtresultate:  Die  zur  Achse  des  Paraboloides  nicht 
parallele  Ebene  2)  schneidet  die  Fläche  in  einer  Ellipse,  deren 
Mittelpunktskoordinaten 

_      Aa  _Bb  A—CD 

sind;  der  Schnitt  ist  reell  für  /i>0,  reduziert  sich  für  z^  —  Oauf 
einen  durch  die  Koordinaten 
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Aa  _^Bb  D 

bestimmten  Punkt,  und  wird  filr  z/  <  0  imaginär;  eine  zur  Flächen- 
achse parallele  Ebene  schneidet  das  Paraboloid  jederzeit  in  einer 
Parabel.  Hyperbolische  und  geradlinige  Schnitte  existieren  nicht. 
Wie  bei  allen  elliptischen  Schnitten,  entsteht  auch  hier  die 
Frage,  ob  dieselben  Kreise  werden  können.  Die  Horizontalspur 
der  schneidenden  Ebene  nehmen  wir  zur  o/- Achse  eines  neuen  in 
der  Ebene  enthaltenen  rechtwinkligen  Koordinatensjstemes,  L  (xaf) 
sei  -»  t'^,  der  Neigungswinkel  der  Ebene  gegen  die  i:^- Ebene  heisse 
^,  der  Durchschnitt  der  Ebene  mit  der  ^- Achse  liege  in  der  Ent- 
fernung k  Yom  ursprünglichen  Koordinatenanfange  und  sei  der 
Anfangspunkt  des  neuen  Systemes;  die  Gleichung  des  Schnittes 
erhalten  wir  jetzt  aus  Nr.  l)  durch  Substitution  der  Werte 

X  =»         x'  cosHf  —  i/  sin^cos^^ 

y'^k  +  jdsimlf  +  i/  cogy^cos^^ 

Das  Resultat  dieser  Operation  ist  von  der  Form 

^V*  +  J5V*  +  2CVy  +21/^/+  2£V  +  i^'  -  0, 
und  darin 

a  0  \    a  0    ' 

f      (a  —  h)  sin  ^  cos  ^  cos^ 

ab 
Der  Schnitt  wird  zu  einem  Kreise  für  C'  —  0  und  -4'  -=  JB';  die  erste 
Bedingung  kann  unter  der  nicht  beschränkenden  Annahme  a  >  6 
nur   durch  O  «  90°  oder   ti;  «=  90°  oder  t|;  —  0°  erfüllt  werden; 
die  zweite  Bedingung 

__  +  _  ^ — (^__  +  __j,,,.^ 

liefert  für  ^  =  90°  und  für  i^  «  90°  unmögliche  Ergebnisse,  da- 
gegen für  i|'  —  0°  _ 

5)  co^  ^  ^1/  ~ ' 

was,  wegen  5  <  a  und  wegen  des  doppelten  Vorzeichens  der  Wur- 
zel, zwei  reelle  Be^tinmiungen  von  ^  giebt  Demnach  existieren 
zwei  Systeme  von  Kreisf-chnitten ,  deren  Ebenen  auf  der  y;?- Ebene 
senkrecht  stehen  und  mit  der  jy- Ebene  die  Winkel  ^  und  180°  —  ^ 
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einschliessen.    Die  Gleichungen  der  Kreisschnittebenen  (oder  deren 
^0- Spuren)  stehen  unter  der  allgemeineren  Form 

e  '^  (y  —  k)  tand^ 
oder  zufolge  des  Wertes  von  fand' 

±(y-*)]/^-^«o. 

wofür  wir  schreiben 


())  ya-b,ifTVh.e^k  Ya-h. 

Der  Kreisschnitt,  den  diese  Ebene  mit  dem  Paraboloid  bildet^ 
ist  reell,  wenn  die  Grrösse 

/^  =  (a  -  h)l>T^k  j/(a  -  6)  6 
positiv  auef&llt,  also  unter  Benutzung  des  oberen  Zeichens  för 

{-Via  -b)h  >  Ä  >  ~  00 
und  in  Beziehung  auf  das  untere  Zeichen  f&r 


+  00  >h>-^y(a  -h)  h. 
Die  Kreisschnitte  des  einen  Systemes  werden  folglich  erhalten,  wenn 

man  jfc  von  ^  |/(a  —  5)  ft  bis  —  oo  abnehmen  läi?st,  die  des  anderen, 

wenn  k  von  —  ^  Yia  —  b)  b  bis  +  oo  wftchst.    Der  Schnitt  dege- 
neriert zu  einem  Punkte,  wenn  J  =  0  also  bei  dem  ersten  Systeme 

k  =  |-y(a  —  b)  6,  beim  zweiten  Ä  =  —  ^  "(/(a  —  b)b  ist;  die  Ko- 
ordinaten dieser  Punkte  sind  im  ersten  Falle 


0,       +  y(a  -  b)  6,       i(a-6), 

und  im  zweiten  

0,       -y(a-b)b,       f(«-6); 

dies  sind  die  zwei  Kreispunkte  der  Fläche.  Jenseit  der  an- 
gegebenen Grenzen,  d.  h.  für  negative  ^,  existieren  keine  Kreis- 
schnitte. Diese  ErgebnLse  können  leicht  graphisch  veranschaulicht 
werden,  wenn  man  das  Paraboloid  auf  zwei  Ebenen  projiziert,  von  denen 
die  eine  der  x^-Ebene  und  die  andere  der  |^ir- Ebene  parallel  liegt. 

Berührungsebenen  und  Normalen.  Wenn  irgend  ein 
elliptischer  Schnitt  sich  auf  seinen  Mittelpunkt  reduziert,  eo  wird 
die  schneidende  Ebene  zur  Berührungsebene  und  jener  Punkt  zum 
Berührungspunkte;  daraus  entspringt  wie  früher  die  Au^abe,  durch 
einen  gegebenen  Punkt  xyz  des  Paraboloides  eine  Tangentialebene 
an  das  letztere  zu  legen.    Die  Gleichung  der  verlangten  Ebene  sei 

Ä^+Bfi  +  Ci^D, 
so  müssen  die  im  vorigen  bewiesenen  Relationen 


§  38.   Das  hyperbolische  Paraboloid.  225 

Äa  Bh  D 

^-      "Ö"'        ^""       "Ö'        ^""      Ö 
btattfinden;    aus   den   letzten   drei    Oleichnngen    ergeben   sich    die 
Werte  von  -4,  5,  D,  ausgedrückt  durch  (7,  deren  Substitution  in 
die  erste  Bedingung  diese  identisch  macht,  weil  der  Punkt  xyz  auf 
der  Fläche  liegt.     Vermöge   der  Werte  von  Ä^  B^  D  findet  sich 

-  Ji  +  f  1»  +  ?  =  -« 

a  0 

oder  besser 

7)  ^^j  +  ^^,»_f«l, 

als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyz. 
Hieraus  zieht  man  noch  die  beiden  Gleichungen 

8)  |_^  =  -|(f_.),      r,-fj  =  -l{S-z), 
welche  für  die  im  Punkte  xyz  errichtete  Normale  gelten. 

§  38. 
Das  hyperbolische  Paraboloid. 

Gestalt  der  Fläche.  Die  letzte  individuelle  Fläche  zweiten 
Grades,  deren  Untersuchung  uns  noch  obliegt,  wird  durch  die 
Gleichung 

1)  ^"--1^2. 

^  ab 

charakterisiert;  daraus  folgen  als  Gleichungen  der  Hauptschnitte 

x^      3/*  _  x^  ^  y^ 

a        h  '       2a         '  2h 

Giebt  man  der  ersten  die  Form 


V 


und  bezeichnet  mit  a  den  spitzen  Winkel,  dessen  Tangente  -=1/  — 

V    a 

ist,  ED  erkennt  man  in  der  a-^-Spur  der  Fläche  ein  System  von 
zwei  durch  den  Eoordinatenanfang  gehenden  Geraden,  deren  eine 
mit  der  x- Achse  den  Winkel  a  und  deren  andere  mit  derselben 
Achse  den  Winkel  180^—  a  einschliesst.  Die  iCiSf-Spur  der  Fläche 
bildet  eine  Parabel  mit  dem  Halbparameter  a,  der  Koordinaten- 
Fort  Q.  Sclilömilcb,  anal.  G-eom   II.  15 
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anfang  ist  ihr  Scheitel  und  der  positive  Teil  der  f- Achse  ihre 
Achse;  die  t/;er-Spar  besteht  gleichfalls  aus  einer  Parabel,  welche 
b  zum  Halbparameter,  den  Koordinatenanfang  zum  Scheitel  und  den 
negativen  Teil  der  ;?- Achse  zur  Achse  hat,  weil  der  betreffenden 
Gleichung  nur  bei  negativen  z  eine  geometrische  Bedeutung  zukommt. 
Legt  man  femer  in  der  Höhe  h  eine  zur  o:^- Ebene  parallele  Ebene, 
so  schneidet  letztere  die  Fläche  in  der  durch  die  Gleichung 


,2 


y 


-\   «2Ä 


X' 

a        h 

bestimmten  Kurve;  der  Schnitt  ist  jeden&Us  eine  Hyperbel,  wobei 
aber  die  beiden  Fälle  eines  positiven  und  negativen  h  zu  unter- 
scheiden sind.     Für  /» >  0  giebt  man  der  Gleichung  die  Form 

\V2ah/        \y2hh/         ' 

die  Halbachsen  sind  dann  )/2a/(,  y2hh  und  für  den  Asjmptotes- 
winkel  ß  hat  man 

yjbh 


tanß^ 


-1/7 


y2ah 
im  zweiten  Falle  Ä  =»  —  Äj  ist  zu  schreiben 


1  mithin  |S  —  «f, 


\l/2^j        \y2ahj 


2 


1, 


es  wird  dann  y2hh^  zur  Haupt-,  y2ahi  zur  Nebenhalbachse  and 
für  den  Asymptotenwinkel  ß^  hat  man 

tonft-^^^J^«!/^,   mithin  ß.^dO^-a. 
I/2&Ä1        V    ^ 

Demgemäss  kann  man 
sich  die  Fläche  durch 
eine  veränderliche  Hy- 
perbel erzeugt  denken, 
wenn  letztere  parallel 
zur  a:y- Ebene  ver- 
schoben wird  und  ilure 
Scheitel  auf  zwei  festen 
Parabeln  fortrücken; 
der  gemeinschaftliche 
Scheitel  beider  Parabeln  ist  der  Koordinatenanfang,  die  eine  liegt 
in  der  Xjef- Ebene  und  hat  ihre  Achse  in  der  Richtung  der  posititen 


§  38.    Das  hyperbolische  Paraboloid.  227 

z^  die  andere  befindet  sich  in  der  ^;sr- Ebene  und  erstreckt  ihre  Achse 
in  der  Bichtung  der  negativen  r;  endlich  ist  noch  zu  bemerken, 
dass  alle  auf  der  positiven  Seite  der  z  konstruierten  Hyperbeln  den- 
selben Asymptotenwinkel  besitzen  und  dass  ebenso  alle  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  befindlichen  Hyperbeln  einen  gemeinschaft- 
lichen Asymptoten  winke!  haben,  welcher  den  erstgenannten  zu  90^ 
ergänzt.  Die  Figur  zeigt  die  aus  den  Geraden  AOA^  und  BOBi 
bestehende  Horizontalspur  der  Fläche,  die  beiden  parabolischen 
Vertikalspuren  COC^^  DOD^  und  zwei  zur  xy-Y!thQnQ  parallele 
hyperbolische  Schnitte,  deren  Asymptoten  den  Geraden  AA^  und 
^^i  parallel  liegen;  die  Koordinatenachsen  der  x  und  der  y  sind 
(mn  einer  Überladung  der  Figur  zu  entgehen)  weggelassen,  man 
hat  sich  dieselben  als  die  Halbierungslinien  der  Winkel  AOB  und 
AOB^  zu  denken.  Die  hiermit  bestimmte  sattelft$rmige  Fläche 
heisst  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  a  und  h  ihre  Halb- 
parameter, O  ihr  Scheitel,  ZZ^  ihre  Achse. 

Ebene  Schnitte.     Eine  beliebige  durch  die  Gleichung 

2)  Ax  +  By  +  Cz  =  D 

dargestellte  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Kurve,  für  deren 
Horizontalproi  ektion  sich  die  Gleichung  findet 

x^  _y'^  D-Ax-  By 

a        b"^  O  ' 

erteilt  man  dieser  die  bessere  Form 


1   /     .   AaV      1   /        BbV 


A^a'-'BH  +  2GD 

, 


so  bemerkt  man  augenblicklich,  dass  die  Schnittprojektion  im  all- 
gemeinen eine  Hyperbel  darstellt;  doch  sind  dabei  die  Fälle  0^0 
und  C  s=  0  zu  unterscheiden.  Wenn  erstens  C  nicht  verschwindet 
und  der  Ausdruck 

3)  J^A^a-S^b+2Cl) 

irgend  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt,  so  ist  die  Kurve 
sicher  eine  Hyperbel,  deren  Mittelpunktskoordinaten 

_       Äa  Bb 

sind;   ihre  Haupthalbachse  liegt  bei   positiven  J  in   der  Richtung 

der  x,   bei  negativen  in  der  Bichtung  der  y.     Verschwindet  aber 

15* 


^ 
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A^  so  degeneriert  die  Hyperbel  in  ein  System  von  zwei  sich 
schneidenden  G-eraden  (die  Aymptoten);  die  Koordinaten  des 
Durchschnittes  der  letzteren  sind  dieselben  x^  und  y^  wie  vorhin. 
Wenn  zweitens  C  verschwindet,  so  kann  %  aus  der  Gleichung  1) 
und  aus  der  Gleichung  der  Schnittebene 
4)  Ax+By^n 

nicht  eliminiert  werden;  durch  Elimination  von  y  erhält  man  in 
diesem  Falle  als  Gleichung  der  Vertikalprojektion  des  Schnittes 

s'      {I)-Äxy_ 

ä~       BH  ^' 

oder  bei   besserer  Anordnung  und  unter  Bücksicht  auf  den  Um- 
stand, dass  J  far  C  =  0  m  Ä^a  —  B^h  übergeht: 

D*  J      (        ADa' 


D^ ^Y        ADaV 

^      2/1^      ^B^ahV  J   ) 


Diese  Gleichung  repräsentiert  eine  Parabel,  so  lange  A  nicht  rer- 

schwindet;  dagegen  für  A  ^^  0  ergiebt  sich  aus  der  vorheigehenden 

Form  der  Gleichung 

AB/"       J?^  p : 

^^  BH  ^''~2BH'  ^'^ 

d.  h.  die  Gleichung  einer  Geraden.     Der  Fall  J  ^^  0  tritt  ein, für 

A^a  -  B^h  oder 

-4 

B 

d  h.  wenn  die  Ebene  4)  parallel  zu  einer  von  den  Greraden  liegt 
welche  die  Horizontalspur  der  Fläche  bilden.  Übertragen  wir  nun 
diese  für  die  Projektionen  des  Schnittes  gegebenen  Entscheidungen 
auf  den  Schnitt  selber,  so  gelangen  wir  zu  folgendem  G^samtrestd- 
tat:  Die  zur  Achse  der  Fläche  nicht  parallele  Ebene  2)  schneidet 
die  Fläche  in  einer  Hyperbel,  deren  Mittelpunktskoordinaten 

Aa  .    Ba   ^  z/ -  CD 


-*Vv 


» 


2^0-  +  --^-'        ^0  = 


0  ff'i/Oi^^'^i)  rjt 

sind,  für  z^  «  0  degeneriert  dieselbe  in  ein  System  von  zwei  Ge- 
radei\^  die  sich  im  Punkte 

Aa  _    ,   ^^  ^^ 

^0  "^        C  '      ^0  ~  +  "^  '       ^®  "*  ""  C 

sehneiden.  Eine  zur  Flächenachse  parallele  (vertikale)  Eben«> 
schneidet  das  Paraboloid  in  einer  Parabel,  welche  zu  einer  Ge- 
raden wird,    wenn  die   Schnittebene    eine   parallele   Lage  zn  der 
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einen  oder  anderen  von  den  Geraden  erhält,  die  zusammen  die 
Horizontalspar  der  Fläche  ausmachen.  Elliptische  Schnitte  des 
hyperbolischen  Paraboloides  sind  nicht  vorhanden. 

Zwei  spezielle  Fälle  der  hyperbolischen  Schnitte  wollen  wir 
noch  genauer  untersuchen. 

a)  Die  Horizontalspur  der  schneidenden  Ebene  sei  die  Achse 
der  a/,  femer  L  (xx^)  =»  t!;,  der  Neigungswinkel  der  Schnittebene 
gegen  die  xy-Ehene  heisse  0,  endlich  sei  k  der  Abschnitt,  welchen 
die  Ebene  auf  der  y- Achse  bildet,  und  der  Endpunkt  von  k  der 
Anfang  des  neuen  rechtwinkligen  Systemes  der  2^  und  ^';  wie  ge- 
wöhnlich gelten  dann  die  Formeln 

a;  =  a^  cosiif  —  y'  sin  i/;  cosd^^ 
y  ^  k  +  x^  sin  ?/;  +  y'  cos  Hf  cos^^ 
z  ==  y^  sin^, 

Dnrch  Substitution  derselben  in  Nr.  l)  erhält  man  als  Gleichung 
der  Schnittkurve 

und  zwar  ist 

,,      cos^tif      sin^Hf        ^f      /sin^ijf      cos^tlf\      »^ 

Ä^  =s — ,     B'  ^  [ ; — )  cor  d. 

a  0  \    a  0    / 

Soll  der  Schnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  darstellen,  so 
'inuss  ii'  +  5'  =  0  sein  und  daraus  folgt 

ex  «^        b  —  atan^H'       ^      /     ,      \  ^      /  \ 

Andererseits  kann  man  die  Gleichung  der  Schnittebene  in  der  Form 
2)  oder  auch  unter  der  Form 

6)  A{x^f)+B{y-'g)  +  C{z-  h)  =  0 

darstellen,  womit  gesagt  ist,  dass  dieselbe  durch  den  festen  Punkt 
fgh  gehen  soll;  man  hat  dann 

und  durch  Substitution  dieser  Werte  erhält  man  aus  Nr.  5) 

als  Bedingungsgleichung  für  die  Koeffizienten  der  Gleichung  6). 
Diese  ist,  wie  man  leicht  findet,  zugleich  die  Bedingung  dafür, 
dass  die  Ebepe  6)  den  elliptischen  Kegel 
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7)  (^-fy    (y-g)' ,  C^-^)'    0 

a  h  a  —  h 

berührt,  dessen  Achse  sich  in  der  Bichtung  der  j-  oder  der  y  er- 
streckt, jenachdem  a  <  &  oder  a  >  &  ist.  Durch  einen  festen 
Punkt  können  also  unendlich  viele  Ebenen  gelegt  werden,  welche 
das  hyperbolische  Paraboloid  in  gleichseitigen  Hyperbeln  schneiden; 
alle  jene  Ebenen  berühren  zugleich  den  durch  Nr.  7)  charakteri- 
sierten elliptischen  Kegel. 

h)  Die  Eigentümlichkeit,  dass  die  Fläche  in  geraden  Linien 
geschnitten  werden  kann,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  sich  auf 
der  Fl&che  Gerade  ziehen  lassen,  möge  noch  einer  besonderen  direkten 
Erörterung  unterworfen  werden.    Wenn  eine  durch  die  Gleichiugen 

8)  X  ^  Mz  +  w,       y  =^Nz  +  V 

charakterisierte  Gerade  ganz  in  der  Fläche  enthalten  sein  soll,  so 
müssen  alle  den  vorstehenden  Gleichungen  genügenden  x,  y,  i 
auch  die  Gleichung  der  Fläche 

^-  2£r-=0 

a        0 

befriedigen  und  demnach  muss  für  alle  z 

(Mz  +  uy  _  (Nz  +  vY 

oder  ö  ^ 


--■  2z^0 


sein.     Dies  ist  nur  möglich  unter  den  Bedingungen 


u^      v^ 


Mu       Nv  Jf*       N* 

ah  '        a         6  ' 

durch  die  erste  derselben  wird  ausgedrückt,  dass  die  fragliche  Linie 
eine  von  d^n  beiden  Geraden  schneiden  muss,  welche  die  Hori- 
zontalspur der  Fläche  bilden,  was  vorauszusehen  war.  Substi- 
tuieren wir  die  sich  ergebenden  Werte 

V  ^  u\/  —    oder    t '  ==  —  w  1/  — 

in  die  beiden  übrigen  Bedingungsgleichungen,  so  erhalten  wir  ent- 
weder '  

oder  2w  2« 


i 


§  38.   Das  hyperbolische  Paiaboloid. 
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2m 


N^  + 


Yab 
2u 


Wegen  des  willkürlich  bleibenden  u  existieren  demnach  zwei  ver- 
schiedene Systeme  von  Oeraden  auf  der  Fl&che;  die  Gleichungen 
der  Geraden  des  einen  Systemes  stehen  unter  der  Form 

y'ab 


9) 


a 


2u  ' 


y 


2u 


z-V 


-VI' 


die  des  anderen  Systemes  dagegen  unter  der  Form 


10) 


a 


aJ=  —z  +  u, 
2m 


y  ^  +  -7: —  z 

^  2m 


-«1/1 


oder  auch,  wenn  man  zur  besseren  ünterscheidunjaf  u^  für  u  setzt: 


11) 


a 


1/^ 


/ 


1- 


i 


i) 


Aus  den  Gleichungen  9)  und  11)  leitet  man   ohne  Mühe  den  be- 
merkenswerten Satz  abYdass  jede  Gerade  des  einen  Systemes  alle    ^^^  P  'i 
Geraden  des  anderen  Systemes  schneidet,  und  dass  keine  Gerade  tc^\^  i  \ 
des  einen  Systemes  einer  Geraden  des   anderen  Systemes  parallel 
ist.^  Die   Gleichungen    9)   geben   femer  durch   Elimination  von  e 

und  die  Gleichungen  11)  

y-  +  ]/4-(^-2«i); 

dies    heisst   geometrisch:    die   Horizontalprojektionen    der   Geraden 
des   einen   Systemes  sind  parallel  zu   der  einen  von    den    beiden 
Geraden,  welche  die  Horizontalspur  der  Fläche 
bilden;  in  gleicher  Weise  liegen  die  Horizon- 
talprojektionen der  Geraden  des  anderen  Syste- 
mes parallel  zur  anderen  jener  Geraden.   Will 
man   demnach   durch  irgend    einen  Punkt  P 
der  Fläche   die  zwei  in  P  sich  schneidenden 
Geraden  der  Fläche  ziehen,    so   braucht  man 
nur  durch  P  zwei  vertikale  Ebenen  zu  legen, 
deren  Horizontalspuren  parallel  ixk  AB  und 
Ä^By^  sind;  diese  Ebenen  schneiden  das  hyper- 
bolische  Paraboloid    in    den   beiden   verlangten    Geraden    (in    der 
Figur  PÄ'  und  PJ')- 


\- 


Fig.  56. 


ic.  /m 


/ 


J    ' 
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r 


•<  ^ 


, , :  J 


Zu  demselben  Besultate  gelangt  man  durch  eine  Transforma- 
tion der  Gleichung  1).    Wählt  man  nämlich  die  Geraden  OA^  OB^ 
OZ  ZM  Koordinatenachsen   eines  nouen  Systemes   der  x\  y,  /,   so 
geschieht  der  Übergang  zu  demselben  mittels  der  Formeln 
a;  «=  (a/  +  y)  cosa^       y  =^  {jt!  —  i/)  sina^       z  =  z\ 
und  die  Gleichung  l)  verwandelt  sich  hierbei  in 

{af  +  y^cos^a  _  {a/ -  i/f  sin^  a  _  ^  2^"^^ 

a  h 

Vermöge   der  Werte  von  cosa  und  sina^   welche  aus  der  Formel 


tan 


-VI 


\. 


leicht  herzuleiten  sind,  verschwinden  die  Koeffizienten  von  jr'*  und 
y*,  so  dass  nur  übrig  bleibt 

a  +  h 
oder,  wenn  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  Halbparamet«m 
mit  c  bezeichnet  wird, 

12)  x'i/  ==  c^. 

„.    ._  Giebt   man    entweder    dem    J 

Fig.  57.  ^ 

oder  dem  x*  einen  konstanten 
Wert,  so  erhält  man  jedesmal 
die  Gleichung  einer  Geraden, 
was  geometrisch  bedeutet,  dass 
die  Fläche  von  jeder  Ebene 
geradlinig  geschnitten  wird, 
welche  einer  der  Koordinaten- 
ebenen  AOZ  und B OZ  parallel 
liegt.  Die  Figur  zeigt  eine 
Partie  derartiger  Schnitte, 
Berührungsebenen  und  Normalen.    Eine  Ebene,   welche 

zwei   durch   einen  Punkt  gehende  Gerade   der  Fläche  enthält,   ist 

eine  von  den  Ebenen,  deren  Gleichungen 

Äx+By  +  CZ---D 
der  Bedingung 

A^a-BH  +  2CD^0 

genügen,  wobei  die  Koordinaten  jenes  Punktes  durch 

Aa  Bb  B 


I  • 


.    ^'v.     '  /' 


i 
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ausgedrückt  werden  können.  Legt  man  femer  eine  Ebene  in  der 
Entfernung  —  —  parallel  zur  a*;?/- Ebene,  so  schneidet  sie  die  Fläche 
in  einer  durch  die  Gleichung 


repräsentierten  Hyperbel  und  die  vorige  Ebene  in  einer  Geraden, 
deren  Gleichung  ist 

oder 
14)  B,y+A,x^l,       5,  =  -^,       ^,=  3^; 

vermöge  dieser  Werte  ergiebt  sich 

und  diese  Relati<$n^&sst  erkennen,  dass  die  Gerade  14)  den  hyper- 
bolischen  Querschnitt  13)  berührt.  Auf  ähnliche  Weise  kann  man 
eine  noch  allgemeinere  Eigenschaft  der  Ebene  ünden,  welche  zwei 
Gerade  der  Fläche  enthält;  legt  man  nämlich  durch  denselben 
Punkt  wie  vorhin  einen  beliebigen  Schnitt  5  der  Fläche,  dessen 
Ebene  von  selbst  die  genannte  Ebene  in  einer  Geraden  g  schneidet, 
so  ist  letztere  jedesmal  Tangente  an  $.)  Demgemäss  muss  die 
Ebene  zweier  in  P  zusammentreflFendef  Geraden  der  Fläche  als 
Inbegriff  aller  durch  P  gehenden  Tangenten  der  Fläche,  d.  h.  als 
Berührungsebene  in  diesem  Punkte  gelten. 

Daran  knüpft  sich  die  Bestimmung  der  Berührungsebene  für 
einen  gegebenen  Punkt  xyz  der  Fläche.  Bezeichnen  wir  die  Glei- 
chung der  verlangten  Ebene  mit 

A^+Bri  +  Ct^D, 

so  müssen,  dem  Vorigen  zufolge  die  Bedingungen 

Ä^a'^S^b  +  2(7i)-0, 
Äa  Bh  D 

erfüllt  sein.  Die  letzten  drei  Gleichungen  geben  A^  B^  D  durch 
C  ausgedrückt  und  diese  Werte  genügen  der  ersten  Bedingung 
vermöge  des  XJmstandes,  dass  der  Punkt  xyz  auf  der  Fläche  liegt. 
Demnach  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Tangentialebene 


A-        ^ 


Otu^ 


C/^)-'V  /  .;:■       '■..-:   ,  A-4 
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X 

a 

1+  jlj 

+  t 

—  5: 

X 

—  1 

az 

1 

s 

?  = 

«1. 

^)    I 


oder 

15) 

Daraus  folgen  noch  die  beiden  Grleichungen 

16)  |_a,  =  -^(f_^),       n-y^+'^{t-zh       ■ 

welche  für  die  im  Punkte  xyz  errichtete  Normale  gelten. 

§39.  ^ 

UntersoheidungsBeiolien  für  die  Flächen  zweiten  Grades. 

Nachdem  wir  die  Gestalten  der  verschiedenen  Flächen  zweiten 
Grades  näher  kennen  gelernt  haben,  kehren  wir  zu  der  allgemeineii 
Gleichung 

Äx^  +  By^  +  Cz^  +  2Dyz  +  2Ezx  +  2  Fxy 
+  2ax  +  2Hy+  ^Jz+K'^O 

zurück,  um  die  Mittel  zu  erörtern,  wodurch  man  rasch  ent- 
scheiden kann,  welche  individuelle  Fläche  zweiten  Grades  in  jedem 
speziellen  Falle  (d.  h.  bei  gegebenen  Werten  von  A^  B^...K) 
durch  die  vorige  Gleichung  charakterisiert  wird.  Diese  Mittel  md 
zwar  in  den  vier  §§  30  bis  33  vollständig  enthalten  und  man 
würde  in  der  That  durch  Ausführung  aller  dort  angedeuteten 
Rechnungen  auf  eine  der  fünf  in  Nr.  54)  und  55)  in  §  33  auf- 
gestellten Normalformen  kommen,  wodurch  sich  die  Lage  und 
Grösse  der  Achsen  oder  Parameter  und  die  Natur  der  Fläche  un- 
mittelbar ergeben;  dagegen  ist  aber  nicht  zu  leugnen,  dass  dieser 
Kalkül  fast  immer,  und  namentlich  wenn  die  Gleichung  1)  auf  ein 
schiefwinkliges  Koordinatensystem  bezogen  ist,  nicht  geringe  Weit- 
läufigkeiten verursacht.  Um  diesen  zu  entgehen,  vereinfachen  wir 
die  Untersuchung  dadurch,  dass  wir  auf  die  Angabe  der  Lage  und 
Grösse  der  Achsen  oder  Parameter  verzichten  und  nur  eine  kune 
Entscheidung  über  die  Natur  der  Fläche  verlangen.  Zufolge  der 
bereits  bekannten  Eigenschaften  der  einzelnen  Flächen  zweiten 
Grades  lässt  sich  eine  solche  Diskussion  auf  folgende  schematische 
Zusammenstellung  gründen;  eine  Fläche  zweiten  Grades  kann  sein: 
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I.  Eine  centrische  Fläche. 

1.  eine  geschlossene  Fläche: 

das  EUipsoid, 

2.  eine  nicht  geschlossene  Fläche  und  zwar: 

a)  eine  geradlinige  Fläche: 

das  einfache  Hjperholoid, 
der  elliptische  Kegel, 
der  elliptische  Cylinder, 
der  hyperbolische  Cylinder, 

b)  eine  nicht  geradlinige  Fläche: 

das  geteilte  Hyperboloid. 

n.   Eine  nichtcentrische  Fläche. 

a)  eine  geradlinige  Fläche: 

das  hyperbolische  Paraboloid, 
der  parabolische  Cylinder, 

b)  eine  nicht  geradlinige  Fläche: 

das  elliptische  Paraboloid. 

Demgemäss  hat  man  erstens  zu  untersuchen,  ob  sich  ein  Punkt 
finden  lässt,  welcher  die  durch  ihn  gehenden  Sehnen  der  Fläche 
halbiert;  die  Existenz  oder  Nichtexistenz  desselben  entscheidet,  ob 
die  Fläche  zur  Klasse  I  oder  zur  Klasse  II  gehört.  Findet  das 
erste  statt,  so  kann  immer  leicht  ermittelt  werden,  ob  ohne  Aus- 
nahme jede  durch  den  Mittelpunkt  gelegte  Gerade  die  Fläche  zwei- 
mal in  endlichen  Entfernungen  schneidet  oder  nicht;  im  ersten 
Falle  ist  die  Fläche  ein  Ellipsoid,  im  zweiten  Falle  gehört  sie  zur 
Unterabteilung  2.  Um  hier  weiter  zu  trennen,  untersucht  man, 
ob  es  gerade  Linien  giebt,  von  denen  jeder  Punkt  auf  der  Fläche 
liegt;  das  Vorhandensein  derartiger  Geraden  zeigt,  dass  die  Fläche 
zur  Abteilung  a  gehört;  sind  die  Geraden  parallel,  so  ist  die 
Fläche  ein  Cylinder,  über  dessen  Natur  irgend  ein  Querschnitt 
Auskunft  giebt,  vereinigen  sich  die  Geraden  in  einem  Punkte,  so 
ist  die  Fläche  ein  elliptischer  Kegel,  findet  keine  dieser  Lagen 
statt,  so  ist  die  Fläche  ein  einfaches  Hyperboloid;  das  Nichtvor- 
handensein jener  Geraden  beweist,  dass  die  Fläche  ein  geteiltes 
Hyperboloid  ist.  Wenn  ferner  die  Fläche  keinen  Mittelpunkt  be- 
sitzt, so  bedarf  es  nur  der  Untersuchung,  ob  gerade  Linien  auf 
ihr  gezogen  werden  können  oder  nicht;   im  ersten  Falle  sind  die- 
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selben  entweder  parallel,  und  dann  ist  die  Fläche  ein  parabolischer 
Cylinder^  oder  nicht  parallel,  mithin  die  Fläche  ein  hyperbolisches 
Paraboloid;  wenn  dagegen  keine  Geraden  auf  der  Fläche  liegen, 
so  ist  letztere  ein  elliptisches  Paraboloid. 

Wie  man  diese  Untersuchung  auszuführen  hat,  wollen  wir  erst 
im  allgemeinen  und  dann  an  einigen  Gleichungen  zeigen.  —  Ver- 
schieben wir  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  nach  einem  Punkte, 
dessen  primitive  Koordinaten  t«,  v^   w  sind,  so  haben  wir  in  der 

Gleichung  1) 

a;  =  ic'  +  W',    y  «•  y  +  V,     z^  i!  +  w 

zu  setzen  und  erhalten  dann 

AoJ^  +  B^J^  +  CJ^  +  2  Dy  ä'  +  2  EJJ  +  2  Fx'^ 

+  2\au  +  Fv  +  Ew  +  a)a! 

+  2{Fu  +  Bv  +  Dw  +  H)t/ 

+  2lEu  +  Dv  +  Cw  +  J)3f 

+  Äu^+Bv^+  Cw^+  2DVW  +  2Ewu  +  2Fuv 

+  2Gu  +  2Hv  +  2Jio  +  K^0, 

Die  vor  der  Hand  noch  beliebigen  Grössen  u,  t;,  m;  bestimmen  wir 
so,  dass  sie  den  drei  Gleichungen 

Au  +  Fü  +  Ew  +  G^O, 

Fu  +  Bv  +  Bw  +  H=0, 

Eu  +  I)v  +  Cw  +J^0 
genügen,  woraus  fOr  u,  v,  w  die  Werte  folgen 

G{D*-BC)->r  H{CF-  DE)  +  J{BE—  FlA 


2) 


3) 


4) 


M  -»  — 


AD^  +  BE*  +  CF^ -  ABC  -  2DEF 


a{CF"-DE)  +  H{E^'"CA)  +  J{AB''EF) 

^^  ~  AD^+BE*+CF^-  ABC-2DEF        ' 

a  (BE-FD)  +  H{AD  -  EF)  +  J{F*^AB) 


w  ^  — 


AD^+  BE^+CF*-  ABC'-2DEF 

Aus  der  Gleichung  2)  fallen  jetzt  die  mit  2:',  y,  sl  multiplizierten 
Glieder  weg,  und  auch  der  von  a/,  y,  s!  freie  Teil  -4u'+  -Br*  + 
etc,  den  wir  kurz  2  nennen  wollen,  gestattet  noch  eine  Verein- 
fachung.    Es  ist  nämlich  identisch 

2  «  {Au  +  Fv  +  Eto  +  G)u 

+  {Fu  +  Bv  +  Bw  +  H)v 

+  {Eu  +  Bv+  Cw  +J)  w 

+  Gu  +  Hv  +  Jw  +  K, 
d.  i.  wegen  der  Gleichungen  3) 
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£  ^  Gu  +  Hv  +  Jw  +  K-, 

substituiert  man  hier  die  Weite  von  u,  v^  tv^  bezeichnet  deren 
gemeinschaftlichen  Nenner  mit 

5)  J  ^  AD^+  BE^+  CF^-  ABC  -  2I)EF 

mid  setzt  zur  Abkürzung 

6)  r-  G^ip^-  BC)  +  H^E^-  CA)  +  J^F^-AB) 

+  2HJ(AD-'EF)+2JG{BE-FI))  +  2GH{CF-DE) 

80  erhält  man 

In  Beziehung  auf  das  neue  Koordinatensystem  ist  also  die  Glei- 
chung der  Fläche: 

7)  Asf^  +  Biß  +  CV-  +  2/V^  +  S^^'.r'  +  2  F^i/  -  -y 

Die  Möglichkeit  der  soeben  ausgeführten  Transformation  be- 
ruht übrigens  auf  der  Voraussetzung,  dass  A  von  Null  verschieden 
ist,  denn  nur  in  diesem  Falle  erhalten  t/,  ^',  w  bestimmte  endliche 
Werte.     Für  ^  «=  0  dagegen  werden  w,  «;,  w  entweder  unendlich 

oder,  falls  auch  die  Zähler  verschwinden,  =  —  d.  h.  unbestimmt, 

und  dann  muss  jene  Transformation  unterbleiben. 

Wir  gehen  nun  an  die  Untersuchung  der  einzelnen  mög- 
lichen Fälle. 

I.  Erster  Hauptfall:  ^^0.     Legen   wir  durch  den  neuen 

Anfangspunkt  eine  Gerade,  deren  Gleichungen 

8)  J^uJ,     xj^ßz' 

sein  mögen,  so  finden  wir  die  Koordinaten  ihres  Durchschnittes  mit 
der  Fläche  durch  Verbindung  der  Gleichungen  7)  und  8),  und  zwar 
ergeben  sich,  wenn  zur  Abkürzung 

9)  Ä  —  .4a* -f  JB,i*+  C  +  2Dß  +  2Ea  +  2Faß 
gesetzt  wird,  far  jene  Koordinaten  die  Werte 


io).'=.±«/^;^.    y'-±ß]/-J^^    ^-±]/-j, 


r 

Aus  den  doppelten  Vorzeichen  von  x\  y\  ^  erkennt  man,  dass  die 
Gerade  und  die  Fläche  sich  im  allgemeinen  zweimal  schneiden, 
und  dass  die  Entfernungen  der  Durchschnittspunkte  vom  neuen  Ko- 
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ordinatenanfange  gleich  gross  und  entgegengesetzten  Vorzeichens 
sind.  Der  neue  Koordinatenanfang,  d.  h.  der  primitive  Punkt  uvw 
ist  folglich  der  Mittelpunkt  der  Fläche,  und  der  Hauptfall 
J^O  umfasst  demnach  alle  centrischen  Flächen. 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  8),  9)  und  10)  die  Koeffi- 
zienten a  und  ß  als  veränderlich,  so  erhält  die  durch  den  Mittel- 
punkt gehende  Gerade  alle  möglichen  verschiedenen  Lagen,  und 
es  muss  nun  entschieden  werden,  ob  sie  diq  Fläche  unter  allen 
Umständen  schneidet  oder  nicht.    Die  fraglichen  Durchschnitte  sind 

r 

aber   reell,   solange    -— r  nicht  negativ  wird,  und  da  jetzt  Ä  eine 

veränderliche  Grösse  ist,  so  bedarf  es  einer  Untersuchung  über 
das  Vorzeichen  von  Sl,  Hierbei  sind  nur  zwei  Fälle  möglich:  ent- 
weder behält  Sl  für  alle  a  und  ß  das  nämliche  Zeichen,  oder  es 
wechselt  dasselbe  in  der  Weise,  dass  Sl  fär  gewisse  a  und  ß  po- 
sitiv, f&r  andere  a  und  ß  negativ  ist.  Nach  einem  bekannten 
Satze*  findet  das  erste  statt,  wenn  gleichzeitig 

*  Derselbe  ergiebt  sich  u.  a.  ans  folgender  geometrischer  Betirach- 
tang.     Sind  £,  77,  £  die  Koordinaten  eines  Punktes,  so  charakterisiert  die 

Gleichung  ^j«+^i^«+0+22)i?  +  2-E7|-t-2F4i7- J 

eine  Fläche  zweiten  Grades,  welche  keinen  Mittelpunkt  besitzt,  weil  t 
nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommt.  Diese  Fläche  kann  entweder  gaos 
auf  der  einen  Seite  der  g 77 -Ebene  liegen  oder  letztere  schneiden;  im 
ersten  Falle  behält  t  für  alle  g  und  rj  das  nämliche  Vorzeichen,  im 
zweiten  Falle  giebt  es  sowohl  positive  als  negative  ^.  Soll  nnn  das 
erste  stattfinden,  so  muss  die  £77 -Spur  der  Fläche  imaginär,  mithin  die 

Gleichung  A^*-hB7i^'{-C+^l)7i  +  2Ei  +  2Fir}^0 

so  beschaffen  sein,  dass  sie  durch  reelle  |  und  17  unerfSllbar  ist.     Man 

erhält  nun  aus  vorstehender  Gleichung 

^S  -  -  (^-f  Eri)  ±  |/(^4--Pi7)«-ul(C7+2Di7  +  5i]«), 
wobei  man  dem  Radikanden  folgende  Porm  geben  kann: 

i^'-^Mv^^-FTTÄBJ^- \f^-AB^ -\' 

Dieser  Ausdruck  bleibt  für  jedes  77  negativ,  wenn  der  Faktor  l^*—  A  B 
negativ  und  der  Parentheseninhalt  positiv  ausfällt,  was  letzteres  unter 
der  Bedingung  ^^,_ ^^ ^-^^^ ^^^ _ ^-^j^^ ADy>0 

der  Fall  ist.  Finden  beide  Umstände  statt,  so  entspricht  jedem  reellen 
7j  ein  imaginäres  £;  die  Fläche  schneidet  dann  die  Ebene  £17  nicht,  und 
£  behält  stets  das  nämliche  Vorzeichen.  Dieses  Resultat  stimmt  mit 
der  obigen  Angabe  überein,  wenn  man  £,   17,  £  durch  a,  ^,  i2  ersetzt. 
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F^  —  AB   negativ 
und 

(F«  -AB)  (E^  -  CA)  -  {EF  -  ADf  positiv 

ist,  wobei  bemerkt  werden  möge,  dass  die  zweite  Bedingung  auf 
—  il^  >  0  hinauskommt.  Denken  wir  uns  künftig  A  immer  als 
positiv,  wodurch  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  nicht  be- 
schränkt wird,  so  sind 

11)  F^—  AB  <0    und  zugleich    J  <0 

die  Bedingungen  dafür,  dass  Sl  sein  Vorzeichen  behält.  Wir  unter- 
suchen nun  die  Fälle  einzeln,  ob  die  unter  Nr.  10)  aufgeführten 
Ungleichungen  zusanmien  stattfinden  oder  nicht. 

1.  Sind  die  Bedingungen 

F^-  AB  <0   und    J  <0 

gleichzeitig  erfCillt,  so  behält  Sl  immer  dasselbe  Vorzeichen,  und 
zwar  ist  letzteres  einerlei  mit  dem  Vorzeichen  von 

Sl        .    ,    -ß/5^  ,   _?    ,   21>/3   ,2^       2Fß 
a  tr         a  a  a  a 

m 

dieser  Ausdruck  reduziert  sich  für  /S  —  0  und  er  -«  c»  auf  das  als 
positiv  vorausgesetzte  A,  mithin  ist  hier  Sl  immer  positiv.  Be- 
zeichnet femer  ö  den  absoluten  Wert  von  z^,  so  hat  man  z/  —  —  d 

und 

''-±"l/^'    »•-i"/^'    '■-i/J^- 

Wegen  der  positiven  Sl  und  6  folgt  nun  augenblicklich,  dass  bei 
positiven  F  kein  reeller  Durchschnitt  existiert,  wie  man  auch  a  und 
ß  wählen  möge,  dass  zweitens  für  r=0  beide  Durchschnitte  in 
den  neuen  Eoordinatenanfang  zusammenfallen,  dass  endlich  für  ne- 
gative r  jederzeit  zwei  in  endlichen  Entfernungen  liegende  Durch- 
schnitte vorhanden  sind.    Die  Gleichung  7)  oder  l)  bedeutet  daher 

für  r'>0  kein  geometrisches  Gebild, 
„     JT  —  0  einen  einzelnen  Punkt  (uvw\ 
„     r  <  0  ein  Ellipsoid 

2.  Wenn  die  Bedingungen 

F^-  AB  <0   und  z/<0 

nicht  gleichzeitig  erfüllt  sind,  so  wechselt  Sl  sein  Vorzeichen, 
indem  es  durch  Null  hindurchgeht.    Es  giebt  dann  eine  Reihenfolge 
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r 

von  a  und  /3,  für  welche  — r  positiv  ausfallt,  ferner  gewisse  Werte- 

r      r 

paare  von  a  und  |3,  bei  denen    -     -s  — -  =«  ac  wird,  und  dann  un- 

r 

endlich  viele  Werte  von  a  und  ßj  welche  — —  negativ  ma<;hen.    Die 

Fläche  erstreckt  sich  daher  jedenfalls  ins  Unendliche  und  gehört 
folglich  unter  die  Hyperboloide. 

Um   zu  unterscheiden,   ob   die  Fläche   ein   einfaches  oder  ein 
geteiltes  Hyperboloid  ist,  versuchen  wir  eine  durch  die  Gleichungen 

dargestellte  Gerade  so  zu  legen,  dass  jeder  ihrer  Punkte  mit  einem 
Punkte  der  Fläche  zusammenhält.  Die  Substitution  der  vorli^en- 
den  Werte  von  x^  und  j/  in  Nr.  7)  giebt 

{ÄM^+  BN^+C+2DN+  2EM+  2FMN)b'^ 

+  2{{AM+FK+E)p  +  {BN+  FM+D)q]s' 

+  Ap^+Bq^+Fpq^—, 

und  wenn  diese  Gleichung  fiir  alle  /  bestehen  soll,  so  gehören  daza 
die  drei  Bedingungen 

(  ÄM^+BN*+  C+2DN+  2EM+  2F3f2^=0, 
{AM  +  FN  +  E) p  +  {BN  +  FM  +  D)q       -  0, 


12) 


Ap^+  Bq''+2Fpq  -  ^- 


Der  zweiten  Gleichung  entnehmen  wir  den  Wert  von  q  und  sub- 
stituieren ihn  in  die  dritte,  wobei  zui-  Abküniung 

13)  AM'\'F-N-\-E^V,     BN+FM+D^  Q 
sein  möge;  es  ergiebt  sich 

14)  {AQ^+  BP'-  2FPQ)p^^^  Q\ 

und   auf  gleiche  Weise,    wenn   der  Wert  von  p   aus   der  Z¥paiten 
Gleichung  in  die  dritte  eingesetzt  wird: 

15)  {AQ''-\'BP^-2FPQ)q^=^^F\ 

Vermöge  der  Bedeutung  von  P  und  Q  findet  man  leicht  durch   ge- 
wöhnliche Ausrechnung 
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AQ^+BP^"  2FPQ 

-  {A^B  -  AF^)  M^  +(AB^-  BF*)  N*+2  {ABF  -  F^)  MN 

+  2 {ABB  -  EF*)  M+2 (ABB  -  DF^ N 

+  AD*+BE*-'2DEF, 

d.  i.  wenn  man  die  positiven  und  negativen  Olieder  in  der  ersten 
und  zweiten  Reihe  rechter  Hand  zusammenfasst: 

AQ^+BP^-FPQ 
-  (AB  -  F*)  {AM*+  BN*+  2DN  +  2EM+  2FMN) 

+  AD*+BE*-2DEF, 

Nach  der  ersten  Gleichung  in  Nr.  12)  und  zufolge  von  Nr.  5)  hat 
man  weiter 

AQ*+BP*+2FPQ 

=  {AB  -  F*)  (-  C)  +  (J  +  ABC  -  CF*)  =  J. 

Hierdurch  vereinfechen  sich  die  Gleichungen  14)  und  15);  sie 
werden  n&mlich  bei  umgekehrter  Anordnung 

16)  rP*^^*q\     FQ^^^J^p^ 

Denkt  man  sich  p  und  q  so  gewählt,  dass  sie  der  dritten  Glei- 
chung in  Nr.  12)  genügen,  d.  h.  geometrisch,  nimmt  man  irgend 
einen  Punkt  pq  der  Horizontalspur  unserer  Fläche  als  Horizontal- 
spar der  verlangten  Geraden,  so  dienen  die  Gleichungen  16)  zur 
Bestimmung  von  P  und  Q,  woraus  dann  M  und  N  mittels  der 
Gleichungen  13)  folgen.  Dabei  sind  wieder  die  Fälle  r>0,  T— 0 
und  F  <  0  zu  unterscheiden.  Im  ersten  Falle  könnte  der  aus  der 
dritten  Gleichung  in  Nr.  12)  gezogene  Wert 


Ap^^  Ff]  ±]/^  +  (F^-AB)  q* 

nur  dann  imaginär  werden,  wenn  7*'*—  AB  und  //  gleichzeitig 
negativ  wären;  dieses  Zusammentreffen  ist  aber  durch  die  anfangs 
gemachte  Voraussetzung  ausgeschlossen,  mithin  besteht  jetzt  die 
Horizontalspur  der  Fläche  aus  einer  reellen  Kurve.  Ferner  sind 
bei  ry»-  0  die  Werte  von  P  und  §,  sowie  die  nachherigen  von 
3f  und  N  reell  und  zweideutig;  es  können  also  in  diesem  Falle 
durch  jeden  Punkt  der  Horizontalspur  unserer  Fläche  zwei  Gerade 
auf  letzterer  gezogen  werden.  Ißt  zweitens  F—0,  so  folgt  aus 
Nr.  16)  JP  — 0,  ^  —  0,  während  M  und  N  an  die  Gleichungen  13) 
gebunden  bleiben;  in  diesem  Falle  sind  auf  der  Fläche  wiedeirum 

Fort  u.  Sohlömilch,  anal  Qeom.  II.  16 
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unendlich  viel  gerade  Linien  möglich,  die  aber  sämtlich  durch 
den  Koordinatenänfang  gehen.  Endlich  fftr  r*  <  0  werden  nach 
Nr.  16)  P  und  Q^  mithin  auch  M  und  N  imaginär.  Diesen  Er- 
örterungen zufolge  bedeutet  die  Gleichung  7)  oder  l) 

für  jr>0  ein  einfaches  Hyperboloid, 
„     JT  —  0  einen  elliptischen  Kegel, 
„     r  <C0  ein  geteiltes  Hyperboloid. 

Noch  möge  bemerkt  werden,  dass  bei  einem  rechtwinkligen 
Koordinatensysteme  die  drei  Achsen  einer  centrischen  Fläche  zweiten 
Grades  durch  eine  sehr  einfache  Formel  gefdnden  werden  können. 
Jene  Achsen  sind  nämlich  nichts  anderes  als  die  durch  den  Mittel- 
punkt parallel  zu  den  drei  Hauptrichtungen  gelegten  Sehnen  der 
Fläche.  Bezeichnen  wir  demgemäss  mit  a,  j3,  y  die  Winkel,  welche 
eine  der  Hauptrichtungen  mit  den  Koordinatenachsen  einschliesst, 
und  setzen  in  Nr.  7)  af  '^  rcosa^  j/  ■=  r  cos  /3,  t/  ^  r  cos  y,  d.  h.  in 
Nr.  1): 

X  —  r  Cö5  «  +  M,     y  '^  rcosß  +  v^     z  «^  rcosy  +  tc^ 

so  erhalten  wir  wie  in  §  30,  S.  166  für  r  die  quadratische  Gleiclinng 

sr^+  2mr  +  ««0; 

hierin  ist  aber  wegen  der  Gleichungen  3) 

r 

m  =  0,     w  —  2?  *-» 7? 

mithin 

J2' 


r* 


Den  drei  Werten  von  5,  welche  aus  der  kubischen  Gleichung  for 
s  folgen,  entsprechen  drei  Werte  von  r*,  und  diese  sind  die 
Werte  von  ±  a^,  ±  &'  und  ±  c^, 

n.  Zweiter  Hauptfall:  //  —  0.  Wir  müssen  hier  imt^r- 
scheiden,  ob  die  Zähler  der  Werte  von  m,  r,  w,  nämlich  die 
Grössen 

Aj^^G  (D^-  BC)  +  H{CF  -  DE)  +  J{BE-FD), 
17)      A^  -  G{CF-DE)+  H{E^  -  CA)    +  J{AD  -  JEF\ 
A^-^G \bE-FB)  +  h\aD  -  EF)  +  J(F^-  AB), 

von  Null  verschieden  sind,  oder  ob  eine  oder  mehrere  derselben 
verschwinden. 


18) 
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1.  Wenn  keiner  der  Ausdiücke  vi^,  ^g,  A^  den  Wert  Null 
hat,  so  werden  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  unendlich,  und 
es  lässt  sich  dann  die  im  Falle  I  ausgefülirte  Transformation  nicht 
anwenden.  Wir  versuchen  jetzt  die  Gleichung  2)  dadurch  zu  ver- 
einfachen, dass  wir  die  Koeffizienten  von  a;',  ^  und  den  von  a/,  y\ 
c-  freien  Ausdruck  wegschaffen,  indem  wir 

Au  +  Fv  +  Ew  +  G  ^  0, 

Fu  +  Bv  +  Bw  +  -ff—  0, 

A\t:^+Bv^+  Cw*+  2Dvw  +  2jEtvu+  2Fuv 

setzen  und  hieraus  u^  v^  w  bestimmen.    Dies  geschieht  auf  folgende 
Weise.     Wir  geben  der  letzten  Gleichung  die  Form 
{Äu  +  Fv  +  Ew  +  G)u  +  (Fu  +  Bv  +  Dw  +  H)  v 

+  Cw*+  Dvtv  +  Ewu  +  Gu  +  Hv  +  2Jw  +  jr=  0, 

welche,  den  beiden  ersten  Gleichungen  zufolge,  auf 

Cw^  +  Df^w  +  Ewu  +  Gu  +  Hv  +  2Jw  +  JT  «  0 

zurückkommt,  und  setzen  hier  statt  u  und  v  ihre  aus  den  beiden 
ersten  Gleichungen  in  Nr.  18)  füessenden  Werte 

,^.  (BE-^FB)w+BG-FH  (AI)-EF)w+AH-FG 

^  F^—AB  F^—AB  ' 

nach  gehöriger  Eeduktion  erhalten  wir  fUr  w  die  quadratische 
Gleichung 

[C(F«-  AB)  +  D{AD  -  EF)  +  E{BE  -  EI))'\w^ 

+  2[G  {BE  -  FD)  +  H{AD  -  EF)  +  J{F^-^  AB)]  w 

+  AH*+BG^-  2FGH+K{F'^-  AB)  -  0. 

Der  Koeffizient  von  w^  ist  einerlei  mit  J  und  ebendeswegen  ^=  0; 
der  Koeffizient  von  2w  ist  ^^  A^\  das  Übrige  heisse  zur  Abkür- 
zung x;  die  vorstehende  Gleichung  liefert  also  für  w  den  bestimmten 
endlichen  Wert 

20)  .---^. 

und  daraus  ergeben  sich  nach  Nr.  19)  bestimmte  endliche  Werte 
für  u  und  v,  wofern  i*'*  —  AB  von  Null  verschieden  ist,  was  wir 
far  jetzt  voraussetzen.     Die  Gleichung  2)  wird  hiernach   zur  fol- 

^  l  +^2Fa/y+2XjEr'=0, 

worin 

16* 
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Eu  +  Dv  +  Cw  +  J  -^  L 
gesetzt  worden  ist,  und  es  bedarf  nun  der  üntersnehung,  ob  die- 
selbe  ein  elliptisches  oder  ein  hyperbolisches  Paraboloid  bedeatet. 
Zu  diesem  Zwecke  versuchen  wir,  eine  durch  die  Gleichungen 

charakterisierte  Gerade  so  zu  legen,  dass  jeder  ihrer  Punkte  zugleich 
ein  Punkt  der  Fläche  ist.  Nach  Substitution  der  vorliegenden 
Werte  von  af  und  ^  geht  die  Gleichung  21)  über  in 

{ÄJIP+  BN*+  C+2DN+  2EM+  2FMN)  /« 
+  2  [{AM+FN+E)p  +  (BN+  FM  +  l))q  +  L]/ 

+  Ap^  +  Bq*  +  2Fpq  —  0, 

welche  fELr  alle  möglichen  sf  nur  dann  bestehen  kann,  wenn  die  Beding- 

™8®°    (ÄM*+BN*+C+2DN+2EM+2FMN^0, 

22)   \(AM+FN+E)p  +  (BN+FM  +  D)q  +  L''0, 
\  Ap^+Bq^+2Fpq  =0 

zusammen  erfüllt  sind.     Die  letzte  Gleichung  giebt 

Ap'^('-F±  YF^-  AB)  g. 

Ist  nun  erstens  F^—AB  negativ,  so  genügt  der  vorstehenden 
Gleichung  nur  das  eine  reelle  Wertepaar  !>  —  0,  9  ■-  0,  verm^ 
dessen  die  zweite  Gleichung  in  Nr.  22)  zu  X»0  ivird;  dieses  Re- 
sultat widerspricht  aber  der  Yoraussetzung  J^^O  insofern,  als  die 
Gleichung  21)  f&r  X-^0  eine  centrische  Fläche  (einen  elliptischen 
Kegel)  bedeutet.  Für  F^  —  AB  <C0  giebt  es  also  keine  reellen 
Werte  von  p  und  (/,  mithin  auch  keine  Geraden  auf  der  Fläche. 
Im  zweiten  Falle  F^—  AB  >  0  genügen  der  dritten  Gleichung  in 
Nr.  22)  unendlich  viel  reelle  Wertepaare  von  p  und  g,  und  es 
fragt  sich  dann  noch,  ob  denselben  reelle  Werte  von  M  and  K 
entsprechen.  Um  dies  zu  entscheiden,  substituieren  wir  den  ans 
der  zweiten  Gleichung  in  Nr.  22)  gezogenen  Wert  von  g  in  die 
dritte  Gleichung  und  benutzen  die  schon  in  Nr.  13)  angegebenen 
Abkürzungen;  wir  erhalten 

{AQ^+  BP^"  2FPQ)p^+  2L{BP  -  FQ)p  +  BL^^  0. 

Wie  im  Falle  I,  2  ist  der  Koeffizient  von  p^  einerlei  mit  zl,  d.  h. 
=  0,  also  bleibt  -nj 

oder  zufolge  der  Werte  von  P  und  Q\ 
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J?  T 
(F«~  ^5) 3f  «  BE -  FD  +  — ^• 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich,  wenn  p  ans  der  zweiten  und 
dritten  Oleichnng  in  Nr.  22)  eliminiert  wird, 

AT 

{F^-AB)N^AD'-EF+  — • 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  liefern,  wegen  F*— -^J5>0,  end- 
liche bestimmte  Werte  für  M  und  N^  d.  h.  durch  jeden  Punkt 
der  Horizontalspur  unserer  Fläche  können  auf  letzterer  zwei  Ge- 
rade gezogen  werden.  Nach  diesen  Erörterungen  bedeutet  die 
Gleichung  21)  oder  1) 

fftr  F^  —  AB  KO  ein  elliptisches  Paraboloid, 
„    F^--  AB  >  0  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Dasselbe  Resultat  findet  man  rascher  mittels  der  Bemerkung, 
dass  ein  elliptisches  Paraboloid  nicht  in  Hyperbeln  und  ein  hyper- 
bolisches nicht  in  Ellipsen  geschnitten  werden  kann,  dass  also  bei 
einer  nicht  centrischen  Fläche  ein  einziger  elliptischer  Schnitt  ftü* 
das  elliptische  Paraboloid,  und  ein  einziger  hyperbolischer  Schnitt 
für  das  hyperbolische  Paraboloid  entscheidet.  Legt  man  nun  in 
der  Entfernung  e^  »=  h  eine  Ebene  parallel  zur  Ebene  ^y,  so  er- 
hält man  als  Gleichung  ihres  Schnittes  mit  der  Fläche  21) 

Ajif*+  Bj/^+  2F(xfi/+  2EhiKf+  2Dhf/+Ch^+  2Lh  -  0; 

hier  lässt  sich  das  beliebige  h  immer  so  wählen,  dass  der  Schnitt 
reell  wird,  und  er  bildet  dann  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  jenach- 
dem  F^  —  AB  negativ  oder  positiv  ist. 

Mittels  der  soeben  gemachten  Bemerkung  kann  man  auch  den 
Fall  F^  —  AB^O  leicht  behandeln.  Die  vorige  Transformation 
würde  dann  wegen  w «  oo  und  t?—  oo  (Nr.  19)  unausführbar  werden, 
aber  es  bedarf  derselben  überhaupt  nicht,  wenn  man  gleich  die 
Schnitte  der  Fläche  mit  verschiedenen  zu  den  Eoordinatenebenen 
parallelen  Ebenen  betrachtet.  Für  F^  —  AB  ^  0  giebt  zwar  der 
Schnitt  parallel  zur  x^- Ebene  keine  Entscheidung  (weü  parabolische 
Schnitte  in  beiden  Paraboloiden  vorkommen),  dagegen  bind  die 
Schnitte  parallel  zur  icy-Ebene  Ellipsen  für  JE*—  CA<Q  und  Hy- 
perbeln fftr  JE*—  OA  >  0;  die  Gleichung  bedeutet  daher 

für  JE*—  CA  <  0  ein  elliptisches  Paraboloid, 
„    JE*—  CA  >  0  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 
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Auch  dieses  Kennzeichen  würde  seine  Anwendbarkeit  verlieren, 
wenn  FJ-  CÄ-^O,  mithin  gleichzeitig  F^^AB  und  FJ^CA 
wäre;  man  hat  in  diesem  Falle 

^A{iß+Bc-  21)  vbc)  ^a{d^  yjjcy 

und  weil  /i  =^  0^  A  aber  >  0  vorausgesetzt  ist, 

i)-l/j&6'-0,    woraus    7)»-5C-0. 

Schneidet  man  jetzt  die  Fläche  durch  eine  der  ^je;- Ebene  parallele 
Ebene,  so  erhält  man  wegen  der  vorstehenden  Gleichung  einen 
parabolischen  Schnitt  und  es  sind  folglich  alle  den  Koordinaten- 
ebenen  parallelen  Schnitte  Parabeln.  Dies  entscheidet  bereits  di^^ 
Natur  der  Fläche;  in  beiden  Paraboloiden  sind  nämlich  nur  die 
zur  Achse  parallelen  Schnitte  Parabeln,  alle  drei  Koordinatenebenen 
können  aber  nicht  gleichzeitig  der  Achse  parallel  sein,  es  ist  folg- 
lich die  Fläche  kein  Paraboloid,  sondern  ein  parabolischer  Cj- 
linder,  der  in  speziellen  Fällen  zu  einer  Ebene  degenerieren  kann. 
Das  Resultat  dieser  Untersuchung  lässt  sich  demnach  so  aus- 
sprechen: wenn  die  Differenzen 

F^  -  AB,     E^  -  CA,     D*  -  BC 

nicht  gleichzeitig  Null  sind,  so  bedeutet  die  Gleichung  1)  ein 
elliptisches  oder  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  jenachdem  die 
nicht  verschwindenden  Differenzen  das  negative  oder  positive  Vor- 
zeichen besitzen;  sind  aber  jene  Diffei*enzen  gleichzeitig  Null, 
so  ist  die  entsprechende  Fläche  im  allgemeinen  ein  parabolischer 
Cylinder. 

2.  Wenn  zweitens  eine  oder  mehrere  der  Grössen  ^j,  y/j,  A^ 
verschwinden,  so  erhalten  die  Mittelpunktskoordinaten,  welche  früher 
aus  den  Gleichungen  3)  entwickelt  wurden,  keine  völlig  bestinunten 
Werte  und  es  ist  dies  ein  Zeichen,  dass  die  Gleichungen  i)  nicht 
sämtlich  voneinander  verschieden  sind;  die  Fläche  besitzt  dann 
unendlich  viele  Mittelpunkte.  Dabei  sind  zwei  Fälle  zu  xmier- 
scheiden.  Die  genannten  drei  Gleichungen  können  entweder  auf 
zwei  Gleichungen  zurückkommen  (wenn  nämlich  eine  Gleichung  ein^ 
Folge  der  beiden  übrigen  ist);  sie  repräsentieren  dann  zwei  Ebenen 
und  jeder  Punkt  auf  der  Durchschnittslinie  der  letzteren  kann  al> 
Mittelpunkt  betrachtet  werden.  Die  Fläche  ist  in  diesem  Falle  ent- 
weder ein   elliptischer  oder  ein  hyperbolischer  Cylinder  oder  ein 
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System  von  zwei  sich  schneidenden  Ebenen.  Hierüber  «geben  die 
Schnitte  der  Fläche  leicht  Auskunft;  ein  einziger  elliptischer  Schnitt 
entscheidet  für  den  elliptischen  Cy linder,  ein  einziger  hyperbolischer 
Schnitt  für  den  hyperbolischen  Cylinder;  ist  weder  der  eine  noch 
der  andere  Schnitt  möglich,  so  besteht  die  Fläche  aus  zwei  sich 
schneidenden  Ebenen.  Ausserdem  ist  noch  der  zweite  Fall  möglich, 
dass  die  Gleichungen  3)  auf  eine  Gleichung  zurückkommen;  sie 
repräsentieren  dann  eine  Ebene,  von  welcher  jeder  Punkt  als  Mittel- 
punkt gelten  kann.  Die  Fläche  besteht  in  diesem  Falle  entweder 
aus  zwei  parallelen  Ebenen,  welche  von  der  Ebene  der  Mittelpunkte 
gleich  weit  entfernt  sind,  oder  aus  einer  einzigen  Ebene  (der  Mittel- 
punktsebene selber);  der  letztere  Umstand  tritt  ein,  wenn  die  linke 
Seite  das  vollständige  Quadrat  eines  Ausdruckes  von  der  Form 
A'x  +  B'y  +  Uz  +  D'  ist. 

Beispiele  zu  derartigen  Untersuchungen  enthält  der  nächste 
Paragraph. 

§40. 

Geometrisohe  Orte. 

Nicht  selten  erzeugt  man  eine  Fläche  dadurch,  dass  man  einen 
Punkt  oder  eine  Gerade  sich  nach  einem  bestimmten  Gesetze  be- 
wegen lässt;  die  Fläche  ist  dann  der  geometrische  Ort  des  veränder- 
lichen Punktes  oder  der  Geraden.  Einige  bemerkenswerte  derartige 
Entstehungsweisen  von  Flächen  zweiten  Grades  sind  folgende. 

1.  Welche  Fläche  beschreibt  ein  Punkt,  dessen  Ab- 
stände von  einer  festen  Ebene  und  von  einer  bestimm- 
ten Geraden  in  gegebenem  Verhältnisse  stehen? 

Die  feste  Ebene  sei  die  Koordinaten  ebene  der  xy^  ihr  Durch- 
schnitt mit  der  Geraden  werde  zum  Anfangspunkt  rechtwinkliger 
Koordinaten,  und  die  Ebene  des  Neigungswinkels  der  Geraden  gegen 
die  Ebene  zur  a;x;- Ebene  genonunen;  die  Gleichungen  der  Geraden  sind 
unter  dieser  Voraussetzung 

f/  =  0,     xf— Cx, 
wo  C  die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  bedeutet. 
Femer  hat  man  für  den  Abstand  p  des  beweglichen  Punktes  xyz 
von  der  Geraden  nach  Formel  14)  auf  Seite  36 


P-j/^ 


*+(Cx-  i)*  +  {Cy) 
'     \  +C* 


J 
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tind  e  alt  Abstand  des  Punktes  xyz  von  der  festen  Ebene.     Be- 

P 
zeichnet  nun  k   das  konstante  Verhältnis  — )  so  lautet  die   Olei- 

z 
chung  der  Fläche 


V- 


1  +  c«  ""     ' 


oder  nach  Wegscha£Fung  des  Wurzelzeichens  und  bei  anderer  An- 
ordnung 

Dieselbe  erhält  eine  bessere  Gestalt,  wenn  man  den  Neigungs- 
winkel d"  einfährt,  also  C  ^  tan^  setzt,  und  nachher  mit  ros^  & 
multipliziert;  es  ergiebt  sich 

1)  sin^d^  .x*  +  y*+  {co^9  '-l^)e^''2sin^ca8^.xz^  0. 

Aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  unter  I.  2  angeführten  Kenn- 
zeichen folgt  augenblicklich,  dass  der  fragliche  Ort  eine  elliptische 
Kegelfläche  ist.  Will  man  ihre  Gleichung  auf  die  gewöhnliche  Fora 
bringen,  so  muss  man  das  mit  xjs  behaftete  Glied  wegschaffen; 
dies  geschieht  dadurch,   dass  man  das  Koordinatensystem  um  die 

^- Achse  dreht,  also 

X  '^  x'  cos  (o  —  sf  sin  cd, 

j6f  —  oj'  sin  «  +  ^'  cos  (0 

setzt,  wo  09  den  Drehungswinkel  bezeichnet,  und  nacher  m  so 
bestimmt,   dass  der  Koeffizient  von  rc'r'  verschwindet;  man  findet 

oN  .      ^  sin  2^ 

2)  /aw2G)  =  — -- — -, 
^  cos2^  —  X* 

und  als  Gleichung  der  Fläche 

Da  schon  bekannt  ist,  dass  diese  Gleichung  eine  Kegelfläche  cha- 
rakterisiert, so  müssen  die  Koeffizienten  von  i/^  und  z'^  entg^^n- 
gesetzte  Yorzeichen  haben;  ist  der  erste  Koeffizient  positiv,  mithin 
der  zweite  negativ,  so  ftllt  die  Kegelachse  mit  der  j^- Achse  zu- 
sammen; im  entgegengesetzten  Falle  ist  die  o/- Achse  die  Kegelachse. 

2.  Ein  Punkt  bewegt  sich  so,  dass  seine  Abstände 
von  zwei  festen  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden 
ein  bestimmtes  Verhältnis  zueinander  haben;  welcher 
ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes? 

Die  gemeinschaftliche  Normale  beider  Geraden  nehmen  wir 
zur  £- Achse   und   den   Mittelpunkt  ihrer  Entfernung  zoin    Koor- 
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dinatenanfang;  durch  letzteren  legen  wir  Parallelen  zu  den  ge- 
gebenen Geraden,  halbieren  die  Winkel  zwischen  diesen  Parallelen 
und  nehmen  die  aufeinander  und  auf  der  jp- Achse  senkrechten 
Halbierungslinien  zu  Achsen  der  x  und  der  y.  In  Beziehung  auf 
dieses  rechtwinklige  Koordinatensystem  sind  (wie  auf  Seite  41)  die 
Gleichungen  der  beiden  Geraden 

y  «  Bx^     z  '^  c\       y  «=  —  Bx^     z  ^^  —  c\ 

die  Abstände  des  beweglichen  Punktes  xyz  von  beiden  Geraden 
erhalten  wir  nach  Formel  14)  S.  36: 


^ -y)*+{c-zy-\-[B{c-,y\ 


-V 


1  +  5* 


{Bx  +  yy+  (c  +  zy+[B{c  +  z^] 

1  +  B^ 

bezeichnet  nun  l  das  konstante  Verhältnis  --)   so  ist  $*— >l*j)' 

mithin  nach  Substitution  der  Werte  von  p  und  g,  sowie  bei  Zu- 
sammenfassung der  gleichartigen  Grössen: 

(1  -  X«)-BV+  (1  -  X*)y«+  (1  -  }?)  (1  +  B^)z^ 
+  2(l+A*)Ba;y+2(l  +  A«)(l  +  J?«)c;^  +  (l-A«)(l  +  5»)c«-0. 

Für  B  —  tan  a  und  nach  Multiplikation  mit  cos^  a  ergiebt  sich  hier- 
aus als  Gleichung  des  gesuchten  Ortes: 

4)  (1  -  A«)  [sin^a,  x*+  cas*cc .  y^+  z^ 

-f  2(1  +  X'^isina  cosa  .  xy  +  cz]  -f  (l  -  A*)c*=  0. 

Hierbei  sind  zunächst  die  Fälle  Jl  -«  1  und  Jl  ^  1  zu  unterscheiden. 
Für  X=-l  erhält  man 

sin  tt  cos  a  .  xy  +  cz  ^  0 
oder  für  Ä  —  —  / 

5)  xy  —  -r-—  /; 
^  sin  2a 

die  Fläche  ist   dann   ein   gleichseitiges   hyperbolisches  Paraboloid. 

Für  X^  1  giebt  man  der  Gleichung  4)  die  Form: 

6)  sin^  a  .  x*+  cos^  a  .  y^  +  z* 

+  2  ^  sina  cosa  .  xy  +  2 r,  cz  +  c^^  0^ 

sie   drückt  in  diesem  Falle  ein  einfaches  Hyperboloid  aus.     Will 
man  die  Gleichung  desselben  in  der  gewöhnlichen  Form  darstellen, 
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so  mu88  man  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  um  die  ie;- Achse 

drehen    und    gleichzeitig    längs    der  £^- Achse    verschieben,  indem 

man  setzt:  ^       ^'^^o,.       ^J  ^^  ^ 

X  ■=^  X  cos  ca  —  y  stn  to, 

y  '^  x^  sina  -{- 1/  cosco^ 

wobei  G)  und  Je  so  zu  wählen  sind,  dass  die  Koeffizienten  yon  /, 
y  und  «'  verEchwinden.  Die  hierzu  nötigen  Werte  bestimmen 
sich  durch  die  Formeln 


^  +  ^\     ^  ,  1  +  ^ 


2 


7)  tan  2(0  =  — -^  tan  2«,      /c  =-  — 

^  1  —  Xr 


r. 


Im  Fall  sich  beide  Gerade  schneiden,  wird  das  hjperboliEche  Pa- 
raboloid  zu  zwei  Ebenen  und  das  einfache  Hyperboloid  zu  einem 
elliptischen  Kegel. 

3.  Eine  Gerade  bewegt  sich  so,  dass  drei  gegebene 
Punkte  derselben  auf  drei  festen  in  einem  Punkte  zu- 
sammentreffenden Ebenen  bleiben;  welche  Fläche  be- 
schreibt ein  vierter  Punkt  der  Geraden? 

Die  vier  gegebenen  Punkte  mögen  der  Reihe  nach  A,  J?,  C, 
P  heissen  und  ihre  Abstände  durch  ÄP^^a,  BP^b^  CP—c  be- 
stimmt sein;  die  gegebenen  Ebenen  wählen  wir  zu  Koordinaten- 
ebenen  und  zwar  in  der  Weise,  dass  der  Punkt  Ä  auf  der  Ebene 
yz^  B  auf  zx  und  C  auf  xy  bleibt.  Heissen  femer  |,  1^,  f  die 
Koordinaten  irgend  eines  Punktes  der  beweglichen  Geraden  (die 
sogenannten  laufenden  Koordinaten),  und  ar,  y,  z  die  des  Punktes 
P,  so  können  die  Gleichungen  der  Geraden  in  der  Form 

dargestellt  werden,  und  die  Punkte  A^  B^  C  sind  nichts  anderem 
als  die  Spuren  dieser  Geraden.     Wir  bezeichnen  demgemäss 
die  Koordinaten  von  A  mit  a/"  =  0,     f/",         «"', 

„     B    „         x",     /-O,     A 
,,     C    „  o/,  3/,      ^'-0, 

und  haben,  weil  sie  den  Gleichungen  8)  genügen  müssen: 


9) 


1  .  M 
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T^r  die  Entfernung  der  Punkte  A  und  P,  d.  h.  x"V"^"  ^^^  ^P^i 
gilt  nun  der  Aufgabe  zufolge  die  Gleichung 

+  2  (o/"  -  a:)  (/"  -  5)  C05  {xz)  +  2  (y' "  - 1/)  (^"'  -  z)  cos  {yz)  -  a^ 

oder,  wenn  die  Cosinus  der  Koordinatenwinkel  »y,  a;;?,  yjf  mit 
y,  j3,  a  bezeichnet  und  die  in  Nr.  9)  verzeichneten  Werte  sub- 
stituiert werden: 

(1  +  M^  +]!s^+2My+2N§+  2MNa) x*  -=  a^ 

auf  analoge  Weise  gelangt  man  zu  den  Relationen 

(1  +M^+N^  +  2My+2Nß  +  2MNix)  ^  -  h\ 

{l+M^+N^  +  2My+2Nß+.  2MNa)  ^  -  c«. 
Aus  diesen  Gleichungen  zieht  man  durch  Division 

y^     -  2>2'       g^    ^  c* 
oder 

ox  ex 

und  wenn  man  diese  Werte  in  die  für  a^  geltende  Gleichung 
substituiert,  so  erhält  man  natfh  Division  mit  a^\ 


10) 


0^2       y«       f 

Q^  ^    h''^    C^ 

+  2  l  yz  +  2  ^  zx  +  2  \xy  '^  1 
bc  ca  ao 


als  Gleichung  des  gesuchten  Ortes.     Letzterer  ist  ein  dreiachsiges 
Ellipsoid. 

Wenn  die  gegebenen  Ebenen  senkrecht  aufeinander  stehen, 
wird  a  =  j3-«y  =  0,  und  a,  6,  r  sind  die  Halbachsen  der  Fläche. 

4.  Zwei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Gerade  sind 
gegeben;  um  jede  derselben  dreht  sich  eine  Ebene  und 
zwar  so,  dass  beide  Ebenen  immer  senkrecht  aufein- 
ander bleiben.  Welche  Fläche  beschreibt  ihre  Durch- 
schnittslinie? 

Unter  Benutzung  desselben  rechtwinkligen  KoordinatensTstemes, 
wie  bei  der  zweiten  Aufgabe,  sii^d  die  Gleichungen  der  beiden 
festen  Geraden 

y  «  Bxj     z  =  c'j       y  ^  —  B:  ^     z  ^  —  c. 
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Ist  nun  ^        i    nr       t    HT  H 

die  Gleichung  der  einen  beweglichen  Ebene,  so  gelten,  weil  sie 
die  erste  Gerade  in  sich  enthalten  soll,  die  Bedingungen 

und  man  kann  daher  die  Gleichung  jener  Ebene  in  der  Form 

11)  -M^Bx  +  M^y'\'-z^  1 

darstellen.  Auf  analoge  Weise  findet  sich  als  Gleichung  einer 
zweiten  Ebene,  welche  die  zweite  Gerade  enth&lt, 

12)  +  Jtfgfiaj  +  lfjy-  — is-  1, 

c 

endlich  liefert  die  vorausgesetzte  senkrechte  Lage  der  Ebenen  11) 
und  12)  die  Bedingung 

c 

Durch  Elimination  von  M^  und  M^  aus  den  drei  letzten  Glei- 
chungen erhält  man 

-  J?V  +  y«+  (1  -  B*)  jp«-  (1  -  B^)  (? 
oder  f£br  £  —  tan  a  und  durch  Multiplikation  mit  co^  a 

13)  —  sin^ a  .  x^+  cos* a  .  y^  +  C08  2a  ,  z*'^  C08^ a  .  c* 

als  Gleichung   der  Fläche.     Letztere   ist  f&r  c  ^  0   ein  ein&ches 

Hyperboloid;  fCb*  c-»0,  d.  h.  bei  zwei  sich  schneidenden  Geraden, 
wird  sie  zu  einem  elliptischen  Kegel.  Eine  nähere  üntersochimg 
über  die  Lage  der  Fläche  hat  die  Fälle  zu  unterscheiden,  oh  co^a 
positiv  oder  negativ,  d.  h.  ob  a<45®  oder  >45**  ist;  wir  über 
lassen  dies  dem  Leser. 

5.  Yon  einem  Punkte  sind  Senkrechte  auf  die  sechs 
Beitenebenen  eines  gegebenen  Parallelepipedes  herab- 
gelassen; welche  Fläche  beschreibt  jener  Punkt,  wenn 
er  sich  so  bewegt,  dass  das  Produkt  aus  den  Perpen- 
dikeln auf  drei  in  einer  bestimmten  Ecke  zusammen- 
treffende Seitenflächen  gleich  dem  Produkte  aus  den 
drei  übrigen  Perpendikeln  bleiben  soll? 

Die  drei  Kanten  des  Parallelepipedes  mögen  2a,  26,  2c 
heissen;  durch  den  Mittelpunkt  desselben  legen  wir  parallel  za  den 
Seitenflächen  drei  Ebenen  und  nehmen  diese  zu  Koordinatenebenen. 
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Drei  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Seitenflftchen  sind  jetzt 
durch  die  Gleichungen 

rr  —  +  a,     y«.  +  6,     £r«-  +  r, 

und  die  gegenüberliegenden  durch 

a;  —  —  a,    y«=  —  6,     0  =  —  c 

bestimmt.  Die  von  dem  beweglichen  Punkte  xyz  auf  die  Seiten- 
flftchen herabgelassenen  Senkrechten  ergeben  sich  aus  Formel  17) 
auf  S.  105,  wenn  man  die  Cosinus  der  Eoordinatenwinkel  xy^  xe^ 
yz  wieder  mit  /,  /?,  a  und  den  Ausdruck 

mit  ö*  bezeichnet;  jene  sechs  Entfernungen  sind  nämlich 

—  a  —  X  —  b  —  V  —  c  —  e 

_1__1  d,  ^  d,  ■   d. 

1/i-a*         V^i-/S«         yi-y* 

Der  Aufgabe  zufolge  muss  nun  die  Gleichung 

14)  (x  +  a){y  +  b)  (^  +  c)  -  (a;  -  a)  (y  -  6)  (xr  -  c) 

gelten  und  aus  dieser  wird  nach  gehöriger  Hebung: 

cxy  +  bzx  +  aye  +  abc  —  0 
oder 

15)  -■^+--  +  J_£  +  1„0. 

ab       ca      bc 

Der  gesuchte  Ort  ist  demnach  ein  einfaches  Hyperboloid,   dessen 
Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  des  Parallelepipedes  zusammenfällt. 
Bezeichnen    wir    diejenigen    Eckpunkte    des    Parallelepipedes, 
deren  Koordinaten  sind 

—  a,  +6,  +  c, 
+  a,  —b,  +  c, 
+  ö,  +b,  -  c, 
+  a,    +  &,    +c, 

.und  die  gegenüberliegenden  Punkte 

+  a,    —6,    —  c, 

—  a,    +  2>,    —  0, 

—  a,    —  ft,    +c, 

—  a,    -  6,    -  c, 

so  gelten  folgende  Gleichungen  von  geraden  Linien: 


mit 

A, 

11 

B, 

11 

0, 

« 

J>, 

mit 

A, 

?» 

A, 

»? 

Cu 

1} 

A, 
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für  die 

Kante 

AB,: 

a;  —  —  a, 

y-  +  b, 

A,B: 

X  —  +  a, 

y h 

AC,: 

X a, 

z^  +  c, 

A^C: 

X h  a, 

je  «  —  c; 

BC^i 

y  — -  ^, 

-?•=  +  f, 

B^C: 

;v  =-  +  ^ 

5  —  —  c; 

jedes    dieser   sechs   Gleichongssjsteme   erfüllt   die   Gleichung  14\ 
nithin    auch   die    Gleichung    15),   d.  h.  die    sechs   entsprechenden 

Fig.  58.  Kanten     liegen     auf    der 

fi  Fläche  und  bilden  dort 
das  schiefe  Sechseck  AB^ 
GA^  B  C,  -4;  die  übrigen 
sechs  Kanten:  AB^  BD^ 
CD,  A,D,,  B,D,,  C,d, 
liegen  nicht  auf  der  Fl&che 

6.    Welche    Fläche 
beschreibt  eine  gerade 
Linie,  wenn  sie  an  drei 
festen     Geraden    hin- 
gleitet, von  denen  kein  Paar  in  einer  Ebene  liegt? 

Durch  jede  der  drei  gegebenen  Geraden  legen  wir  zwei  Ebenen 
parallel  zu  den  zwei  übrigen  Geraden,  nehmen  den  Mittelpunkt 
des  von  den  entstandenen  sechs  Ebenen  begrenzten  ParaUelepipedes 
zum  Koordinatenanfang  und  ziehen  durch  ihn  die  Koordinatenachsen 
parallel  zu  den  gegebenen  Geraden.  Letztere  können  bei  diesem 
Koordinatensysteme  durch  die  Gleichungen 

y^  +  b,     z---  —  c, 

16)  Äf  — »  +  c,     a;«=— a, 

ÄJ—  +  ö,    y  ^  —  h 

■ 

dargestellt  werden  und  sind  der  Reihe  nach  identisch  mit  den  in 
der  vorigen  Aufgabe  erwähnten  Kanten  B^C^  C^A,  A^B.  Die  be- 
wegliche Gerade  sei  durch  die  Gleichungen 

17)  y=-Px+p,     Z'^Qx  +  f/ 

ausgedrückt;  sie  schneidet  die  erste  feste  Gerade,  sobald  die  Be- 
dingung 


(/  +  c 


Q 
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eriiillt  ist;  soll  sie  die  zweite  Gerade  schneiden,  so  muss  ihre  xt- 
Projektion  durch  die  gleichnamige  Spur  der  zweiten  Geraden  gehen, 

*lso  ^  /^^    ,    ^ 

sein;  endlich  ist  auf  ähnliche  Weise  die  Bedingung  für  ihren  Durch- 
schnitt mit  der  dritten  Geraden: 

—  &  —  Pa  +  i?. 

Durch  Substitution  der  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgen- 
den Werte  ^         ,  ^ 

p  ^  —  Pa  —  h,     q^  Qa  +  c 

verwandeln  sich  die  vorigen  drei  Gleichungen  in 

y  ^{x-  a)P—h,     is-^(x  +  a)Q  +  c^ 
aPQ  +  hQ  +  cP^O, 

und  wenn  man  die  Werte  von  P  und  Q  aus  den  zwei  ersten  dieser 
Gleichungen  in  die  letzte  einsetzt,  so  bleibt  nach  Division  mit  ahc 

18)  -.j'  +  !^+?'  +  i=o. 

ab  ca  oc 
Hierin  liegt  der  bemerkenswerte  Satz,  dass  eine  an  drei  festen 
Geraden  gleitende  Gerade  ein  einfaches  Hyperboloid  beschreibt; 
dabei  gehören  die  gegebenen  Geraden  zu  dem  einen  Systeme  von 
geraden  Linien,  welche  sich  auf  der  Fläche  ziehen  lassen,  und  die 
bewegliche  Gerade  wird  der  Reihe  nach  mit  allen  Geraden  des 
zweiten  Systemes  identisch* 

1,  Welche  Fläche  beschreibt  eine  gerade  Linie, 
wenn  dieselbe  an  zwei  festen  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
genden Geraden  hingleitet  und  zugleich  einer  gegebenen 
Ebene  parallel  bleibt? 


*  Aus  dem  obigen  folgt  noch  eine  elegante  Konstruktion  der 
Transversalen  zu  vier  gegebenen  Geraden  a,  d,  c,  d.  Die  ersten  drei 
derselben  bestimmen  nämlich ,  wenn  man  eine  bewegliche  Gerade  daran 
hingleiten  lässt,  ein  einfaches  Hyperboloid,  auf  welchem  a,  6,  c  zu  dem 
einen  System  von  Geraden  gehören;  die  vierte  Gerade  d  schneidet  die 
entstandene  Fläche  im  allgemeinen  zweimal  in  gewissen  Punkten  Dj 
und  2),;  legt  man  durch  jeden  derselben  die  zum  anderen  Systeme  ge- 
hörende Gerade  g^  resp.  g^^  so  schneidet  sowohl  ^^  als  g^  alle  Geraden 
des  ersten  Systemes,  mithin  auch  a^  h^  c  und  zugleich  d,  es  sind  daher 
g^  und  p,  die  beiden  gesuchten  Transversalen.  Die  zweite  Hälfte  der 
Konstruktion  lässt  sich  insofern  abkürzen,  als  man  durch  2),  und  1)^ 
nur  diejenigen  Geraden  zu  ziehen  braucht,  welche  irgend  zwei  der  Ge- 
raden a,  h^  c  schneiden. 


256 


Achtes  Kapitel.   Die  Flächen  zweiten  Grades. 


S^ 


Fig.  59. 


J) 


Wenn  die  Ebene  den  beiden  Geraden  nicht  parallel  ist,  was 
wir  deswegen  voraussetzen  müssen,  weil  sonst  die  geforderte  Be- 
wegung unmöglich  sein  würde,  so 
schneiden  die  Geraden  die  Ebene 
in  zwei  Punkten  Ä  \md  B]  wir 
verbinden  diese  durch  eine  Grerade, 
nehmen  ihren  Mittelpunkt  0  zuid 
Koordinatenanfang,  OÄ  zur  Achse 
der  positiven  y  und  die  gegebene 
Ebene   zur  ye-Ehene.     Durch  0 
legen  wir  femer  zwei  ParaUelen 
zu   den   festen   Geraden,   n&mlich 
OC"//AC,  0 D 7/ 5D  und  erhalten 
hierdurch  eine  jenen  Geraden  pa- 
rallele  (in  der  Figur  vertikale)  Ebene  C"OJ)^*-,   diese  wählen  wir 
zur  Ebene  xz.     Sie   schneidet  die   feste  Ebene  in   einer  Geraden, 
nämlich  der  ;2^- Achse.    In  der  Ebene  xz  ziehen  wir  endlich  irgend 
eine  zur  ;er- Achse  parallele  Gerade,  welche  die  Hilfslinien  OC''  und 
OD"  in  zwei  Punkten  0",  D"  trifft,  verbinden  den  Mittelpunkt  / 
der  Transversale  C'/)"  mit  0  durch  eine  Gerade  und  nehmen  OL 
zur  Achse  der  positiven  x.    Das  Koordinat-ensystem  hat  jetzt  gegen 
die  Geraden  ÄC  und  BD  eine  insofern   symmetrische  Lage,  al^ 
jedem  x  «-  OL  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  y  (/vC'=*  +  w, 
XD'—  —  y),  sowie  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  z  {LC"^C'(' 
«  +  jer,   LB^^^B^B^  —  z)  entsprechen.    Für  OA^J),  tanCAC' 
—  tan  et  '^  0  sind  die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden 

y«6,     z=-Cx,      y^  —  h,     Z'^  —  Cx-, 
irgend  eine  der  festen  Ebene  {yz)  paraUele  Gerade  wird  durch  die 
Gleichungen 

19)  a?  =  IM,    ?/  ==  Nz  +  p 

ausgedrückt  und  schneidet  jene  Geraden,  wenn  die  Bedingungen 

h  =  NCm+p,     -b NCm  +p 

erfüllt  sind.     Hieraus  ergeben  sich  die  Werte 

und  durch  Substitution  in  die  zweite  Gleichung  unter  Nr.  18^      / 

h 


20) 


xy  ^  -   z  ^  b  cot  a  .  z. 


r 


*  .* 


•  1 


\ 


^ 
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Hierin  liegt  der  bemerkenswerte  Satz,  dass  eine   Gerade,  welche  I 
parallel  einer  unveränderlichen  Ebene  an  zwei  festen  Geraden  hin- 
gleitet, ein  hyperbolisches  Paraboloid  beschreibt. 

§41. 
Tangenten,  Berührungsebenen  und  Normalen. 

Wir    betrachten   noch   einmal   die   allgemeine   Gleichung   der 
Flächen  zweiten  Grades 

\  Äix^+  By^+C0^+  2Dyz+  2Ezx  +  2Fxy 

\  +  2Gx  +  2Hy  +  2/0  +  JT  «  0, 
um  die  Bedingungen  zu  erörtern,  unter  welchen  eine  Gerade  die 
vorstehend  charakterisierte  Fläche  berührt.  Zu  diesem  Zwecke  trans- 
formieren wir  die  Gleichung  1),  indem  wir  einen  bestimmten,  der 
Fläche  angehörigen  Funkt  x^y^z^^  nämlich  den  künftigen  Berüh- 
rungspunkt zum  Anfange  eines  neuen  Koordinatensystemes  wählen, 
welches  dem  ursprünglichen  Systeme  parallel  ist.     Mit  Hilfe   der 

Substitutionen 

a;  =  5  -f-  a^o,     y^n  +  y^,     e^l^z^ 
erhalten  wir 

Al^+Bri^+  C?2-f  2Drii+2Ei^  +  2F|i? 

+  2{Ax^+Fy^+Ez^+GM 
+  2(Fx^+By^+I)z^+H)rj 

+  2{Ex^,+  Dy^+C\+J)S 
+  Ax^'+By^'+Cz^'+2Dy^2^+2Ez^Xo+2Fx,y^ 
+  2GxQ+2HyQ+2Jz^+K 

weil  aber  der  Punkt  iro2^o^o  ^®^  Fläche  angehört,  so  ist  für  ihn 
Axo'+By^^+  Cz,^+  2Dy,r,+  2EzoXo+  2Fx,y, 
+  2Gx^+  2Hy^+  2Jzo+K^O, 

mithin  verschwindet  aus  der  vorigen  Gleichung  der  von  ^,  i?,  f 

freie  Teil  und  es  bleibt 

IA^^+B7f+  Ct^+  2Drii+2En  +  2F^fj\ 

+  2{Ax,+  Fyo+Ezo+G)^ 
+  2{Fxo+By^+Dz^+H)v 
+  2{Ex^+Dy^+Ceo+J)i 

Durch  den  neuen  Koordinatenanfang  legen  wir  die  Gerade 

3)  »j  =  P|,    ?  =  ÖI 

und  suchen  ihre  Durchschnitte   mit  der  Fläche.     Die  Elimination 
von  rj  und  f  giebt  für  die  Koordinate  |  eine  Gleichung  von  der  Form 


-0; 


2) 


Ü. 


Fort  a.  Sohlörailch,  an»L  (xeom.  11. 
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4)  |(S|  +  T)-0, 
wobei  zur  Abkttrzang  gesetzt  wurde: 

+.{Fx^+By^+I)z^+H)P 
+  {Exo+Dy^+Cgo+J)Q, 

tmd  die  Koordinaten  der  beiden  vorhandenen  Durchschnitte  sind 
nach  Nr.  4)  und  Nr.  3): 

1  =  0;  1J-0,  t-0; 

2T  2PT      .  2QT 

Wenn  aber  die  Gerade  3)  die  Fläche  2)  berühren  soll,  so  müssen 
beide  Durchschnitte  zu  einem  einzigen  Punkte  zusammenfiäUen,  und 
dazu  Ist  die  Bedingung  T«=0  erforderlich  und  ausreichend.  Indem 
wir  nun  zu  dem  ursprünglichen  Koordinatensysteme  zurückkehren, 
also  in  Nr.  3)  |,  ly,  f  durch  |  —  a'o,  ^  — %»  f""-^©  ©rsötzen,  erhalten 
wir  den  Satz:  die  durch  den  Punkt  XQy^ZQ  der  Fläche  l)  gehende 
Gerade 

5)  'J-%--P(l-*o),     ?-«o-«(l-^o) 

ist  eine  Tangente  an  derselben  Fläche,  wenn  die  Koeffizienten  F 
und  Q  der  Bedingung 

Ax^+  Fy^+  Ez^+  G 

Genüge  leisten.  Von  den  Grössen  P  und  Q  bleibt  hier  eine  toII- 
kommen  beliebig,  d.  h.  durch  einen  gegebenen  Punkt  der  Fl9che 
können  unendlich  viel  Tangenten  an  letztere  gelegt  werden. 

Diese  Bemerkung  führt  weiter  auf  die  Frage  nach  dem  geo- 
metrischen Orte  der  Tangenten,  d.  i.  nach  der  Fläche,  welche  Ton 
den  durch  XqPqZq  gehenden  Tangenten  in  deren  stetiger  Aufein- 
anderfolge gebildet  wird,  und  die  im  allgemeinen  eine  gewisse 
Kegelfläche  sein  muss.  Beachtet  man  nun,  dass  £,  12,  {^  in  Nr.  5) 
die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  irgend  einer  solchen  Taogent« 
bedeuten,  so  sieht  man  augenblicklich,  dass  es  nur  darauf  uikommt 
die  Veränderlichen  P  und  Q  aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  aus- 
zuscheiden, was  einfach  durch  Substitution  der  Werte 
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P-= 


VPo 


Q-i"'' 


1) 


in  Nr.  6)  geschieht.     Es  ergiebt  sich  so  die  Oleichung 

+  {Ex^+  Dy^+  Cz^  +  /)  (f  -  «o)  I 
nnd  diese   ist   die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes.     Man  erkennt 
hieraus,  dass  aUe  durch  den  Punkt  x^y^z^  gehenden  Tangenten  in 
einer  Ebene   liegen,   welche   daher  mit  Becht  den  Namen  Tan- 
gentialebene führt. 

Die   Gleichung   der  Berührungsebene  vereinfacht  sich   etwas, 
wenn  man  ihr  zunächst  die  Form 

{Ax^+ Fy^-\- Ez^+ Q)i 
+  (Fx^+By^+Dz^+ir)fi 
+  {Ex^+Dy^+C\  +  J)t 
-  iÄx*+  By*-\-  Cz*+  22)^0*0+  2E«„x„+  2^*0%) 

-  (ffxo  +  Hy«  +  «^«o)  -  0 
erteilt  und  hierzu  die  Gleichung 

Ax^*+By^*+  CzJ'+  2Dyo*o+  2i?«o«o+  ^^^oV» 
+  26x„  +  2ffyo  +  2  ^"«0  +  AT  =  0 
addiert,  welche  sagt,  dass  der  Punkt  x^y^e^  auf  der  MSche  liegt; 
man  erhält: 

+  i,Exo+Dyo+Czo  +  J)i 
+   Qx^+Ey^+Jz^  +  K 

Daraus  kann  man  leicht  die  früheren  speziellen  Oleichungen  ableiten, 
welche  in  den  §§  34 ...  38  fiir  Berührungsebenen  entwickelt  wurden. 
Die  Oleichungen  der  im  Punkte  x^y^z^  auf  der  Tangential- 
ebene errichteten  Senkrechten,  d.  h.  die  Gleichungen  der  Normale 
lassen  sich  nach  §  15  Formel  14)  sehr  leicht  entwickeln;  sie  sind 
anter  Voraussetzung  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems 


8) 


0. 


9) 


Ax^-k- Fy^+ Ez^+ a 

Fx^+By^+Dzo+H 

?  — gp 

Exo+Dy^+Czo  +  J 
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Bei  einem  sckieftrinkligen  Koordinatensysteme  hat  man  die  auf 
S.  103  angegebenen  Formeln  zu  benutzen.    Setzt  man  zur  Abkftizong 

B^^  Fxo+  Btf^+  Dz^+  H, 
Co-Exo+Dy^+Czo+T, 

:X  =  (1  -  «*)  A-  (y  -  «(5)^0-  iß  -  y«)Co, 

6  ■=  (1-  /5«)J5o-  {a-ßy)C,-(y  -  aß)Ä„ 
C  -  (1  -  /)  Co  -  (^  -  y«)^o-  («  -  ßr)  ^0, 
worin  a,   /5,  y  die  Cosinus  der  Koordinatenwinkel  yg^  zx^  xy  be- 
deuten, so  erhält  man 

im  g  -  arp  _  iy  -  yp       ?  -  ^p 

^^  A  «     *■     C 

als  Gleichungen  der  Normale  durch  den  Punkt  x^y^e^. 

Wir  knüpfen  hieran  einige  allgemeine  Erörterungen  über  die 
Bestimmung  der  Tangenten,  Berührungsebenen  und  Normalen  an 
beliebigen  Flächen. 

a)  Tangenten.  Bezeichnen  wir  einen  auf  irgend  welche 
Weise  aus  x,  y^  e  und  konstanten  Orössen  zusammengesetzten  Aus- 
druck durch  9>{x^y^e)^  so  charakterisiert  die  Gleichung 

11)  <p{x,y,g)^0 

irgend  eine  Fläche;  ein  beliebiger  Punkt  derselben  sei  ^q^o'o  ^^^ 
durch  diesen  soll  eine  Tangente  an  die  Fläche  gelegt  werden.  Za 
diesem  Zwecke  verbinden  wir  den  Punkt  XQy^z^  mit  einem  zweiten 
Punkte  x^y^z^  der  nämlichen  Fläche  und  suchen  zunächst  die  Glei- 
chungen der  so  konstruierten  Sekante;  wir  erhalten 

12)  ri-^y^M{^^x\     5:-^  =  .V(J-a?), 
worin 

13)  itf^ü^o,     ^_fL^o. 

a?i      Xq  Xj      Xq 

Da  beide  Punkte  x^y^z^  und  x^y^^e^  auf  der  Fläche  11)  liegen,  so 
gelten  die  Gleichungen 

14)  q>  {xq,  ^0)  ^o)  =  0,     <3t>  (»1 ,  y^ ,  z^)  —  0; 

diese  können  wir  so  miteinander  kombinieren,  dass  eine  neue  Glei- 
chung entsteht,  worin  JLT  und  N  vorkommen;  letztere  Gleichung  ent- 
hält dann  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Gerade  12)  die  Fläche 
in  den  Punkten  x^y^z^  und  x^y^z^  schneidet.  Lassen  wir  nun  den 
Punkt  x^y^Zy^  dem  Punkte  x^y^z^  näher  rücken,  so  dreht  sich  die 
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Sekante  um  den  Punkt  x^y^e^  und  geht  for  x^^^x^^  ^1  =  ^0?  ^i'^^o 
in  die  Tangente  über.  Dieser  Grenzlage  der  Sekante  entsprechen 
gewisse  Grenzwerte  von  M  und  N,  welche   sich  zwar  in  Nr.  14) 

unter  der  unbestimmten  Form  —  darstellen,  jedenfalls  aber  irgend 

welche  endliche  Grössen  sind,  die  wir  durch  F  und  Q  bezeichnen 
wollen.  Nehmen  wir  auch  in  der  vorhin  erwähnten  aus  Nr.  15) 
abgeleiteten  Bedingungsgleichung  x^^x^^  Vi^^Vo  ^^^^  ^i^^'^oi  "^" 
dem  wir  zugleich  P  für  Jf  und  ^  für  ^  setzen,  so  erhalten  wir 
diejenige  neue  Bedingungsgleichung,  welche  für  den  Fall  gilt,  wo 
die  Gerade 

15)  ^-y^«P(|_ajJ,     ^^e^^Q{^^^^) 

die  gegebene  Fläche  im  Punkte  x^y^z^  berührt. 

Bei  der  Anwendung  auf  die  Flächen  zweiten  Grades  haben  wir 
for  x^y^ZQ  und  x^y^z^  die  Gleichungen 

^V+  ^^0*+  ^V+  22>3^o^o+  2-Kjero^o+  '^F^^Vq 
+  2öiCo+2%o+ 2/^0+^-0, 

Ax,^+By^^+  Cz^^+  2Dy,z^+2Ez,x^+  2Fx,y, 

+  2Gxi+  2Hyj^  +  2Jz^  +K^Q, 

und  um  hieraus  eine  Kombination  zu  bilden,  welche  nachher  die 
Einführung  von  M  und  N  gestattet,  ziehen  wir  die  erste  Gleichung 
von  der  zweiten  ab,  benutzen  in  den  ersten  drei  Gliedern  die  iden- 
tische Gleichung 

<.*-C=('i  +  'o)('.-0, 

in  den  drei  folgenden  die  gleichfalls  identische  Gleichung 

U^V^  -UV^U^  (Vi  -  Vq)  +  Vq  (w,  -  Wo), 

und  erhalten  auf  diesem  Wege 

+  2I>  |j/i  (^1  -  ^0)  +  ^o(yi  -  yo)] 

+  2E[Zi  (x^  -  Xq)  +  Xq  (^1  -  Zq)] 
+  2F[xi  (j/i  -  yÖ)  +  yo  {xi  -  x^)] 
+  2G{x,  -  X,)  +  2H{y,  -  y,)  +  2J{z,  -  z^)  =  0. 

Die  Division  mit  x-^^  — -  x^  bietet  hier  Gelegenheit  zur  Substitution 
von  M  und  N\  es  wird  nämlich 

+  20  +  2flJlf  +  2JN  -  0. 
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Für  0?!  =  a?,  y^^  y^  z^^  z^  M ^  P^  N ^  Q  verwandelt  sich  diese 
Gleichung  nach  Hebung  von  2  in 

Ax^+ By^F  +  Cz^Q 

+  1>  (yo«  +  ^0^)  +  ^'K  +  ^0«)  +  ^ip^o^  +  yo) 

+  G  +  HP+JQ^O, 

und  dies  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Gerade  15)  die 
Fläche  l)  im  Punkte  x^y^z^  berührt.  Die  Identität  der  vorstehen- 
den Gleichung  mit  Nr.  6)  wird  man  leicht  bemerken. 

I?)  Tangentialebenen.  Sowie  wir  vorhin  die  berührende 
Gerade  als  diejenige  letzte  Sekante  betrachteten,  deren  Durchschnitte 
mit  der  Fläche  in  einen  Punkt  zusammengefallen  sind,  so  können 
wir  auch  die  berührende  Ebene  aus  einer  schneidenden  Ebene  her- 
leiten, wenn  wir  die  von  letzterer  Ebene  abgeschnittene  Kappe  der 

Fläche     sich    zu    einem 
^'  Punkte    zusammenzieheD 

lassen.     Sei  wiederum 

die  Gleichung  der  gege- 
benen Fläche  und  x^y^z^ 
ein  auf  ihr  liegender 
Punkt  Pq,  an  welchen 
eine  Tangentialebene  ge- 
legt werden  soll  Ausser 
diesem  Punkte  wählen 
wir  auf  der  Fläche  noch  zwei  andere  Punkte  F^  und  P,,  deren 
erster  dasselbe  y  und  deren  zweiter  dasselbe  x  wie  P^  besitzt,  und 
die  wir  demgemäss  mit  x^y^z^  und  x^y^z^  bezeichnen.  Für  die 
durch  alle  drei  Punkte  gehende  Ebene  finden  wir  ohne  Mühe  die 
Gleichung 

16)         s(s  -  «,)  +  r  (i,  -  vo)  -  (t  -  ^..)  =  0, 

worin 

^1-^0  y«  -  Vo 

Dabei  ist  zu  berücksichtigen,   dass  die  erwähnten  Punkte  auf  der 

Fläche  liegen,  dass  also  die  Gleichungen    , 

18)  V  (xo,  y^,  Zq)  -  0,    <r'  (xi ,  y^,  z^)  ^0,   q>  (x^,  y,,  £,)  «  O 

bestehen,   woraus  man   die  Werte   von  S  und  T  herleiten  kann; 
doch  ist  dies  nicht  notwendig,  es  reicht  hin,  die  Gleichungen  19) 
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zu  zwei  neuen  Gleichungen  so  zu  verbinden,  dass  S  und  T  darin 
Yorkommen.  Lassen  wir  jetzt  die  Punkte  P^  und  P^  dem  Punkte 
Pq  immer  näher  rücken,  so  dreht  sich  die  schneidende  Ebene  um 
den  Punkt  Pq  und  geht  zuletzt  für  x^  «  Xq^  y^  *=  ^q,  fr^  =  js^  =  e^ 
in  die  Tangentialebene  über.  Dieser  Grenzlage  der  schneidenden 
Ebene  entsprechen  gewisse  Grenzwerte  von  8  und  T,  welche  mit 
U  und  V  bezeichnet  werden  mögen.  Schreiben  wir  also  in  Nr.  17) 
TJ  und  V  ^  8  und  T  und  setzen  in  den  aus  Nr.  19)  abge- 
leiteten Bedingungsgleichungen  x^^x^^  Vi^^Voi  h^^i^hi  8-^U^ 
T»  F,  so  erhalten  wir  die  beiden  neuen  Bedingungen,  unter  wel- 
chen die  Ebene 

19)  t7(|-a:„)+F(.,-yo)-a-«o)-0 

die  gegebene  Fl&che  berührt. 

Bei  der  Anwendung  auf  die  Flächen  zweiten   Grades  gelten 
^r  Xo^o^^oi  ^i%^u  Hy%^2  diö  Gleichungen 

ilV+  ^%*+  ^V+  2i)yo^o+  2  ^^0^0+  2Faroyo 

^  V+  ^%*+  C^V+  22>i/o^i  +  21.x  iCi  +  2Frriyo 
-f  2Gx^  +  2ir2/o+  2/^1  -f  -BT-  0, 

^V+  ^V+  ^^8*+  21)^2^, -f  2^;r,flfo+  2Fa:oy, 
+  2G^Xo  +  2Hf/j  4-  2c7'z,  +  Ä"  =  0. 

Wir  subtrahieren  die  erste  von  der  zweiten,  zerlegen  wie  vorhin, 
dividieren  mit  x^  —  Xq  und  substituieren  8\  dies  giebt 

^(^1  +  ^o)  +  C{e^+z^)8+2Dy^8 
+  2E{z,  +  x^S)  +  2Fy^+2G  +  2JS'^0. 

Ziehen  wir  femer  die  erste  der  vorigen  drei  Gleichungen  von  der 
letzten  ab,  dividieren  nachher  mit  y^  —  y^  und  substituieren  T,  so 
erhalten  wir 

B{y,  +  yo)  +  C(z^+  e^)T  +  2D(y,T  +  Zo) 
+  2ExqT  +  2Fxq  +2H+  2JT  -  0. 

Für  a?i=-aro,  y^^y^^  ^2="^i"^o»  8^U^  2'— F  werden  diese 
Gleichungen  zu  den  folgenden 

Ax^-^- Cz^U  +  Dy^U  1 

+  E{z^+x^U)  +  Fy^+  G  +  JUi 

Byo+Cz^V+D{y,V+z,)       \ 
+  Ex^V+Fx^+H+JV        1*''' 
und  daraus  findet  man 
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Ex^+JDy^+Cz^  +  y 

Ex^+Bij^+Cz^  +  j' 

Nach  Substitution  dieser  Werte  bringt  man  die  Gleichung  19) 
leicht  auf  dieselbe  Form,  unter  welcher  die  Gleichung  der  Tangen- 
tialebene in  Nr.  7)  dargestellt  wurde. 

y)  Normalen.  Nachdem  man  die  Gleichung  der  Berührangs- 
ebene  auf  dem  soeben  angedeuteten  Wege  entwickelt  hat,  ergeben 
sich  die  Gleichungen  der  Normalen  mittels  der  Formeln  des  §  15, 
wie  dies  schon  vorhin  gezeigt  worden  ist. 

§  42. 
Kubatur  der  Flächen  zweiten  Grades. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  das  Volumen  eines  ganz  oder  teil- 
weis  von  krummen  Flächen  begrenzten  Körpers  zu  ermitteln,    so 
kann  man  ein  ähnliches  Verfahren  in  Anwendung  bringen  i^ie  in 
der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  bei  der  Quadratur  krumm- 
linig begrenzter  Ebenen.    Durch  eine  Reihe  paralleler  Schnitte  zer- 
legt man  vorerst  das  Volumen  in   eine  Reihe  von  Schichten  und 
bestimmt  die  Flächen   der  entstandenen  Querschnitte;  jede  solche 
Schicht  wird  von  zwei  Querschnitten,   etwa  (^  und  Q^\  begrenzt, 
deren  Entfernung  e  heissen  möge.    Konstruiert  man  zwei  Cjlinder, 
von  denen  einer  Q',  der  andere  Qf^  zur  Basis  hat,  und  deren  ge- 
meinschaftliche Höhe   (oder  Dicke)  £  ist,   so  wird  in  den  meisten 
Fällen  der  eine  Cylinder  die  Schicht  umschliessen,  der  andere  da- 
gegen von  der  Schicht  umschlossen  werden,  so  dass  das  Volumen 
der  Schicht  zwischen  den  Cylinderinhalten  Q^e  und  ^'e  liegt.    Durch 
Addition  der  Volumina  aller  umschriebenen  und  aller  eingeschrie- 
benen Cylinder  erhält  man  zwei  Volumina  £'  und  ^",  zwischen  denen 
das  gesuchte  Volumen  enthalten  ist,  und  es  kommt  jetzt  darauf  an, 
die  Grössen  £'  und  £"  einander  immer  näher  zu  bringen.   Bezeichnet 
n  die  Anzahl  der  Schichten,  in  welche  das  Volumen  zerlegt  wurde, 
so  besteht  jede  der  Summen  2^'  und  2^"  aus  n- Gliedern,  daraus 
lässt  sich  leicht  der  Betrag  von  2^'  —  2"  herleiten  und  zwar  ist 
derselbe  einerlei  mit  der  Differenz  zwischen  dem  ersten  eingeschrie- 
benen und  dem  letzten  umschriebenen  oder  zwischen  dem  ersten 
umschriebenen  und  dem  letzten  eingeschriebenen  Cylinder.    Ntiiert 
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sich  nun  bei  unendlich  wachsenden  n^  d.  h.  wenn  die  Anzahl  der 
Schichten  unausgesetzt  zunimmt  und  folglich  die  Dicke  jeder  ein- 
zelnen Schicht  immer  geringer  wird,  die  DiflFerenz  £*  —  ^"  der 
Grenze  Null,  so  ist  dies  ein  Zeichen,  dass  die  Summen  2^'  und  £^' 
nach  einer  und  derselben  Grenze  streben;  diese  gemeinschaftliche 
Grenze  kann  aber  keine  andere  als  das  gesuchte  Volumen  sein, 
weil  letzteres  immer  zwischen  £*  und  2?"  enthalten  bleibt.  Dieses 
Prinzip  wollen  wir  zur  Kubatur  der  Zonen  und  Kappen  von 
Flächen  zweiten  Grades  anwenden. 

Das  Ellipsoid.  Beziehen  wir  die  Fläche  auf  ein  rechtwink- 
liges Koordinatensystem,  dessen  Achsen  mit  den  Achsen  des  Ellip- 
soides  zusammenfallen ,  so  ist  wie  in  §  34  der  in  der  Höhe  h  parallel 
zur  x^- Ebene  gelegte  Quersl^tt  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

c  c 

also  die  Fläche  des  Querschnittes 

Um  den  kubischen  Inhalt  V  einer  Zone  zu  finden,  welche  von  der 
Ebene  xy^  einer  in  der  Höhe  z  dazu  parallel  gelegten  Ebene  und 
im  übrigen  von  der  Fläche  begrenzt  wird,  teilen  wir  die  Höhe 
z  der  Zone  in  n  gleiche  Strecken,  legen  durch  jeden  Teilpunkt 
eine  Ebene  parallel  xy  und  erhalten  auf  diese  Weise  n  Schichten, 
deren  jede  in  horizontaler  Richtung  von  zwei  Ellipsenflächen  be- 
grenzt wird  und  die  Höhe  —  besitzt.     Die  untere  Begrenzungs- 

ebene  ist  jedesmal  die  grössere,  und  da  die  Fläche  sich  um  so 
mehr  von  allen  Seiten  her  zusammenzieht,  je  höher  die  Quer- 
schnitte hinaufrücken,  so  beträgt  das  Volumen  irgend  einer  Schicht 
weniger  als  das  Volumen  des  umschriebenen  elliptischen  Cjlinders, 
dessen  Basis  die  Basis  der  Schicht  ist,  und  mehr  als  das  Volumen 
des  eingeschriebenen  Cylinders,  dessen  Querschnitt  die  obere  Be- 
grenzungsfläche der  Schicht  ist.  Demgemäss  gelten  folgende  Be- 
ziehungen : 


+  ... 


...+ 


.-[,_(iL^.)]., 
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die  Differenz  beider  Cylindersummen  ist 


ah  ^  ^  z  ö&  r  9      /wAH  ^ 


ah    e^ 

7t  — s-  •  — 1 

c*     n 


£r 


und  da  sich  dieser  Ausdruck  für  unendlich  wachsende  n  der  Grenze 
Null  nähert,  so  haben  die  beiden  Cylindersummen  einen  und  den- 
selben Grenzwert,  welcher  den  Betrag  von  V  darstellt.  Zufolge 
dieser  Bemerkung  brauchen  wir  nur  den  Grenzwert  der  einen 
Cylindersumme  zu  bestimmen,  und  w^nn  wir  dazu  die  erste  wählen, 
so  ist  bei  gehöriger  Zusammenziehu^ 

F™  dem  Grenzwerte  von: 

o^  r  8_  l'+2^+3*  +  ...+  (n- i)n 
c*  L  n'  J 

und  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze 

1)  r^^^ieh-^g^. 

Für  z^h  ergiebt  sich  hieraus  "^nahc  als  Volumen  des  halben, 
mithin 

2)  E'^lnahc 

als  Volumen  des  ganzen  Ellipsoides.  Die  Formel  fttr  den  Kugel- 
Inhalt  ist,  wie  man  sieht,  ein  sehr  spezieller  Fall  der  vorstehenden. 
Ist  die  eine  Begrenzungsebene  einer  Zone  um  jer^,  die  andere 
um  z^  von  der  tr^- Ebene  entfernt,  so  kann  das  Volumen  der  Zone 
als  der  unterschied  der  Inhalte  zweier  Zonen  der  vorigen  Art  be- 
trachtet werden;  für  z^  >  Zq  ist  hiemach  das  gesuchte  Volumen 

3)  «7r[c*(^.-^o)-i-(V-V)J- 

Handelt  es  sich  um  die  Inhalte  von  Zonen,  deren  Begrennuigs- 
ebenen  auf  einer  anderen  als  der  if- Achse  senkrecht  stehen,  so  be- 
darf es  keiner  neuen  Rechnung,  sondern  nur  einer  Buchstaben- 
vertauschung;  für  eine  Zone,  deren  Begrenzungsebenen  senkrecht 
auf  der  y- Achse  in  den  Entfernungen  y^  und  yi>yo  ^^^  Mittel- 
punkte stehen,  hat  man 
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4)  «-jr[«''(y.-yo)-i(yi'-yo»)], 

und  entsprechend  f&r  eine  Zone,  deren  Begrenzungsebenen  senk- 
recht auf  der  x- Achse  in  den  Entfernungen  Xq  und  x^  >  Xq  vom 
^ttelpunkte  stehen: 

5)  «  -^  [«*  (^1  -  «o)  -  3-  K'  -  V)]- 

Durch  Subtraktion  der  Zone  1)  von  dem  halben  Ellipsoide 
erhält  man  eine  Kappe  von  der  Höhe  c  •—  «r,  die  kurz  ff  heissen 
möge;  das  Volumen  dieser  Kappe  ist: 

6)  „^(c^«_^^.). 

Steht  die  Begrenzungsebene  der  Kappe  senkrecht  auf  der  j/- Achse 
in  der  Entfernung  y  vom  Scheitel,   so  ist  der  Inhalt  der  Kappe: 

endlich  entspricht  das  Volumen 

8)  „^«(aa/«-La/») 

dem  Falle,  wo  die  Begrenzungsebene  der  Kappe  senkrecht  zur 
or- Achse  und  um  af  vom  Scheitel  der  Fläche  entfernt  ist. 

Das  einfache  Hyperboloid,  unter  Voraussetzung  desselben 
Koordinatensystems,  wie  in  §  35,  ist  ein  in  der  Hohe  parallel 
zur  a;^- Ebene  gelegter  Querschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

c  c 

folglich  der  Flächeninhalt  des  Schnittes 

Um  das  Volumen  V  einer  Zone  zu  finden,  welche  von  der 
Ebene  xy^  einer  in  der  Höhe  e  parallel  dazu  gelegten  Ebene  und 
im  übrigen  von  der  Fläche  begrenzt  wird,  teilen  wir  je;  in  ti  gleiche 
Strecken,  legen  durch  jeden  Teilpunkt  eine  Ebene  parallel  xy 
und  erhalten  so  n  Schichten,  deren  jede  in  horizontaler  Richtung 
von  zwei  Ellipsenflächen  begrenzt  wird..  Die  untere  Ebene  ist  jedes- 
mal die  kleinere,  und  da  die  Fläche  sich  nach  oben  zu  allseitig 
erweitert,   so  beträgt   das  Volumen  einer   Schicht  mehr   als   das 
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Volumen  des  eingeschriebenen  elliptischen  Cylinders,  dessen  Basis 
die  Basis  der  Schicht  ist,  und  weniger  als  das  Volumen  des  um- 
schriebenen Cylinders,  welcher  die  obere  Begrenzungsebene  der 
Schicht  zum  Querschnitt  hat.     Demgemäss  gelten  die  Belationen 

'';['"+ö"]'.+'ft-+(^)i^- 


F< 


■+-?[«'+(")]^' 


die  Differenz  beider  Cylindersummen  beträgt 

ö^  r  «  .   f^A^l  ^  ö&  r  9".  ^  ah    s^ 

c^L         \n/Jn  c*«  er     n 

und  da  sich  dieser  Ausdruck  für  unendlich  wachsende  n  der  Grenze 
Null  nähert,  so  haben  beide  Cylindersummen  einen  und  denselben 
Grenzwert,  welcher  den  Betrag  von  V  angiebt.  Es  ist  daher, 
wenn  wir  bei  der  ersten  Cylindersumme  stehen  bleiben  und  diese 
möglichst  zusammenziehen, 

V«=  dem  Grenzwerte  von 

d.  i. 

9)  7- «  ^  (c»^  +  JV)- 

Der  Spezialwert  xr«c  giebt  7—  ^nahc  und  damit  den  bemerkens- 
werten Satz,  dass  das  Volumen  der  Zone  von  der  Höhe  c  gleich 
dem  Volumen  eines  mit  den  Halbachsen  a^h^  c  versehenen  Elüp- 
soides  ist. 

Konstruiert  man  aus  a,  &,  c  ein  Hyperboloid,  dessen  Zone  von 
der  Höhe  c  das  Volumen  H  besitzt,  einen  Cylinder  C,  ein  halbes 
Ellipsoid  E  und  einen  Kegel  K  (den  Asymptotenkegel  von  S)y  so 
hat  man 

K^^TtahCy     E^\nahey     C '^  nahc^     H^^nahc^ 
folglich 
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KiExCiU'^  1:2:3:4, 

und  dies  ist  die  Erweiterung  des  Archimedischen  Satzes  von  Kegel, 
Halbkugel  und  Cylinder. 

Eine  Zone,  deren  Begrenzungsebenen  parallel  xy  in  den  Ent- 
fernungen Zf^  und  z^  >  Zq  liegen,  kann  als  Differenz  zweier  Zonen 
der  vorigen  Art  betrachtet  werden;  ihr  Volumen  ist  daher 

10)  «  ^1  [c*  (r.  -z,)  +  i  (.,»  -  V)]. 

Das  geteilte  Hyperboloid.  Dieselben  Bezeichnungen 
wie  in  §  36  vorausgesetzt,  ist  ein  in  der  Höhe  ä  >  c  parallel  zur 
j^- Ebene  gelegter  Querschnitt  einer  Ellipse   mit  den  Halbachsen 

c  '  c 

mithin  der  Flächeninhalt  des  Schnittes 

üb    /,o  9 

=-  TT  -^  (Ä^  -  C^), 

Nennen  wir  Ji   den  Abstand  des  Schnittes  vom  nächsten  Scheitel 
des  Hyperboloides,  so  ist  ä«c  +  ä',  folglich  die  Querschnittsfläche 

ah 


-/ä«-c»     -yn^^c^ 


—  it 


c^ 


{2ch^  +  h'^). 


Um  das  Volumen  V  einer  Kappe  zu  finden,  welche  durch  eine 
in  der  Höbe  z>c  parallel  zu  xy  gelegte  Ebene  abgeschnitten  wird, 
setzen  wir  die  Höhe  der  Kappe 

z  —  c  ^  1^^     also      ^;  «■  C  -f  ;?', 

teilen  s/  m  n  gleiche  Strecken  und  legen  durch  jeden  Teilpunkt 
eine  Ebene  parallel  xy\  wir  erhalten  auf  diese  Weise  n  Schichten, 

deren  jede  von  zwei  Ellipsenflächen  begrenzt  wird  und  die  Höhe  — 

besitzt.  Die  untere  Begrenzungsebene  ist  jedesmal  die  kleinere  und 
da  das  Hyperboloid  sich  nach  oben  zu  allseitig  erweitert,  so  be- 
trägt das  Volumen  einer  Schicht  mehr  als  das  Volumen  des  ein- 
geschriebenen elliptischen  Cylinders,  welcher  die  untere  Begren- 
zungsebene zur  Basis  hat,  und  weniger  als  das  Volumen  des  um- 
schriebenen Cylinders,  dessen  Querschnitt  die  obere  Begrenzungs- 
ebene ist.     Demgemäss  gelten  folgende  Relationen: 
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T.>„_[0]-H-«^L2c-+(-)J-+«^|_2e-+(-)J-+... 

c*L  n  \w        /Jn 

c*L      f»        \w/Jn  c*L       f»        \n/Jn 

c*L       ti        \«/J« 


die  Differenz  beider  Cylinderstunmen  beträgt 


7r-|-    2c  — +  (  — ) n 

c*L       «        \n/Jw 


/ 


<?  n 

und  da  dieser  Ausdruck  bei  unendlich  wachsenden  n  der  Orenze 
Null  zueilt,  so  haben  die  beiden  obigen  Cylindersummen  eine  ge- 
meinschaftliche Grenze  »  V.     Bleiben  wir  bei  der  ersten  Summe 

stehen,  so  ist 

F~  dem  Grenzwerte  von: 

^a|r      l  +  2  +  ..+(n-l)  l'+2»+...  +  (n-l)»^.1^ 

c*  L  nr  nr  J 

und  zwar  nach  bekannten  Sätzen 

oder  bei  Restitution!  des  Wertes  von  /: 

12)  7-«^(ic»-c«.  +  i^). 

Der  Spezialwert  z=^2c  oder  y«— c  giebt  F=J-«aftc,  und  hierin 
liegt  der  bemerkenswerte  Satz,  dass  das  Volumen  der  Kappe  von 
der  Höhe  c  mit  dem  Volumen  der  Zone  übereinkommt,  welche  in 
dem  einfachen  Hyperboloide,  von  der  Eehlellipse  ab  gerechnet,  die 
nämliche  Höhe  besitzt. 

Eine  Zone,  deren  Begrenzungsebenen  parallel  zur  a;y- Ebene 
in  den  Entfernungen  Zq  und  ei>ifQ>c  liegen,  kann  als  Differenz 
zweier  Kappen  betrachtet  werden  und  hat  demnach  das  Volnmen 

13)  «^^-c*(.,-.'„)  +  i(V--^o')]- 

C 

Aus  dem  Vergleiche  mit  der  zwischen  denselben  Ebenen  enthaltenen 
Zone  des  einfachen  Hyperboloides  folgt,  dass  die  Differenz  beider 
Zonen  (ein  ringförmiger  Körper)  einem  elliptischen  Cylinder  gleich 
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ist,  welcher  die  Kehlellipse  des  einfachen  Hyperboloides  zur  Basis 
und  die  doppelte  Höhe  der  einen  Zone  zur  Höhe  hat. 

Das  elliptische  Paraboloid.     Der  in  der  Höhe  h  parallel 
zur  jr^- Ebene  gelegte  elliptische  Querschnitt  besitzt  nach  §  37  die 

Halbachsen  Y^ah  und  y2hh^  mithin  den  Flächeninhalt 

2nyäb.lv, 
handelt  es  sich  um  das  Volumen  V  einer  Kappe  von  der  Höhe  Zy 
so  teilt   man   z   wieder  in   n  gleiche  Strecken,   legt  durch  jeden 
Teilpunkt   eine  Ebene   parallel   xy   und   zerfWt  somit  die  Kappe 

in  n  Schichten,  deren  jede  von  zwei  Ellipsenflächen  begrenzt  wird 

z 
und  die  Höhe  —  besitzt.     Zufolge  des  Umstandes,   dass   sich   das 

Paraboloid  nach  oben  zu  allseitig  erweitert,  ist  jede  solche  Schicht 
grösser  als  der  eingeschriebene  und  kleiner  als  der  umschriebene 
elliptische  Cylinder,  mithin 

F>  27rl/ä6  0-  +  27rl/äÜ-  -  +  27r  j/«^  —  — +  .•• 

n  n   n  n    n 


.   «    ,/   ,  (n  —  l)z  z 


n         n 

/ —  z    z  j-     2z  z  t —  3^  z 

V<2nyab       -+  2nyah- +  27tl/at^ f- . .  • 

n   n  n    n  n    n 

...+  27tyah 

n    n 

Die  Differenz  beider  Cylindersummen  beträgt 

2nyäh^^  ^  ^2nyab-- 
n    n  n 

und   hat  für  unendlich   wachsende  n  die  Null  zur  Grenze;   beide 

Cylindersunmien  nähern  sich  daher  einer  gemeinschaftlichen  Grenze 

«^  F,  d.  h.  es  ist,  wenn  wir  die  erste  Summe  betrachten, 

F—  dem  Grenzwerte  von: 

o    1/   ,  1  +  2  +  3+.. .+  (*t-l)    , 

oder  ^ 

14)  V^-nyab.z^. 

Erteilt  man  dieser  Gleichung  die  Form 

V=^  l  .27cyäbz.z     _ 
und  erümert  sich  an  die  Bedeutung  von  2 7t  Y ab z^  so  hat  man  den 
Satz,     dass    der   Inhalt    der   betrachteten   Kappe    die   Hälfte   vom 
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Fig.  ci. 


Inhalte  des  umschriebenen  elliptischen  Cylinders  beträgt.  Dieser 
Satz  darf  als  das  stereometrische  Korrelat  des  Archimedischen 
Satzes  von  der  Parabel  gelten. 

Der  Inhalt  einer  Zone,  deren  Begrenznngsebenen  parallel  znr 
ir?/- Ebene  in  den  Entfernungen  r^  und  Zi^eQ  liegen,  ergiebt  sich 
hieraus 

15)  -7rl/al)(V-0- 

Das  hyperbolische  Paraboloid.  Um  einen  quadrier- 
baren Querschnitt  der  Fläche  zu  erhalten,  legen  wir  in  der  Ent- 
fernung OL*^l  eine  Ebene 
parallel  zur  x^- Ebene  durch 
das  Paraboloid;  der  ent- 
stehende Yertikalscbnitt  ist 
eine  durch  die  Gleichung 

-  -  ^  =  2£ 
a        b 


charakterisierte  Parabel  MPX. 

Sie  schneidet  die  o:^- Ebene 
in  zwei  Punkten  M  und  N,  für  welche  £r «  0  und  y  ^  LM  oder 
=  LN  ist;   dies  giebt 

Diese  Parabel  begegnet  ferner  der  a?jer- Ebene  in  einem  Punkte  P 
(ihrem  Scheitel),  dessen  t/  —  0  und  dessen  z^LP  ist;  woraus  folgt 

LP^-TT 

2    a 

Der  bekannte  Satz  des  Archimedes  lehrt  nun  den  Flächeninhalt 
des  Querschnittes  kennen,  nämlich  MPN ^  ^LM ,  LP^  d.  i.  ver- 
möge der  angegebenen  Werte: 


2^ 
3 


Nach  dieser  Vorbereitung  schreiten  wir  zur  Inhaltsbestimmung 
des  körperlichen  Baumes  F,  welcher  von  der  o?^- Ebene,  von  einem 
in   der  Entfernung  x  parallel  zur  y^r- Ebene  gelegten  Querschnitte 
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und  im  übrigen  von  dem  hyperbolischen  Paraboloide  begrenzt 
wird.  Zu  diesem  Zwecke  teilen  wir  o:  in  n  gleiche  Strecken,  legen 
durch  jeden  Teilpunkt  eine  Ebene  parallel  yz  und  zerf&Uen  somit 
das  Volumen  in  n  Schichten,    deren  jede   von   zwei   parabolischen 

X 

Querschnitten   begrenzt  wird  und  ~  zur  Dicke  hat.     Da  sich  die 

n 

Fläche  in  der  Bichtung  der  x  allseitig  erweitert,  so  beträgt  das 
Volumen  einer  solchen  Schicht  mehr  als  das  Volumen  des  einge- 
schriebenen und  weniger  als  das  Volumen  des  umschriebenen  para- 
bolischen Cylinders;  diese  Bemerkung  führt  zu  den  Relationen 


2^  yäh  ^  -r^   ,    2  Yah  /xV  ^   ,    2^  Vab  /2xy  x 
^J    a'        n'^  3     a'~\n)    n'^^'a'    \n)   n'^'" 

2  yäh  ({n  -  1)  x\^  X 

^Vab  /xV  ^2  Yah  /2x\^  x_ 
^  3    ~a^\n)   w  "^  3  "ä^'U/    n  '^  ' " 

2  Yah  /nxV  X 

Der  Unterschied  beider  Cylindersummen  ist 

2  |/aö  fnx\^x  _  2  }/ä&  x^ 
3a^\w/w        3a^w 

und  hat  für  unendlich  wachsende  n  die  Null  zur  Grenze.  Beide 
Cylindersummen  besitzen  demnach  eine  gemeinschaftliche  Grenze 
=  V  und  zwar  ist,  wenn  wir  nur  die  erste  Summe  beibehalten, 

F—  dem  Grenzwerte  von 
2  1/^  1»-}- 2«+ 33  +  ...+ («-1)3    ^ 

oder  nach  einem  bekannten  Satze 

16)  ^-i^"'•^^ 

das  Volumen  V  ist  daher  der  vierte  Teil  vom  Volumen  des  um- 
schriebenen parabolischen  Cylinders. 

Für  das  Volumen  einer  Zone,  welche  von  zwei  in  den  Ent- 
fernungen Xq  und  x^  >  Xq  parallel  zur  2/^ -Ebene  gelegten  Quer- 
schnitten, von  der  a*^- Ebene  und  ausserdem  von  der  Fläche  be- 
grenzt wird,  ergiebt  sich  hiernach 

Fort  u.  Sohiriniilcli,  anal.  Goom.  II.  IB 
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Besteht  dagegen  die  Begrenzung  der  Zone  aus  zwei  in  den  Ent- 
fernungen y^  und  y^  >  y^  parallel  zur  a:jer- Ebene  gelegten  Quer- 
schnitten und  im  übrigen  wieder  aus  der  x'^- Ebene  und  dem 
hyperbolischen  Paraboloid,  so  stellt  der  Ausdruck 

das  Volumen  jener  Zone  dar. 


Nenntes  Kapitel. 
Flächen  verschiedener  Gattung. 


§43. 
Brsetigung  der  Flftohen  duroh  Kurven. 

Nach  Analogie  der  in  den  §§31,  32  und  33  vollstftndig  mit- 
geteilten Diskussion  der  allgemeinen  Gleichung  der  Fl&chen  zweiten 
Grades  ist  zwar  eine  Untersuchung  über  die  möglichen  verschie- 
denen Flächen  dritten  Grades  ausfahrbar,  doch  kann  dieselbe 
wegen  ihrer  Weitläufigkeit  hier  nicht  mitgeteilt  werden;  dasselbe 
gilt  in  noch  weiterem  Masse  für  die  Flächen  vierten  oder  höheren 
Grades.  Wir  beschränken  uns  daher  über  den  zweiten  Grad 
hinaus  auf  die  Betrachtung  einzelner  Flächen,  welche  ent- 
weder durch  besondere  geometrische  Eigenschaften  oder  durch 
ihr  Vorkommen  bei  physikalischen  Fragen  die  Aufinerksamkeit 
auf  sich  ziehen.  Hierin  liegt  der  Grund,  warum  wir  bei  der 
nachfolgenden  Besprechung  von  Flächen  verschiedener  Gattung 
nicht  mehr  von  deren  Gleichungen  ausgehen,  sondern  umgekehrt 
ans  der  Entstehungsweise  jeder  einzelnen  Fläche  ihre  Gleichung 
ableiten. 

Wir  erinnern  zunächst  an  den  Umstand,  da^s  jede  der  vier 

ersten  Flächen  zweiten  Grades  durch  eine  bewegliche  Ellipse,  und 

das   hyperbolische   Paraboloid   durch   eine   veränderliche   Hyperbel 

beschrieben  werden  kann,  wenn  die  betreffende  Kurve  parallel  einer 

Ebene  {xy)  fortbewegt  wird  und  gleichzeitig  ihre  Scheitel  auf  zwei 

gegebenen  Linien  bleiben;   allgemeiner  aufgefasst  liegt  hierin  ein 

Mittel  zur  Erzeugung  beliebiger  Flächen.   Bewegt  sich  nämlich  eine 

ihrer  Natur  nach  bestimmte  ebene  Kurve  s  so,  dass  sie  einer  festen 

Ebene  parallel  bleibt  und  ausserdem  zwei  gegebene  Linien  s^  und 

18* 
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8^  schneidet,  so  beschreibt  s  im  allgemeinen  eine  Fläche,  deren 
Gleichung  sich  aus  den  vorigen  Bedingungen  herleiten  lässt.  Wir 
wollen  einige  Fälle  der  Art  betrachten. 

J.  Elliptische  Paraboloide.  Wir  denken  uns  drei  auf 
einander  senkrechte  Ebenen  und  in  zweien  derselben  beliebige  pa- 
rabolische Kurven  konstruiert;  lassen  wir  nun  6ine  veränderlich*» 
Ellipse  sich  so  bewegen,  dass  ihre  Ebene  der  dritten,  von  jenen 
Ebenen  parallel  bleibt  und  zugleich  ihre  Scheitel  auf  den  gegebenen 
Parabeln  fortrücken,  so  beschreibt  die  Peripherie  der  Ellipse  eine 
Fläche,  die  im  allgemeinen  ein  elliptisches  Paraboloid  heissen 
mag.     Zu  ihrer  Gleichung  gelangt  man  auf  folgende  Weise. 

Die  beiden   ersten  Ebenen  wählen  wir  zu  Koordinatenebenen 
der  xz  und  yz^   und   denken  uns   die   beiden  Parabeln  durch  die 

beiden  allgemeinen  Gleichungen 

1)       a/'=,p(^),    i/"~n'iz\ 

bestinunt,  wobei  in  Beziehung  auf  die 
Figur  Nü^oi!\  NV^p"'  und  ON^z 
ist.  Für  jeden  auf  der  Ellipse  UPV, 
also  auch  auf  der  Fläche  liegenden 
Punkt  P,  dessen  Koordinaten  x,  i#,  s 
heissen  mögen,  gilt  weiter  die  Ellipsengleichung 

und  hier  bedarf  es  nur  der  Substitution  von  o/'  und  j/"  aas  Nr.  1), 
um  sofort 


Fig.  62. 


3) 


\q>(z))  +Vq-w) 


als  Gleichung  der  Fläche  zu  erhalten. 

So  hat  man  z.  B.,  wenn  die  beiden  Leitkurven  semiknbische 
Parabeln  und  durch  die  Gleichungen 


■'-i/r-  ■•"•-/' 


Z' 

h 


bestinunt  sind,  als  Gleichung  der  Fläche: 

4)  ax^  +  hy^  «=  z^\ 

letztere    ist    demnach    ein   elliptisches   Paraboloid  dritten  Grades. 
Die  Gestalt  desselben  erkennt  man  leicht  aus  seiner  Entstehnngs- 
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weise;  die  Fläche  erweitert  sich  allseitig  in  der  Eichtung  der  po- 
sitiven ;?,  läuft  für  ;e:«=0  in  eine  Spitze  aus  und  hört  bei  negativen 
z  zu  existieren  auf.  Die  zur  or^- Ebene  nicht  parallelen  Schnitte 
sind  Kurven  des  dritten  Grades.  Was  die  berührende  Ebene  in 
einem  Punkte  der  Fläche  betrifft,  so  ist  diese  nach  dem  in  §  41  |3 
angegebenen  Verfahren  leicht  zu  bestimmen.  F&r  eine  Ebene, 
welche  mit  der  Fläche  die  Punkte  Ä-Qi/Q^er^,  ^^1^0^!»  ^0^2^«  gemein 
hat,  gilt  nämlich  die  Gleichung 


und  zwar  ist  dabei 

Die  Subtraktion  der  ersten  von  der  zweiten  Gleichung  giebt 
woraus 


***!  -^0  ^l    ~^  ^1  ^0  "T  ^0 

auf  analoge  Weise  folgt  aus  der  Verbindung  der  ersten  mit  der 
dritten  Gleichung 

^2  —  ^0  _  _  ^  0/2  +  '^'o) 

1/2         ^0  ^2      »     ^2  ^0    »     ^ii 

substituiert  man  diese  Werte  in  die  obige  Gleichung  der  Schnitt- 
ebene und  lässt  nachher  die  Punkte  it'o^/o'^oi  ^i^o^n  ^qV^H  *^" 
sammenfallen,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  berührenden  Ebene: 

S(|-^o)  +  |f^^^-.'/o)-(f--o)-0 
oder 

=  -  3  V  +  2  (a  V  +  6. Vo*)  -  -  V- 
Bei  Weglassung  der  nicht  mehr  nötigen  Indices  ist 

und  man  erkennt  hieraus,  dass  die  durch  den  Punkt  xyz  gehende 
Tangentialebene  von  den  Koordinatenachsen  die  Strecken 
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_  z^ i_  x"*^   _  _f!_  _  _  1  y"'*     il_ 

2ax  2    x'  21)y^       2     y  '  3  ^ 

abseluieidet,  deren  Konstruktion  sehr  einfach  sein  würde. 

Auch  die  Kubatur  einer  Kappe  oder  Zone  unserer  Fläche  ante^ 
liegt  keiner  Schwierigkeit.  Ein  in  der  H((he  h  parallel  zur  x.v- 
Ebene  geführter  Querschnitt  ist  eine  Ellipse  und  deren  Flftche 


'VI 


h*. 


ft       Vah     ' 


z      2f 
denken  wir  uns  ckrartige  Schnitte  in  den  Höhen  0,    —  ?       i  ••• 

n      it 

(n—l\z    nz       ,     ^  ^„,    ,.    ^  ,      ^,        . 

^^ —t  —   gelegt,   so  zerfällt  die  Kappe  von  der  Höbe  f  in  « 

z 
Schichten,  deren  jede  die  Höhe  —  besitzt  und  grösser  als  der  ein- 

geschriebene,  dagegen  kleiner  als  der  umschriebene  elliptische  Cy- 
linder  ist.  Für  das  Volumen  V  der  Kappe  gelten  demzufolge  die 
Ungleichungen 

r>^o^-  +  ^(M'^  +  -f.-(2'y -*-  +  ... 

Vah  ^^/    «       Vah  \n  /  n 


Vi 

8 


7t     An  —  Ijjsry  z 


~^  \n  )   n' 


die  Di£ferenz  der  beiden  Cylindersummen  ist 


Yab  w 
» 

und  nähert  sich  für  unendlich  wachsende  n  der  Qrenze  Null,  woraus 
folgt,  dass  die  obigen  Cylindersummen  einer  und  derselben  Oren» 
zustreben,  welche  V  selber  sein  muss.  Demnach  ist,  wenn  wir 
bei  der  ersten  Summe  bleiben, 

V  ™  dem  Grenzwerte  von: 

Vah  «*  ^' 

d.  h.  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze 
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Hieraus  ergiebt  sich  das  Volumen  einer  Zone,  deren  Begrenzungs- 
ebeuen  parallel  zur  r?^- Ebene  liegen,  indem  man  dasselbe  als 
Differenz  der  Volumina  zweier  Kappen  betrachtet. 

Nach  dem  vorigen  kann  man  leicht  elliptische  Paraboloide 
beliebiger  Orade  konstruieren;  wählt  man  z.  B.  als  Leitkurven  zwei 
gewöhnliche  Parabeln,  deren  Achsen  die  x-  und  ^- Achse  sind  und 
welche  den  Koordinatenanfang  zum  gemeinschaftlichen  Scheitel 
haben,   so  treten  an  die  Stelle  der  Gleichungen  l)  die  folgenden: 

a  0 

und  hieraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Fläche 

letztere  ist  demnach  ein  elliptisches  Paraboloid  vierten  Grades, 
welches  für  ^»a  in  das  auf  S.  159  erwähnte  Rotationsparaboloid 
übergeht.  Als  Gleichung  der  Berührungsebene  findet  man  nach 
dem  allgemeinen  Verfiahren 

oder  bei  Weglassung   der  Indices  und   weiterer  Zusammenziehung 

die  Tangentialebene  im  Punkte  xyz  schneidet  demnach  auf  den 
Koordinatenachsen  die  Strecken  ab 

a^x  X  Iry  y 

deren  Konstruktion  sehr  leicht  sein  würde.  —  Für  das  Volumen  V 
einer  Kappe  von  der  Höhe  z  ergiebt  sich  nach  der  allgemeinen 
Methode 

*      nh 

woraus  das  Volumen  einer  Zone  wie  vorhin  hergeleitet  werden  kann. 

Die  mitgeteilten  Betrachtungen  lassen   noch  insofern  manche 

Verallgemeinerung  zu,   als  man  die  parabolischen  Leitlinien  durch 

beliebige  andere  Kurven  ersetzen  und  statt  der  beweglieken  Ellipse 


1 
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Fig.  68. 


irgend   eine  Kurve   nehmen  kann,   deren  Natur   durch  die  beiden 
Strecken  NU  ^  x!'  und  NV'^i/'^  bestimmt  ist. 

2.  Keilflächen.  Eine  veränderliche  Q«rade  möge  sich  so 
bewegen,  dass  sie  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt  und  ausser- 
dem sowohl  eine  gegebene  Gerade  als  eine  sonst  noch  gegebene 
feste  Kurve  schneidet;  die  bewegliche  Gerade  beschreibt  in  diesem 
Falle  eine  Flüche,  die  längs  der  festen  Geraden  in  eine  Schneide 
ausläuft  und  daher  nicht  unpassend  als  eine  Keilflä3he  bezeichnet 

werden  kann.  Um  ihre  Gleichung  in 
möglichst  einfacher  Form  zu  erhalten, 
nehmen  wir  die  feste  Gerade  zur  i- 
Achse  und  die  feste  Ebene  zur  j/i- 
Ebene;  bezeichnen  jetzt  a:,  y,  r  die 
Koordinaten  irgend  eines  Punktes  P 
der  beweglichen  Geraden  und  x^^ 
die  Koordinaten  ihres  Durchschnittes 
Q  mit  der  Kurve,  so  können,  der  ersten  Bedingung  zufolge,  die 
Gleichungen  der  beweglichen  Geraden  durch 

y 

dargestellt  werden.     Femer  gelten  für  den  Punkt  r'yV  die  Gtei- 
chnngen  der  gegebenen  Kurve  etwa 

5)  y-vC^'),    ^'-'>i>(?-'\ 

und  nun  ergiebt  sich  aus  den  vier  aufgestellten  Gleichungen  duri-b 
Elimination  von  a/,  y,  if 


6) 


9  W 


:'/ 


als  Gleichung  der  beschriebenen  Fläche. 

Ist  z.  B.  die  Leitkurve  eine  Gerade,  mithin 

so  lautet  die  Gleichung  der  erzeugten  Fläche 

Cx  +  c 
^  ^  'Bx~+  h 

oder  ry  ^       ,  ,         ^ 

Cxy  —  Bxz  +  cy  ^  b£  '^  0\ 

letztere  ist  demnach  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  wie  schon  in 
§  40  Aufgabe  7  gefunden  wurde. 


y 
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Wenn  die  feste  Gerade  senkrecht  auf  der  festen  Ebene  steht 
und  die  Leitkurve  eine  Ellipse  ist,  deren  Mittelpunkt  auf  der 
^-Achse  und  deren  Ebene  parallel  zur  .^'^-Ebene  liegt,  so  gelten  für 
y  und  J  die  Gleichungen 

h 


a 

und  daraus   ergiebt   sich   als  Gleichung   der  elliptischen   Keil- 
fläche 


1)  Ya^  -  X' 


.2         ^2 


Die  horizontalen  Schnitte  derselben  sind  Ellipsen,   denn  für  z  =  h 
erhält  man  /^.  \2 


c 

alle  sonstigen  zur  //^ -Ebene  nicht  parallelen  Schnitte  geben  Kurven 
vierten  Grades. 

Die  durch  den  Punkt  xiiz  gehende  Berührungsebene  bestimmt 
sich  wie  fi^er  auf  die  Weise,  dass  man  durch  die  Punkte  xyz^ 
■^i//*i)  ^Vt^t  ziiDächst  eine  Schnittebene  legt  und  nachher  diese 
Punkte  zusammenfallen  lässt.  Die  Gleichung  der  genannten  Ebene  ist 

und  vermöge  der  Gleichung  der  Fläche 

z^  —  z  ^    acy  ("j/a*  —  o?*  —  ^a^  —  a;,*) 
•^i ""  ^       h ^(j?  —  x^^  yc?  —  x^ .  {x^  —  a-) 


ac 


*-  2  ~  _;«■  _ 

ih  -  n"^  h  yä^^  X 


2' 


der  erste  Quotient  rechter  Hand  bedarf  noch  einer  Transformation 
und  zwar  besteht  dieselbe  darin,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit 

y^^~x^  +  Va^  -V 
multipliziert,  wodurch  der  Zähler  rational,   nämlich  =  arj*  —  Jt* « 
(xj  +  x)  {xy  —  x)  wird.     Nach  Hebung  des  letzten  Faktors  bleibt 

hZZA^ ^<^(^i  +  ^)y 

•«^1  -  -P  ""  6  y{a^  -  x^^)  (a*  -  x*)  Wif^x^  +  yö^^^V]' 
setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  der  Schnittebene  ein  und 
lässt  dann  die  Punkte  xyz^  ^i^^n  ^^s^s  zusammenfallen,  so  bleibt 
als  Gleichung  der  Tangentialebene: 
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hyW-'^'  ^^'"^^  öTK^  -")  ^^ "  -"^  -  ^f  -  ^^  =  <>' 

oder,  wenn  |/a*  —  ic*  durch  z  ausgedrückt  und  das  Gleichartige 
vereinigt  wird, 

Um  das  Volumen  einer  Kappe  von  der  Höhe  z  zu  ermitteln, 
benutzen  wir  wieder  die  Methode-  der  ein  -  und  umschriebenen  Cj- 
linder;  letztere  sind  elliptische  Cylinder,  weil  der  in  der  H9be  h 
parallel  zur  o;^- Ebene  gelegte  Querschnitt  eine  aus  den  Halbachsen 

a  und    —  konstruierte  Ellipse  ist,   deren  Fläche  n   beträgt. 

c  c 

Hiemach  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Un- 
gleichungen 

^^  r.  ^    .      ah  z    z    ^      ab  2z  e    ^ 

V>n  —  0-+^ V^        h... 

c       n  c    n  n  c    c    n 

ab(n  —  1)  z  z 

c  n        n 

ab  z   z    ^      ab  2z  z    ,      ab  Sz  z    ^ 

F<7c [-  7t  — [-  n h... 

c    n  n  c    n   n  c    n    n 

.       ab  nz  z 

. . .  +  Ä  —  —  — ; 

man  zieht  daraus 

V  «  dem  Grenzwerte  von: 

«5  1  +  2  +  3+..^+(n~l)   2 


TT 


c  n^ 


und  durch  Ausführung  des  Grenzüberganges 

*       c 

Das  Volumen  einer  Zone  des  elliptischen  Keiles  ist  hiernach  leicht 
zu  finden. 

§44. 
Fusspunktfl&ohen. 

Denkt  man  sich  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  einer  ge- 
gebenen Fläche  an  diese  eine  Berührungsebene  gelegt  und  aaf 
letztere  von  einem  festen  Punkte  C  eine  Senkrechte  herabgelassea, 
deren  Fusspunkt  Q  heissen  möge,  so  entspricht  jedem  Punkte  P 
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ein  neuer  Punkt  Q  im  Räume,  und  wenn  P  die  gegebene  Fläche 
durchläuft,  so  wird  auch  der  Punkt  Q  eine  gewisse  Fläche  be- 
schreiben, welche  man  die  entsprechende  Fusspunktfläche  nennen 
kann.  Nicht  ohne  Interesse  sind  die  aus  den  Flächen  zweiten 
Grades  abgeleiteten  Fusspunktflächen,  deren  Betrachtung  uns  im 
folgenden  beschäftigen  wird. 

a)  Die  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  lassen  sich,  wenn 
die  Hauptachsen  zu  Koordinatenachsen  genommen  werden,  durch 
die  allgemeine  Grleichung 

1)  Ax^+By^+Cz^'^D 

ausdrücken,  und  die  Gleichung  der  Berührungsebene  im  Punkte  xyg 
ist  dann  ^^^  ^  ^^^  ^  ^^j.  _  j^ 

Eine  Senkrechte  vom  Mittelpunkte  der  Fläche  (dem  Koordinaten- 
anfange)  auf  die  Tangentialebene  schneidet  letztere  in  einem  Punkte, 
dessen  Koordinat-en  |q,  y/q,  ^o  ^^^  §1^  ^^*  ^^  gefunden  werden; 
sie  sind 


2) 


AVx 

^  ~  yi  V +£•?/*+ rv' 

CDz 

fo- 


A*3?  +  B^y*  +  C*.-* 

Die  Gleichung  der  Fnsspunktflftche  darf  ausser  |q,  i]^,  ^  nur  noch 
die  bekannten  GrOssen  A,  B,  C,  V  enthalten,  sie  ist  folglich  durch 
Elimination  von  x,  4/,  •■  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  zu  ent- 
wickeln.    Aus  Nr.  2)  findet  man  einerseits: 

D* 

«0   -t-  »Jo   -t-  So         ^i^i  ^  ^y  ^  fjtgt' 

andererseits  bei  Bflcksicht  auf  die  Gleichung  l) 


"fe+*+^) 


die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  das  Qtiadrat  von  der  rechten 
Seite  der  vorhergehenden  Gleichung,  mithin 

(lo*+  V+  Jo*)*-  2)  (^*  +  ^*  +  ^) 
oder,  wenn  man  ir,  y,  j?  für  Jj,,  tjq^  Jq  schreibt. 
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Demnach    ist    für    die    Fusspunktfläche     des     dreiachsigen 

Ellipsoides: 

(^2  +  y^  +  z^y  -  aH^  +  hhf^  +  c^z\ 

des  einfachen  Hyperboloides: 

(^2  +  yi  +  ^2)2  «=  a^x^  +  h^y^  -  c^z\ 

und  des  geteilten  Hyperboloides: 

Diese  drei  Flächen  besitzen  gemeinschaftlich  eine  bemerkens- 
werte Eigenschaft;  schneidet  man  nämlich  die  Fläche  3)  durch 
eine  konzentrische  Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser  A%  so  gilt  fär 
alle  Punkte  der  Durchschnittslinie  ausser  der  Gleichung  3)  noch 
die  folgende:  ,.+  ,.+  ,.=  ;kS 

°^''"  (x*  +  i,^+  z*y  =  Ä«  {x*  +  .,/"  +  .-^) , 

deren  Substitution  in  Nr.  3)  giebt 

I)  Ä^  B'^  C 

oder 

g:-c-)'*-g-/;)-+(M).''- 

Diese  Gleichung  repräsentiert  einen  elliptischen  Kegel;  die  Schnitt- 
kurve  ist  also  ein  sphärischer  Kegelschnitt. 

h)  Die  nichtcentrischen  Flächen  zweiten  Grades  können  durcb 
die  allgemeine  Gleichung 

4)  Aa?+By^^2z 

ausgedrückt  werden,  derzufolge  die  Gleichung  der  Tangentialebene 

im  Punkte  ocyz  ist: 

Axi  +  Byi]  —  f  «iSf. 

Eine  Senkrechte  vom  Scheitel  der  Fläche  (dem  KoordinatenanlaDge! 
auf  die  Berühmngsebene  schneidet  letztere  in  einem  Punkte  Iq'^ohi^ 
dessen  Koordinaten  sind: 

Byz 


5) 


W,.  ==   — r.- 


na 


k 


A^x^  +  B^y^  +  1 

—  z 


A^x^  +  Bhß  +  1 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  erstens 
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2 


So  +  ^0  +  ?o       A^x^'\-  BY+  l' 
ferner  unter  Rücksicht  auf  Nr.  4) 

Ä  "^  B     (4V+5y+i)" 

multipliziert  man  das  erste  Ergebnis  mit  2^»  und  vereinigt  es  mit 
dem  zweiten,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  Fusspunktfl&che 

oder,  wenn  a*,  y,  —  z  statt  J^,  t^Q,  ^  geschrieben  werden, 

6)  (x»  +  /+,«),  =  lQ*  +  ^)- 

Hiemach  ist  für  die  Fusspunktfläche  des  elliptischen  Pa- 
raboloides:        (,.+  ,*+,.),.  I  ^„,.+ ,j,.), 

und  des  hyperbolischen  Paraboloides: 

Die  auf  der  £:- Achse  senkrechten  (horizontalen)  Querschnitte 
der  ersten  Fläche  sind  Ellipsen,  die  der  zweiten  Hyperbeln;  jeder 
die  Ä- Achse  in  sich  enthaltende  Schnitt  ist  die  Fusspunktkurve  einer 
Parabel  (eine  Cissoide).  Schneidet  man  die  erste  Fusspunktfläche 
durch  eine  aus  dem  Halbmesser  k  beschriebene  KugeUBäche,  so  ge- 
nügt jeder  Punkt  des  Schnittes  der  Gleichung 

d.  h.  geometrisch,  es  lässt  sich  immer  ein  elliptisches  Paraboloid 
angeben,  welches  mit  der  Kugel  denselben  Schnitt  bildet,  wie  jene 
Fusspunktfläche;  eine  ähnliche  Eigenschaft  besitzt  die  Fusspunkt- 
fläche des  hyperbolischen  Paraboloides. 

§45. 
Sohraubenlinie  und  Sohraubenfläohe. 

I.  Wenn  die  Ebene  eines  gegebenen  Winkels  BAC  dergestalt 
um  einen  geraden  Ereiscylinder  herumgewickelt  wird,  dass  der  eine 
Winkelschenkel  AB  mit  einem  normalen  Querschnitte  des  Cylin- 
ders  zusammenfällt,  so  beschreibt  der  andere  Winkelschenkel  AC 
auf  der  Cylinderfläche   eine  Kurve,   welche   die  Schraubenlinie 
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genannt  wird;  der  Halbmesser  des  Cylinders  heisst  ihr  Radios^ 
und  der  konstante  Winkel  ihr  Steigungswinkel,  um  die  Schraa- 
benlinie  vollständig  zu  erhalten,  muss  man  sich  den  gegebenen 
Winkel  durch  seinen  Scheitelwinkel  ergänzt  und  diesen  gleich- 
zeitig  mit   aufgewickelt   denken;    die   Kurve   erstreckt   sich  daher 


Fig.  64. 


-\. 


sowohl  auf-  als  abwärts  von  dem  normalen  Querschnitte  ins  un- 
endliche. Femer  ist  zu  berücksichtigen,  dass  jene  ümwickelnng 
auf  zwei  verschiedene  Weisen  —  rechts  herum  und  links  herum 
—  geschehen  kann,  dass  also  aus  den  gegebenen  Daten  (Stei- 
gungswinkel und  Radius)  zwei  symmetrisch  gleiche  Schraubenlinien 
konstruierbar  sind,  welche  man  durch  die  Benennungen  rechts- 
gängige und  linksgängige  Schraubenlinie  zu  unterscheiden  pflegt; 
die  Figur  zeigt  einen  Teil  der  letzteren  nebst  deren  Vertikal- 
projektion. 

Um  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  zu  erhalten,  nehmen 
wir  die  Oylinderachse  zur  ;?•  Achse  eines  rechtwinkligen  Eoordinaten- 
systemes,  dessen  a;^-Il!bene  mit  ^er  TTbene  des  genannten  normalen 
Querschnittes  zusammenfallen  möge;  den  Punkt  A^  in  welchem 
letztere  von  der  Schraubenlinie  getroffen  wird,  verbinden  wir  mit 
dem  Mittelpunkte  des  Querschnittes  durch  eine  Gerade,  und  wählen 
letztere  zur  Achse  der  x.  Der  Radius  OÄ  —  OB  sei  —  a,  der  Stei- 
gungswinkel BÄC=ß.  Ist  nun  P  ein  beliebiger  Punkt  des  Schen- 
kels AC  und  Pi  seine  Projektion  auf  den  Schenkel  AB,  so  kommt 
bei  der  Aufwickelung  P,  so  auf  den  normalen  Querschnitt  APB 
zu  liegen,   dass   der  Bogen  AP*   gleich  der   Geraden  AP^   wird; 
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die  Linie  P^P  dagegen  bleibt  gerade  und  fällt  auf  die  durch  P' 
gehende  erzeugende  Gerade  P*  P  des  Cylinders.  Bezeichnen  wir 
die  drei  Koordinaten  des  Punktes  P  der  Schraubenlinie  mit  OL  -»  Xy 
LP'^PP'^^y,  PP^LP'^^z  und  den  Bogen  AP*  mit  s,  so  ist 

x-^  OP*  cosÄOP'  ^acos  ^  » 

a 

y  -  OP sinAOP  —  a sin  — , 

und  in  dem  ebenen  rechtwinkligen  Dreiecke  PAP^ 

PP^  «=  AP^ .  tanß,    d.  h.  z^  stan  |S; 

der  Wert  von  s^  aus  der  letzten  Gleichung  in  die  vorhergehenden 

substituiert,  giebt 

z  z 

X  "^  acos  —, — - 1     y  =  asin  -      — ,• 
atanß  a  tan  ß 

Die  Grösse  atanß  bedeutet  geometrisch  dasjenige  z  der  Schrauben- 
linie, welches  für  5  —  ä,  d.  h.  für  LAOP  ^  bl^  17'  44"  8  zum 
Vorschein  kommt;  diese  bestinomte  und  für  jede  gegebene  Schrau- 
benlinie unveränderliche  Grösse  wollen  wir  den  Parameter  der 
Kurve  nennen  und  mit  c  bezeichnen;  es  sind  jetzt 

^.,     ij  =  a  Mn  —  C   ^^  a  Uv^   h^ 

die  Gleichungen  der  Vertikalprojektionen  der  Schraubenlinie,  woraus 
sich  noch 

2)  x*+i,*=^a* 

als  Gleichung  der  Horizontalprojektion  findet.    Für  die  Schrauben- 
linie entgegengesetzter  Drehung  (rechtsgängig)  ändert  der  Bogen  s     ^ 
sein  Vorzeichen  und  die  Gleichungen  werden  da£er  ^ 

3)  rr  «=  a  cos  —  ?     y  ^  —  asin  —  t     x^  +  y^ «  a*.  ^/^ 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  l)  erst  ^'  «=  0  und  nachher 
e^^nCy  so  erhält  man  im  ersten  Falle  a:«=  +  «»  im  zweiten  «*=*  —  a; 
bei  einem  halben  Umgange  steigt  also  die  Schraubenlinie  um  nCy 
bei  einem  ganzen  Umgange  um  27cc;  letztere  Grösse  pflegt  man 
daher  die  Höhe  eines  Schraubenganges  zu  nennen. 

Die  gerade  Verbindungslinie  zweier  Punkte  xyz  und  oc^^y^z^^ 
der  betrachteten  Kurve  kann  durch  folgende  Gleichungen  darge- 
stellt werden 


z  '  t 

1)  ./•  —  a  cos  — 7     y  '^  a  sin  —  (^  -3^  (\^  Ia, 


'«  « 


/  ♦ 
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cc.-x,.  .  f/,  —  y 


4)        ^«^«    I  (f._,),       ,^^,,«^ZL_^(f^,), 


z^  —  z  -\~  ^ 


wobei  die  vorkommenden  Quotienten  kurz  M  und  ^  heissen  mögen: 
da  die  genannten  Punkte  der  Schraubenlinie  angehören,  so  ist 


.Ti  —  X 


a  {cos  "^  —  cos  "  j 
—  2  a  Sfw  -4r  —  sxn  — 


2c  2c 

^1 


\        c  c/ 


+  2  a  cos  -- —  sm  -  - — > 
2c  2c 


woraus  sich  ergiebt 


sin  — 


P       9 


a     .     ^j  +  £:  2c 

c  2c  5?!  —  ;e 


#  2c  ^ 

a         i?i  +  ^  2c 

A  =  4-  —  C05  -*— —  • 

c  2c  z^—  z 

Lassen  wir  den  Punkt  x^y^z^  dem  als  fest  gedachten  Punkte  /j/' 
immer  näher  rücken,  so  dreht  sich  die  Yerbindungsgerade  (Sekante' 
um  den  ersten  Punkt  und  nähert  sich  dabei  mehr  und  mehr  d?r 
tangentialen  Lage;  letztere  tritt  in  dem  Grenzfalle  J^i  «=  ir,  »i *=  ?'* 
jfi  —  je;  ein  und  diesem  entsprechen  gewisse  Grenzwerte  von  ^ 
und  ^,   welche   sich  aus  dem  bekannten  Satze  ergeben,  dass  der 

Quotient  — -—  bei  verschwindenden  O  in  die  Einheit  übergeht 
(Teil  I,  S.  250.)     Jene  Grenzwerte  sind  demnach 

sin       « und     -\ cos       —  +      ; 

c         c  c  c  c  c 

die  Gleichungen  4)  werden  jetzt  zu  den  folgenden 

c  c 

und  bestimmen  die  im  Punkte  xt/z  an  die  Schraubenlinie  gelegt^ 
Tangente.     Aus   den   vorstehenden   Gleichungen   zieht  man  nooh 
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oder 


x(|  —  x)  +  y(fi  —  ?/)«0 

d.  h.  geomArisdi,  die  Horizontalprojektion  der  Tangente  berührt 
die  kreisförmige  Horizontalprojektion  der  Kurve,  wie  zu  erwarten 
war.  Die  Tangentenkonstruktion  ist  hiemach  sehr  einfach;  in  der 
J//- Ebene  legt  man  nämlich  durch  den  Punkt  P'  eine  Tangente  an 
den  mit  dem  Halbmesser  a  beschriebenen  Kreis,  in  der  r;e:- Ebene 

zieht  man   durch  den  Punkt  P"   eine  Gerade,  welche  mit  der  a- 

—                                                                                     c 
Achse  einen  Winkel  bildet,  dessen  trigonometrische  Tangente  » 

ist;  die  erhaltenen  Geraden  sind  die  Horizontal-  und  die  Vertikal- 
projektion der  gesuchten  Tangente. 

Die  im  Berührungspunkte  der  letzteren  senkrecht  zu  ihr  ge- 
legte Ebene  heisst  die  Normalebene  im  Punkte  xifiS]  aus  den 
beiden  genannten  Bedingungen  findet  man  leicht  als  deren  Gleichung 

-  -J  (I  -  x)  +  -^  (i,  -  y)  +  ?  -  ^  =  0    , 
oder  / 

6)  -l^  +  ^V  +  ^S-h 


; 


wonach  auch  die  direkte  Konstruktion  der  Normalebene  (oder  ihrer 
Spuren)  sehr  leicht  ist. 

n.  Lässt  man  eine  Gerade  sich  so  bewegen,  dass  sie  an  der  ' 

Schraubenlinie  hingleitet  und  zugleich  die  Achse  der  Schraubenlinie     /  ' " 

-   ••  -  /  L\  H 
c 


Fig.  65. 


A 


senkrecht  schneidet,  so  beschreibt  sie  eine  sogenannte  Schrauben- 
fläche; in  der  Figur  ist  NP  die  bewegliche  Gerade  in  einer  ihrer 
Lagen.     Die  Koordinaten   eines  beliebigen  Punktes  II  der  beweg- 


Fort  u.  SchlOmilch,  anal  Goom.  II. 
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liehen  Geraden  (also  auch  der  Fläche)  mögen  £,  t/,  f  und  x,  v, : 
die  Koordinaten  des  Punktes  P  heissen,  in  welchen  sie  die  ßchrau* 
henlinie  schneidet;  die  Gleichungen  der  veränderlicbtfi  Geraden 
sind  in  diesem  Falle 

1  =  1    und    {  =  .; 

"  X 


setzt  man  die  Werte  von  x  und  i/  aus  Nr.  1)  ein,  so  ist 

n  ^  ^ 

—  —  tan  —  =»^  tan  ~- 
^  c  c 

die  Gleichung  der  Schraubenfläche,  wobei  im  folgenden  wieder  /, 
//,  ^  für  g,  1?,  f,  also  ^ 

7)  y  -  (an  '- 

^  X  C 

geschrieben  werden  möge.    Bei  Zugrundelegung  der  rechtsgängigen 
Schraubenlinie  ergiebt  sich 

— ■  =  —  Um 
X  c 

als  Gleichung  der  entsprechenden  Schraubenfl&che. 

Eine  Ebene,   welche   mit   der  Flache   die  Punkte  x^*,  z^ti:^ 

und  xy^e^  gemein  hat,  wird  repräsentiert  durch  die  Gleichnng 


-^  i)\        8)        ;■      '  (I  -  j)  +  '■ "-  (,  -  ,;)  -  (t  -  r)  -  0, 


wobei  f&r  jene  Punkte  die  Bedingungen 


±-^tan      '^     -  =tan  -^y     -^  =  tan  ■ 

X  C  JT'j  C  X  C 

erfedlt  sein  müssen,     unter  Benutzung  der  bekannten  Formel 

sin  iu  —  v) 
tan  i(  —  tan  v  «= 

COS  u  cos  V 

erhält  man  aus  jenen  Gleichungen,   indem  man  die  erste  von  der 
zweiten  und  yon  der  dritten  subtrahiert, 

sm  — . 


X^  —  X 

x^x 

Vt-y 

X 

« 

c 

■ ) 

z<,         z 
cos  —  cos  - 
c          c 

sm          - 
c 

dies  giebt  weiter 

r»         z 
cos  —  cos  — 
c         c 

• 
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Zt  —  e  cy         Zt        ^  c 

-- —      = ^  cos  —  cos  —  ' 7 

.r.  —  x  x.x         c  c       ,    z.  —  z 

sin  -^ 

c 

<6  o  "       Z  V  Zq  Z  C 

-  -   —  =  H —  cos  —  cos  - 

Lassen  wir  die  Punkte  :>•//;?,  ^^yZ'^  und  xy^z^  zusammenrücken,  so    y^uUCf 
geht  die  schneidende  Ebene  in"3ie'berührendeT3bene  über  und  die  f 

Z.    Z  Zq  Z 

Quotienten         — ?   — erhalten  gewisse  Grenzwerte,   die  sich 

aus  dem  Satze  ergeben,  dass  der  Quotient  -r—.  für  0  —  0  zur  Ein- 

stnv 

heit  wird.     Die  betreffenden  Gi*enzwerte  sind 

z  z        y 

oder,   wenn  cos  —  durch  tan  —  ■=  —  ausgedrückt  wird, 

c  ex 

cy  j       ,       c^ 

— A     und      + 


x^  +  y*  x^+  y* 

Die  Gleichung  8)  wird  jetzt  )  y-^  c-'t^o 


-«)-(t-e)''0  {    ^'^ 


f 


und  nach  gehöriger  Zusammenziehung 

sie  bestimmt  die  Tangentialebene  im  Punkte  xyz.  Letztere  ist 
sehr  leicht  mittels  der  Abschnitte  zu  konstruieren,  welche  sie  auf 
den   Achsen  bildet.  o^  \    i  i 

Aus  der  Gleichung  9)  findet  man  noch  ^^^    ^vC^.    lAv./. 

als  Gleichungen  der  im  Punkte  xyz  auf  der  Schraubenfläche  er- 
richteten Normale. 
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Zehntes  Kapitel. 
Analytische  Projektionslehre. 


Fig.  «6. 


§46. 
Die  axonometrisohe  Projektion. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  räumliche  Gegenstände  durch  Zeich- 
nung in  einer  Ebene  graphisch  darzustellen,  so  hat  man  bekannt- 
lich eine  doppelte  Wahl,  insofern  dazu  ebensowohl  die  Parallel- 
projektion als  die  perspektivische  Projektion  benutzt  werden  kann. 
Die  Mittel  zur  Ausführung  der  Zeichnung  selbst  giebt  die  deskrip- 
tive Geometrie,  deren  Kenntnis  wir  voraussetzen,  sie  lassen  sich 
aber  auch  unabhängig  von  dieser  entwickeln,  wenn  man  die  Auf- 
gabe vom  analytischen  Gesichts- 
punkte aus  ansieht,  ¥rie  es  im 
folgenden  geschehen  soll. 

Wir  denken  uns  einen  Punkt 
P  auf  ein  rechtwinkliges  Koordi- 
natensystem bezogen  und  durch 
die  Koordinaten  OL  =  j,  OJf ««, 
ON  ^^  z  gegeben;  das  ganze  Li- 
niensystem werde  rechtwinklig  anf 
eine  bestimmte  Ebene  projiaeit 
und  es  soll  nun  die  gegenseitige 
Lage  der  Projektionen  (/,  L\  m, 
N^,  P  ermittelt  werden.  Da  die 
orthogonalen  Projektionen  zweier 
parallelen  Geraden  wiederum  parallel  sind,  so  besteht  die  Pro- 
jektion des  erwähnten  Liniensystemes  aus  zwölf  (Geraden  (den 
Projektionen    der   zwölf  Kanten    des    aus   ä",    y,    g   konstmierten 
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Parallelepipedes),  von  denen  je  vier  parallel  laufen,  und  es  ist 
dieser  Lönienkomplex  bestimmt,  wenn  man  die  drei  Qeraden  Cfl]  »  x', 
(yM^  '^  y\  CfN^  — « if  und  die  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel 
kennt. 

Bezeichnen  wir  die  Stellungswinkel  der  Projektionsebene  mit 

LLOQ-^a,     LMOQ-^ß,     LNOQ^y, 

und  die  Neigungswinkel  der  Achsen  OL^  OM^  ON  gegen  die  Pro- 
jektionsebene mit  A,  fi,  V,  so  ist  zunächst 

;i  «  90^  -  «,     ^  «  90»-  /S,     v^  90^  -  y, 
mithin,  wenn  diese  Werte  in  die  Formel 

cos^a  +  cos^ ß  +  cos^y  «=  1 
substituiert  werden. 


.  I  sin^  k  +  sin^  fi  +  sin^  v  »«  1 , 


cos^  k  +  cos^  fi  +  co^  V  —  2. 

Was  die  Grössen  von  x\  y,  sf  anbelangt,  so  hat  man  unmittelbar 

2)  J^xcosX^     f/'^ycosiA,    s/^zcosv. 

Um  die  zwischen  x',  y,  ^  liegenden  Winkel  zu  finden,  bedarf  es 
nur  der  Erinnerung  an  den  bekannten  Satz,  dass  die  Projektion 
einer  ebenen  Fläche  auf  eine  andere  Ebene  gleich  der  ersten  Fläche, 
multipliziert  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  zwischen  beiden  Ebenen 
ist.  Wendet  man  ihn  der  Reihe  nach  auf  die  Dreiecke  LOM^ 
LON^  MON  und  ihre  Projektionen  an,  indem  man  berücksichtigt, 
dass  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  gleich  dem  Winkel  zwi- 
schen ihren  Normalen  ist,  so  hat  man  als  Projektionen  jener  Drei- 

eeksfiächen: 

^xysinv^     Y^zsin^^     YV^sinX'^ 

durch  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  ausgedrückt, 
sind  die  nämlichen  Flächen  X'O'Jtf',  lJO'y\  M^O^N': 

und  aus  der  Vergleichung  der  gleichnamigen  Flächen  folgen  die 
Formeln: 

in  (xV)  -  ^  sin  v,     sin  {cJ  J)  -  ^  sin  ^, 

5m(y0')-^5twA, 
oder  auch,  wenn  man  alles  durch  A,  fi,  v  ausdrückt. 


3) 


Sin 


1 
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4) 


sin  (ir'i/j  =  - 


sin  V 


cos  l  cos  (l 
siniji/z^)  « 


sin(x^gf)  « 


sin  fi 


cos  k  cos  V 


sin  k 


cos  (i  cos  V 

Für  den  praktischen  Gebrauch  der  erwähnten  Projektionsraethoiie 
bedürfen  diese  Formeln  noch  einer  Modifikation;  in  der  Regel  siebt 
man  nämlich  nicht  die  Winkel  A,  ft,  v  als  unmittelbar  bekannt  an. 
sondern  man  setzt  voraus,  dass  die  Projektionen  von  drei  gleichen 
auf  den  Achsen  abgeschnittenen  Strecken  (von  den  in  0  zusammen- 
treffenden Kanten  eines  Würfels)  gegeben  seien  und  berechnet 
hieraus  rückwärts  A,  fi,  v  und  die  Winkel  a'y,  a/je',  i/^.  Dies 
geschieht  auf  folgende  Weise.  Die  auf  jeder  Achse  abgeschnitt^^ue 
Strecke  sei  d  und  ihre  Projektionen  mögen  a\  b\  c'  heissen;  <iie 
vorigen  Formeln  geben  dann  für  X'^y  =  e  =  d  und  y««ö',  »/«-'', 

5)  o!  =  d  cos  A,     h'  '^  d  cos  f* ,     c'  =  d cos  v, 

oder,  wenn  man  quadriert  und  addiert, 

6)  a'*+6'*+c'2«=2(/^ 

Durch  Substitution  des  hieraus  folgenden  Wertes  von  d  liefern 
die  vorhergehenden  Gleichunjgen  die  Werte 

0Y2 


7) 


cosk  =»  - 


cos  II  — 


Ya^i  +  fe'2  +  c'« 
6' 1/2 


-    :  1 


Va'*  +  b'*  +  c" 
c'V2 

yä,'* +f^  +  c'* 

an  welche  sich  die  nachstehenden  reihen: 


cosv 


-y 


8) 


.   ,       ,  /&'*  +  c'«  -  a'* 


— : 7Z1 


+  6'*  +  (/* 
+  6'»  -  f"* 


+  b'*  +  c'* 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  lassen  sich  die  Formeln  4)  dnrch  die  fol 
genden  ersetzen: 
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f     •     /  '  A         Vi'*"  +  ^"  +  '^*)  («'*  +  f>'*  -  <='*) 

^   '^  2a'b' 


9) 


sm(xV)  = 


y ((,'*'+  h'*  +  (/«)  (fl'»  +  c'*  -  6'«) 


/  J 


2a'c 


sin  {j/ 


Bemerkenswert  ist   die   hieraus   folgende   leichte  Konstruktion   der 
Winkel  x^ y\  x^z\  t/ z\     Setzt  man  nämlich 

so  zeigen  die  nunmehrigen  Formeln 

/(a'2  +  ]/^  +  e'^ )  '(a'2  +  6''  -  c'^) 


i  /-* 


C05  i  C 


cos  l  B^ 


2a'h 


iij 


cos  .}il  = 

dass  A,  B,  C  die  Winkel  eines 
Dreiecks  bilden,  dessen  Seiten 
a'*,  fe'*,  c'^  oder  diesen  Grössen 
proportional  sind.  Dies  giebt 
folgende  Konstruktion:  über  der  . 
grössten  von  den  Linien  a\  b\  ./ 
c',  welche  c'  ^^  AB  sein  möge, 
beschreibe  man  eintfn  Halbkreis, 
trage  in  diesen  AD  ^^l!  und 
BE  —  a!  als  Sehnen  ein,  fälle 
auf  AB  die  Senkrechten  DF, 
EG  und  beschreibe  aus  den 
Seiten  AB,  AF,  BG  das  Drei- 
eck A  B  C.  Die  Seiten  dessel- 
ben sind 


|/(a'2  +  h'^  +  v'^)  {a''  +  c'^  -  V^) 


f -' 


2//C 


Fig.  67. 


f5» 


^i^  =  c',     AC=^AF^  -"' 


/»>c'«  7>^f;^ 


n 


li 


C 


und  stehen  in  den  Verhältnissen 

BC',CAxAB^n"'xV^'.c'^', 

die  Winkel  des  Dreiecks  ABC  sind  folglich  die  vorhin  mit  A,  P, 
C  bezeichneten  Winkel.    Die  Halbierungslinien  derselben  schneiden 
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sich  in  einem  Punkte  0'  und  zwar  ist  aus  naheliegenden  geome- 
trischen Gründen 

trägt  man  also  von  0'  aus  auf  die  Winkelhalbierenden  Geraden  die 
Strecken  0'A^^BE^a\  O^B^^AD^V  und  O'C'^AB^d,  so 
hat  man  die  drei  Projektionen  von  d  der  Grösse  und  Lage  nach* 

Sind  nun  die  Winkel  a/y,  oi  z\  i/  s!  durch  die  erwähnte  Kon- 
struktion oder  dui'ch  die  Formel  9)  bestimmt  und  ebenso  die  Winkel 
A,  f*,  V  mittels  der  Formeln  7)  gefunden,  so  dienen  die  Glei- 
chungen 2)  zur  Konstruktion  der  Projektion  jedes  beliebigen  Punktes 

xyz^  indem  man  auf  der  Linie  0^ Ä  die 
Strecke  0^lJ^=oi  abschneidet,  durch  IJ  die 
Gerade  IJ  Q' H  0' B'  und  gleich  (VM'^^ 
zieht  und  endlich  Q'F'^  0'N'==  /  parallel 
zu  O'C'  legt,  wobei  man  in  der  Praxis  die 
Berechnung  von  or-^  y',  j^  durch  den  Ge- 
brauch von  Massstäben  umgeht,  deren  Ein- 
heiten sich  wie  1  :  cosX  :  cos  ^  :  cos  v  ver- 
halten. Man  ist  dadurch  in  den  Stand  ge- 
setzt, alle  Ergebnisse  der  analytischen  Geometrie  in  einer  Ebene 
graphisch  darzustellen. 

Die  gewöhnlichsten  Verhältnisse  sind  folgende.  Für  cl  «*  ?>' 
=  (!  erhält  man  die  sogenannte  isometrische  Projektion,  bei 
welcher 


Fig  68. 


*  Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  das  Dreieck  ABC  oder  ein  ihm 
ähnliches  in  der  ursprünglichen  Figur  nachzuweisen.  Denken  wir  ans 
OL,  OM,  ON  bis  zu  ihren  Durchschnitten  i^,  JH^,  N^,  mit  der  Pro- 
jektionsebene verlängert,  so  sind  Xpitfg,  L^N^,  -^o-^o  ^^®  Spurender 
Ebenen  LOM,  LON,  MON,  und  nach  dem  bekannten  Satze,  dsss 
die  Projektion  einer  Geraden  senkrecht  auf  der  Spur  ihrer  Nornudebene 
steht,  MO'nJ^M^N^.O'M'-^L^N^,  O'N' -^  L^M^,  mit  einem  Worte, 
die  Geraden  O'L',  O'M',  O'N*  sind  die  verlängerten  Höhen  des  Spuren- 
dreiecks L^Mf^N^.  Nennen  wir  (7,  F,  W  die  Fusspunkte  dieser  Höhen, 
so  sind  0'L\  0'M\  O'N'  die  Winkelhalbierungslinien  des  Dreieck« 
UVW  und  ausserdem  hat  man 

VW:UW:UV^a'^:h'*:d*, 

wie  man  durch  eine  leichte  Rechnung  iindet,  sobald  OL=^OM^0^^i 
und  0'L'^a\  O'M'^b',  O'N'^d  gesetzt  werden. 
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L  (x'y)  «  L  {Jz^)  -  L  {if^)  -  120^ 

X-.Ht  =  i/-  35«  15' 62", 
cos  X  «  cos  fi  —  CO.*  V  —  ]/  3  ==  0,8165. 

Kimmt  man  zwei  der  Linien  a\  h\  c'  gleich  und  giebt  der  dritten 
ein  beliebiges  Verhältnis  zu  jenen,  so  heisst  die  Projektion  dime- 
trisch;  eine  sehr  gewöhnliche  Wahl  ist 

a'  -  c',     y  =  \  a\ 
woraus 

L  {Jy')  =  L  {y'J)  «  131<>  24'  30",  L  {J z')  =  97«  ll', 

A=«  „-  19«  28',  iu  =  61«  52', 

cosl  ^  cosv  ^  yl  -»  0,9428,  cosfi  —  y-|  «  0,47J4. 

In  dem  allgemeinen  Falle  endlich,  wo  die  Grössen  a',  b\  c'  von 
einander  verschieden  sind,  erhält  man  die  sogenannte  trimetrische 
Projektion;  passende  Verhältnisse  hierzu  sind: 


a 


'_    9   J 


c'      &'  =  -^  c' 


sie  geben: 

/.(xV)  =  157«0',    /.(x';j')«95«ll',    /.(//y)  «  107«49', 
A-27«31',  |ü«60«29',  v«9«50', 

eo.5A  =  0,8868,       cos  ji*  —  0,4927,        cos  v  =  0,9853. 

Letzteres  Wertesystem  empfiehlt  sich  besonders  zum  Krystall- 
zeichnen;  in  der  vorigen  Figur  sind  seine  Verhältnisse  eingehalten. 

§47. 
Projektionen  von  Fl&ehen. 

Denken  wir  uns  in  einer  beliebigen  Ebene  eine  willkürlich  be- 
grenzte Figui'  von  bekannter  Fläche  s  gezeichnet,  so  können  wir 
leicht  deren  Projektionen  auf  drei  untereinander  senkrechte  Ebenen 
finden;  wir  wählen  nämlich  letztere  zu  Koordinatenebenen,  nennen 
a,  /3,  y  die  Stellungswinkel  der  Ebene  von  s  und  bezeichnen  die 
Projektionen  von  5  auf  die  Ebenen  yz,  xz^  xy  der  Beihe  nach  mit 
a,  &,  c;  es  ist  dann 

1)  a  ^  s  cosa^     ?>  —  s  C05  j3,     c  ^  s  cos  y 

und  dabei  sind  die  Projektionen  a^  b^  c  positiv  oder  negativ,  je- 
nachdem  die  Winkel  a,  |S,  y  spitz  oder  stumpf  ausfeilen.  Die  Pro« 
jektion  von  8  auf  irgend  eine  vierte  Ebene,  welche  mit  der  Ebene 
von  s  den  Neigungswinkel  ^  bildet,  ist  femer 
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})  ^  s  cos  d^ 
und  wenn  mau  cos  0  durch  die  Stellungswinkel  der  Ebene  s  und 
durch  die  Stellungswinkel  >l,  |i*,  v  der  neuen  Ebene  ausdruckt,  s^) 
hat  man  auch 

jj  —  5  {cos  a  cosX  -{-  cos  ß  cos  fi  +  cos  y  cos  v), 
d.  i.  unter  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  1) 

2)  "p  ^=  a  cosl  •\-  h  cos  \ii  '\'  c  cos  v. 

Diese  bemerkenswerte  Formel  giebt  die  Projektion  einer  Figur  auf 
eine  beliebige  Ebene,  sobald  die  Projektionen  der  Figur  auf  die 
drei  Koordinatenebenen  bekannt  sind.  Hat  man  überhaupt  ver- 
schiedene nicht  in  einer  Ebene  liegende  Figuren  Sj,  .«a,  ^«j.  ., 
deren  Projektionen  auf  die  Koordinatenebenen 

Ol,  \,  q;     «2,  \,  Cg;     «3,  \,  Cg  u.  s.  w. 
heissen  mögen,  so  kann  man  die  Formel  2)  auf  jede  derselben  an- 
wenden  und  es  ergiebt  sich  durch  Addition  aller  so  entstehenden 

Gleichungen  .... 

i^i  +  ^2  +  i>3  +  i^4  +  •  •  • 

="  («1  +  «2  +  «8  +  ^^4  +  •  •  •)  ^<>^  ^ 
+  ^\  +  ^2  +  ^3  +  ^4  +  •  •  •)  ^^^  (* 
+  (^1   +  ^2  +  ^S  +  ^4  +  •  •  •)  ^0^  ^ 

oder  kürzer 

3)  P  -=  iL  cos X  +  BcoSfi  +  Ccos  r; 

dabei  bezeichnet  Ä  die  Summe  der  Projektionen  aller  Figuren  auf 
die  Ebene  yz^  ebenso  B  die  Projektionssumme  auf  xz^  C  die  Pro- 
jektionssumme auf  ic//,  endlich  P  die  Projektionssumrae  auf  di*» 
vierte  Ebene,  deren  Stellungswinkel  A,  |u,  v  sind. 

Die  Formel  3)  wollen  wir  benutzen,  um  die  vorhandenen 
Figuren  auf  drei  neue  untereinander  senkrechte  Ebenen  ^g\  x':, 
xff/  zu  projizieren;    wir  haben  in  diesem  Falle  der  Beihe  nach  zu 

setzen:        ^  ^  ^,^     l^ix',\     ,i  -  (.r»,     v  -  (/r); 

es  entstehen  so  folgende  drei  Gleichungen: 

A^'^  äcos{a^x)  +  Bcos{x'y)  +  Ccos{Jz), 

4)  5'  ^Acosli/'x)  +  Bcos{j/y)  +  Ccos(f/z), 
I  0' «=  4 C05 (£;' ;r)  +  Bcos(jfy)  +  Ccos{Jz\ 

Betrachtet  man  umgekehrt  die  Ebenen  y^  z\  x^z\  a-'t/  als  die  primi- 
tiven und  yz^  xz,  xy  als  die  sekundären  Projektionsebenen,  rer- 
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tauscht  also  die  accentuierten  Buchstaben  gegen  die  gleichnamigen 
nicht  accentuierten,  so  ist  entsprechend 

iÄ^A'  cos  {xJ)  +  Sf  cos  (iV)  +  C'  cos  {x^), 

5)  pB  =-  AI  cos  {yx^)  +  5'  cos  [yy')  +  C  cos  (y/), 
I  C  =  ii'  cos  {zx')  +  B'  cos  (zj/)  +  C  cos  {zz'). 

Zwischen  den  Cosinus  der  neun  vorkommenden  Winkel  finden  die 
schon  in  §  21  unter  Nr.  2,  3,  5  und  6  erwähnten  Beziehungen 
statt,  mittels  welcher  man  sehr  leicht  zu  der  folgenden  Belation  gelangt 

6)  Ä'^  +  B'^  +  C'^  '^Ä^+B^+  C«; 

hierin  liegt  der  bemerkenswerte  Satz,  dass  die  Quadratsumme  der 
Projektionen  aller  Figuren  auf  drei  untereinander  senkrechte 
Ebenen  konstant  bleibt,  mithin  von  der  Lage  jener  Ebenen  unab- 
hängig ist. 

Aus  Nr.  6)  folgt:      

7)  C'  «  Yä^  +  -B*  +  r^  -  Ä'^  -  ^^ 

und  hier  erhalt  C'  offenbar  seinen  grössten  Wert  für  -4'  —  0  und 
^~  0,  was  letzteres  aus  dem  Grunde  möglich  ist,  weil  A!  und  JK' 
Aggregate  aus  einzelnen  Projektionen  sind,  die  ebensowohl  positiv 
als  negativ  sein  können;  der  Ausdruck 

8)  C  -  l/Ä»  +B^  +C« 

giebt  in  diesem  Falle  den  grössten  Wert  an,  welchen  die  Gesamt - 
Projektion  aller  Figuren  auf  eine  Ebene  {xly^^  überhaupt  erhalten 
kann.  Um  die  Lage  dieser  Ebene  zu  bestimmen,  substituieren  wir 
die  Werte  ^'-=0,  /^' =»  0  in  die  Gleichungen  5)  und  bezeichnen 
die  Stellungswinkel  der  Ebene  x-i/^  um  die  es  sich  nur  noch  han- 
delt, kurz  mit  a',  |3',  y';  dies  giebt 

9)  A^C^  cos  (i\     B^C*  cos  /?',     C  -  C  cos  /, 

mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  8)  folgen  hieraus  die  Werte 

A 


10) 


cos  a'  •« 


cosß^ 


B 

yÄ*+  B-+C'- 

V 

cos  y'  =      , 

Ya^+jp+C" 

und  damit  ist  die  Stellung  derjenigen  Projektionsebene  bestimmt, 
für  welche  die  Summe  der  Projektionen  aller  gegebenen  Figuren 
ihren  M^imalwei-t  erreicht. 
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Projiziert  man  dieselben  Fignren  noch  auf  eine  andere  von  der 
vorigen  verschiedene  Ebene,  deren  Stellungswinkel  A,  fi,  v  sind, 
so  hat  man  wie  früher 

P  '==^  Ä  cos  k  +  B  cos  fi  +  Ccos  V 

und  durch  Substitution  der  in  Nr.  7)  angegebenen  Werte 

P  ^  C^  (cos  a'  cos  X  +  cos  jS'  cos  f*  +  cos  y  cos  v) 
oder  kurz 

11)  P  =  yJ^~+B^'+lj^ .  cos  S, 

wo  0  den  Neigungswinkel  der  beliebigen  Ebene  gegen  die  Ebene 
der  grössten  Projektionssumme  bedeutet.  Die  Gleichung  11)  lässt 
unmittelbar  erkennen,  dass  die  Projektionssunmie  P  fftr  alle  Ebenen 
dieselbe  bleibt,  welche  gegen  die  Ebene  der  grössten  Projektions- 
sunmie denselben  Neigungswinkel  S  bilden.  Für  S  =  90^  wird 
P  =  0,  also  verschwindet  die  Projektionssumme  .far  alle  zu  jener 
Ebene  senkrechten  Ebenen. 


Fig.  69. 


§48. 
Die  perspektivische  Projektion. 

Es  sei  eine  feste  Ebene  0  Q  und  vor  derselben  ein  fester  Punkt 
A  gegeben;  zieht  man  von  diesem  aus  nach  jedem  beliebigen  hinter 

der  Ebene  liegenden  Punkte  P  eine 
Gerade  AP.  welche  die  Ebene  in 
einem  bestimmten  Punkte  iTschneidetf 
so  heisst  bekanntlich  TL  die  per- 
spektivische Projektion  von  P 
^  in  Beziehung  auf  A  als  Projektions- 
centrum. Wir  stellen  uns  nun  die 
Aufgabe,  die  Lage  von  77  in  der  festen 
Ebene  (Projektionsebene)  zu  finden, 
wenn  die  Lagen  von  A  und  P  gegen  jene  Ebene  bekannt  sind. 

Die  Projektionsebene  OQ  sei  die  Ebene  xe^  eine  durch  Ä 
senkrecht  zu  ihr  gelegte  Ebene  A'AA*^  die  Ebene  ifz\  auf  dem 
Durchschnitte  beider  Ebenen  (der  *- Achse)  wählen  inr  den  Koor- 
dinatenanfang 0  willkürlich  und  legen  durch  ihn  die  Koordinaten- 
ebene xy  senkrecht  zur  ;^- Achse.  In  Beziehung  auf  dieses  recht- 
winklige Koordinatensystem  bezeichnen  wir  die  Koordinaten  Yon  A 
mit  0,  OA'-^g,  OA'^^h,  und  die  von  P  mit  OL^x^  LT'^-^^ 
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P'P «» g'j  sind  femer  |,  rj^  f  die  Koordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  der  Geraden  AF^  so  haben  wir  als  Gleichungen  der 
letzteren 

und  daraus  erhalten  wir  für  ij  —  0  die  Koordinaten  von  77,  welche 
On' =  ^^  n^  U  ^  i  heissen  mögen.  Die  erste  Gleichung  liefert 
unmittelbar  |,  die  zweite  f,  wenn  man  den  Wert  von  |  substi- 
tuiert; die  resultierenden  Formeln  sind: 

2)  |_^,    i.^!l±l^. 

9  +  y  9  +  v 

Hieran  knüpft  sich  von  selbst  die  Bestimmung  der  Projek- 
tion einer  beliebigen  geraden  oder  krummen  Linie.  Man 
hat  nämlich  in  diesem  Falle  zwei  Gleichungen  zwischen  or,  ;/,  e; 
verbindet  man  sie  mit  den  vorigen,  so  lassen  sich  oc^y^  z  eliminieren 
und  die  übrig  bleibende  Gleichung  zwischen  |  und  i  bestimmt  die 
Projektion  der  Linie.     Einige  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

Für  eine  Gerade  im  Räume  hat  man 

3)  y^Bx  +  h^     z^  Cx  +  c, 

""'4^      .         _  ^x  .      {Bh+Cg)x  +  hh  +  c_g 

^        ^      Bx  +  b+g'     ^^  Bx  +  b  +  g 

und  durch  Elimination  von  x 

5)       [B{c  -  Ä)  -  C(b  +  g)]^  +  {h  +  g)t^bh  +  cg. 

Die  perspektivische  Projektion  einer  Geraden  ist  demnach  wieder 
eine  Gerade,  doch  findet  dabei  die  Eigentümlichkeit  statt,  dass 
die  letztere  Gerade,  insoweit  sie  wirklich  durch  Projektion  entsteht, 
nur  eine  endliche  Ausdehnung  erlangt,  wenn  auch  die  ursprüng- 
liclie  Gerade  sich  hinter  der  Bildebene  ins  unendliche  erstreckt. 
Oiebt  man  nämlich  den  Formeln  4)  die  Gestalt 


1,  +  i+Z  £+-^-±1 

X  J 

und  lässt  X  ins  Unendliche  wachsen,  so  nähern  sich  |  und  ^  den 
Grenzen 

6)  l.-f'    f-=^'  +  ?' 
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und  nun  sind  die  endlichen  Grössen  J^,  f^  die  Koordinaten  der 
Projektion  des  unendlich  entfernten  Endpunktes  der  gegebenen  Ge- 
raden. Da  ferner  in  den  Formeln  6)  die  Grössen  h  und  c  nicht 
mehr  vorkommen,  so  bleiben  |^  und  f^  unveränderlich  för  alle 
Geraden,  welche  durch  dieselben  B  und  C  und  beliebige  /;,  ' 
bestimmt  sind.  Geometrisch  heisst  dies:  die  perspektivischen  Pro- 
jektionen eines  Systemes  paralleler  Geraden  vereinigen  sich  in  einem 
Punkte  (loofao)?  jöciöi*  solche  Punkt  heisst  der  Fluchtpunkt  de> 
entsprechenden  Parallelensystemes.  —  Sind  z.  B.  die  Geraden  in 
der  a:^- Ebene  enthalten  und  senkrecht  zur  r- Achse,  so  hat  man 
J?  =  ^fl«  90" «  00,  C  -=  0,  mithin 

lx=0,     f.«  7m 

die  Projektionen  aller  in  der  a;y -Ebene  auf  der  x- Achse  senkrechten 
Geraden  laufen  daher  im  Punkte  Ä'\  dem  sogenannten  Augen- 
punkte, zusammen.  Liegen  zweitens  die  Geraden  in  der  xy- 
Ebene  unter  einem  Winkel  von  45^  gegen  die  x- Achse,  so  hat  man 
B  —  tan  45"  =  1 ,  C  —  0,  folgHch 

1»  =  ^^    f«-»^; 

der  Fluchtpunkt  des  betreffenden  Parallelensystemes  befindet  sich 
also  auf  der  Geraden  Ä"  Q//OL  in  der  Entfernung  g  vom  Augen- 
punkte; man  pflegt  ihn  den  Distanzpunkt  zu  nennen.  Wenn 
drittens  die  Geraden  die  Richtung  einer  Würfeldiagonale  haben, 
wie  dies  bei  perspektivischen  Schattenkonstruktionen  vorkommt, 
sobald  man  sich  die  Lichtstrahlen  von  der  Linken  zur  Bechten  ein- 
fallend denkt,  so  gelten  die  Werte  B  =  to«4ö"=  1,6*««  tanl^b* 
-=  —  1 ,  woraus 

S«  -*  ^7       ^,  =*  Ä  —  ^. 

Als  zweite  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der  perspek- 
tivischen Projektion  eines  in  der  wC^- Ebene  liegenden  Kreises. 
Man  hat  für  diesen  Fall 

7)  (ic-ay+(y-6)«-c«,     Ä«0; 

aus  den  Formeln  2)  erhalt  man  wegen  z  '^  0 

^  ^  z — i'   y 


Ä  -  f    "     Ä  -  ? 

und  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Kreisgleichung 
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Der  blosse  Anblick  dieser  Gleichung  lehrt,  dass  die  Projektion  im 
allgemeinen  ein  Kegelschnitt  ist  und  zwar  eine  Ellipse,  Parabel 
oder  Hyperbel,  jenachdem  b  -\-  g  grösser,  gleich  oder  kleiner  als 
c  ist.    Für  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der  Projektion  findet 

man  leicht:      _^    a{h-\-ff)g  [h  {g  -\-h)-  c^  h 

bezeichnet  femer  w  den  Winkel,  welchen  irgend  eine  der  Haupt- 
achsen mit  der  a:- Achse  einschliesst,  so  erhält  man: 

tan  2  0)  -  ;j2-_-[^2  \flj^  +  ^y  ^^2-] ' 

Dieser  Ausdruck  ist  für  den  Fall  einer  Ellipse  leicht  zu  konstruieren; 
bildet  man  nämlich  aus  den  Seiten 


ein  Dreieck  und  enichtet  die  zur  Seite  a  gehörende  Höhe,  so  teilt 
letztere   die  Seite  a  in   zwei  Teile  und  zwar  ist  der  an  der  Seite 


V(p  +  9)^  "-  ^^  liegende  Abschnitt 

K  — ? 

2a 
mithin  M 

ian  2  0)  = ? 

a: 

woraus  eine  einfache  Konstruktion  für  w  folgt. 

Soll  die  Projektion  zu  einem  Kreise  werden,  so  muss  der 
Koeffizient  von  §^  verschwinden  und  der  Koeffizient  von  ^  gleich 
dem  von  i^  sein;  diese  Bedingungen  lauten: 

Die  erste  giebt  zu  erkennen,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises  in 
einer  Vertikalebene  {xfz)  mit  dem  Projektionscentrum  liegen  muss; 
die  zweite  Bedingung  enthält,  wenn  man  sich  g  und  li  als  veränder- 
lich denkt,  den  bemerkenswerten  Satz,  dass  alle  Projektionscentra, 
von  welchen  aus  gesehen  der  gegebene  Kreis  wiederum  als  Kreis 
ei*scheint,  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel  liegen,  deren 
Halbachse  c  und  deren  Scheitel  der  Koordinatenanfang  ist. 

Wir  haben  endlich  noch  zu  erörtern,  was  man  unter  der  per- 
spektivischen Projektion  einer  Fläche  verstehen  soll.  Denkt 
man  sich  von  dem  Projektionscentrum  aus  an  die  Flüche  alle  mög- 
lichen Tangenten   gezogen,   so   bilden    diese  in  ihrer  stetigen  Auf- 
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einanderfolge  eine  Kegelfläche;  letztere  wird  vou  der  Projektions- 
ebene in  einer  bestimmten  Kurve  geschnitten  und  diese  mu^s  dm 
als  perspektivische  Abbildung  der  ursprünglichen  Flache  gelten. 
Um  hiervon  eine  Anwendung  auf  die  Projektion  der  Kugelfläih*; 
zu  machen,  sei 

die  Gleichung  dieser  Fläche;  irgend  eine  durch  das  Projektions- 
centrum gehende  Gerade  wird  durch  die  Gleichungen 

9)  r,  =  Pi  +  g,     J=(?|  +  ;, 

ausgedrückt  und  bertthrt  die  Kugelfl&che,  wenn  die  BediBgong 


'«)  1^  C.  +  P-+«-)»' 


erfüllt  ist,  wie  man  am  leichtesten  mittels  der  Bemerkung  findt*t, 
dass  der  Abstand  einer  Tangente  vom  Kugelmittelpunkte  jederzeit 
dem  Kugelhalbmesser  gleich  sein  muss.  Eliminiert  man  P  und  $ 
aus  den  beiden  letzten  Gleichungen,  indem  man  die  Werte 


in  Nr.  10)  einsetzt,  so  charakterisiert  die  neue  .Gleichung 

11)  =[a(r,-ff)  +  {g  +  b)^f  +  [a(;-h)  +  {h-c)lY 
\  4,  +  [{h  -  c)  (,,  -g)-(g  +  b)  (?  -  h)V 

diejenigen  Kegelfläche,  welche  ihren  Mittelpunkt  im  Projekhons- 
centrum  hat  und  ausserdem  die  gegebene  Kugel  berührt  (die  pro- 
jizierende Kegelfläche).  Die  Gleichung  der  Kugelprojektion  ergiebt 
sich  hieraus  für  i?  ==  0,  nämlich 

12)  \=[-ag  +  (g  +  b)if  +  [a{t-h)  +  (A  -  c);]* 
(  +l<>(h-c)  +  (g  +  b)(t-h)]*, 

und  diese  Gleichung  lässt  erkennen,  dass  die  Projektion  der  Kugt^«- 
fläche  im  allgemeinen  eine  Ellipse  ist,  welche  nur  in  dem  spenellt^n 
Falle  a  ==  0  und  c  =  h  zu  einem  Kreise  werden  kann. 


